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Exercice 1. (Etudier des intégrales impropres)
Calculer si possible les intégrales impropres suivantes:

+o0 1.’L‘ 11 1 7 1 1 1
11 = e 3 dX7 19 = —d){7 1o = —dx7 4= ——  dx.
' /0 ? 2 V1l—x ’ /3 vr—3 ! /0 1—2

Réponse:
B 1,
e Etude de la convergence de i1: pour un nombre réel S > 0, on pose i1(5) = / e 3 dx.
-1z o -1z 0
La fonction f1: z+—e 3" admet pour primitive Fj(x)=—3e 3".
1
On en déduit que i1(8) = F1(8) — F1(0), don i1(B) =3 — 3¢73”. Ona 5 lim 1(8)=3.
+oo 1 —too
Conclusion: l'intégrale impropre / e 3"dx converge vers 3.
0
e Etude de la convergence de is: soit fo la fonction définie par fo(z) = ; fo nest

V1l —x
pas définie en 11 et on a  lim  fo(z) =+ oo.

r— 11"

o
Soit B €R, 2< <11, posons ¢ =[] ——dx.
it b p“”(ﬁ)émx
f2(z) admet pour primitive Fa(z) =—2+/11 — z. On en déduit facilement is(5) =6 —2/11 — .

11
. ; . . 1
Comme lim i2(8) =6, l'intégrale impropre

B— 11— 2 V1l—=x

dx converge vers 6.

7
1
e Pour étudier la convergence de i3, on pose ig(a) = —dx, B<a<T).
g7 3 1% 3( ) L m ( )
On aig(a)=[2Vz — 3]a =4—2+y/a — 3. Lorsque « tend vers 3, on voit facilement que i3(«)

7
tend vers 4. Conclusion: l'intégrale impropre / ! de converge vers 4.
3 T —
B
e Pour fe lO, 1[, posons i4(f) = / T L dx. On a i4(f) =[—In(|]1 — x|)]oﬁ =—1In(1- 7).
0 - :I/'
Lorsque ( tend vers 1, —In(1 — () tend vers + oco.
1
Conclusion: l'intégrale impropre / 1 de diverge.
o 1-—



Exercice 2. (Calculer une intégrale définie puis une intégrale impropre)
3

Soit o un nombre réel vérifiant 0 <« < 1. On pose I, :/ In(x)dx.

a) Calculer l'intégrale I,.
Réponse: une primitive de In(z) est 2 In(xz) — 2 (voir exercice 2 de la Feuille TD n°2). Ainsi
Io=zln(z) - :c]z =3In(3) — 3 — a(ln(a) + a.
3
b) Etudier la convergence de 'intégrale impropre / In(z)dx.
0

(on pourra utiliser |'égalité lim+ tin(t) =0)
t—0

Réponse: On a vu dans la question précédente que I, = 3In(3) — 3 — a(In(e) + a. Comme

lim — oln(a) + a@ = 0, on en déduit que lim I, = 3(In(3) — 1), donc l'intégrale

a—s 0t a— 0t

3
impropre / In(x)dx converge vers 3(In(3) — 1).
0

c¢) On pose f(z)=In(z)|.

3
Etudier la convergence de I'intégrale impropre / f(z)dx.
0 3
Réponse: si « est un réel vérifiant 0 < a < 1, posons J, = f(x)dx.

Comme on a In(z) < 0 pour tout z vérifiant 0 < = < 1, et In(z) > 0 pour tout x > 1,
1 3

Ja:/ fln(z)dqu/ In(z)dx. Il s’en suit que
a 1

Jo=[—zIn(z) + x]i +[z1n(z) — x]i =(1+an(a) —a)+ ((3In(3) —=3) 4+ 1).

Jo=3In(3) — 1+ aln(a) — a. ,

lirn+ Jo=3In(3) — 1, donc l'intégrale impropre / f(z)dx converge vers 3ln(3) — 1.
0

a—0

Exercice 3. (Calculer une intégrale définie puis une intégrale impropre)
.[j 1 .[j 1
P > Ig= —_— = —————=dx.
our (32> 3 on pose Ig /3 mln(x)dx et Jg /3 m(ln(m))QdX
1. En faisant le changement de variable z = e, calculer I et Jg.
Réponse: en posant x =e’ (ce qui équivaut a t =1In(z)), on a dx = e'dt;
lorsque x =e on a t=1 et lorsque x =3, on a t =1n(j).
L’application ¢:[1,In(3)] — R définie par ¢(t) =€’ est de classe C' et on a ¢([1,In(3)]) =[e, 3].

() 1
t4 — e T In(B) _
vl dt 7/1 tdt n(t)]; In(In(5)).

Le méme changement de variable nous permet d’avoir Jg= / —dt=
1

n(8)
Ainsi Ig s’écrit I :/
1

+oo 1 +o0 1
2. Etudier la convergence des intégrales impropres / ———dx et / —————dx.
+o00 1 e €T ln(a:) e
Réponse: par définition, ———dx= lim Ig.
. xln(x) B—s 400

—+ oo
Comme Birgl_ In(In(B)) = + oo, l'intégrale impropre /e mdx diverge.

B— 400

oo 4 oo 1
L’intégrale impropre L de converge vers 1 car lim Jg=1.



Exercice 4. (Découper une intégrale impropre en deux)
Soient o et § deux nombres réels vérifiant 0 < a <1< (< 2.
1 Jé]
1 1
On pose [, :/ ———dxet [ :/ ——dx.
“ a —T+V2zx 7 1 —zr++V2

Calculer les intégrales I, et Ig en faisant le changement de variable z = %tQ, (0<t<2).
1

——dx.
) —z+V2zx
Réponse: En posant z = 5152 (ou encore v2x =t, t >0), on a dx =tdt.

Lorsque z =, on a t =2, lorsque =1, t =/2 et enfin, lorsque =, t =+/213.
Les applications ¢;: {\/2a, \/5} — R et ¢o: [\/5, \/25} — IR définies

respectivement par (%) :%t2, ©a(t) :%tQ sont de classe C! et on a

e1([ V20, V2 ]) = [0 1], al| V2, V2B ]) = [1. 8]
V2o V29
On obtient par ce changement de variable, I, = / ——xtdt= / dt.

2
En déduire la nature de l'intégrale impropre I = /
0

VIB o Via — gt 4t Vaa 2t
De méme, on a Ig:/ ——dt.
vz 2—t
Ainsi Ip=[ - 2In(2 — t)]% =—2In(2 - v2) + 2In(2 — v2a)
et Ig=[—2In(2— t)]gﬂ: —2In(2 - v28) + 2In(2 - v2).

Etant donnés deux réels a, b€]0,2[ (a <b), 'application
1

—x+ V2

est bien définie et continue sur [a,b]. Elle est donc intégrable sur [a, b].
1

—x+ V2

de prendre un point quelconque c €0, 2] et d’étudier les deux intégrales impropres
c
o e
0o —xr+V2 c —r+V2x

Considérant les calculs déja effectués, prenons c=1.

T

2
Pour étudier la convergence de 'intégrale impropre I = / dx, il nous suffit
0

dx et

1 2 1
————dx= lim I, et / — dx= lim Ig.
—x+V2x a—0t 1 —x+V2x B—2" 7

Comme lim . Io=—2In(2—+v2)+2In(2) et lim Ig=+ 0o, nous en déduisons que
B

1
Par définition, on a /
0

a—0 1 1 —27 2 1
I'intégrale impropre / dx converge tandis que / —————dx diverge.
0 1 —z+V2z

—r+V2

2

. . . 1
Conclusion: I'intégrale impropre I = /
0

—zr+Vzx

dx diverge.




