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Exercice 1. (s’habituer a la technique d’intégration par parties)

Calculer les intégrales suivantes:
1

27 i
3/z In(x)dx CcosS e 3tdt.
/1 37 In(2)dx, /0 B(cos(6) + 1)d6), / (6t +100)e—3dt

0
Réponse:

1
3/x s’écrit encore 3.

[ ]
1
On fait une intégration par parties en posant u'(z) =23, v(z) =1In(z).

4
Ainsi u(z) = %zg (par exemple) et v'(x) = i
27 27 27 27 27
3 4 3 1 3 2 3|13 2
3 = —_— —_ _— = —_— —_——] -
On a alors /1 \/Eln(x)dx{llzk”'ln(z)}l /1 4z3dx {4x3ln(z)]1 4[4z3} ,
27 27 6
3 £ 3 3 3 9 3 9
i 3 = | 20 -2 =234 27— = = =2 (4] 1)+ =
soit /1 3z In(r)dx [4x3(ln(ac) 4)}1 13 (ln( 7) 4)—1— 6 16( n(3)—1)+ 16
e On fait une intégration par parties en posant u'(f) = cos(d) + 1, v(f) = 0, de sorte que
u(0) =sin(0) 4+ 6 et v'(0) =1.

On en déduit /077 6(cos(0) +1)df = [A(sin(0) +0)]; — /0 (sin(8) +6)do.

T2
Soit finalement / O(cos(0) +1)do = {H(Sin(é’) +0) + cos(9) — %92} = % -2
0 0
e En faisant une intégration par parties, on montre que la fonction t + (6t + 100)e~3¢
1
admet pour primitive ¢+ — %(Gt +102)e~ 3%, d’ou / (6t +100)e—3tdt = %(102 - %)
0
Exercice 2. (étudier ‘une suite d’intégrales définies)
On pose Ip=Jy= In(z)dx, et pour tout entier naturel n>1, on pose

e 1 e

I,= / 2"n(z)dx, J,= / ln(ff)dx.
1 1 T

1. Calculer Iy, I, et Ji.

(&)

| (voir 'exemple traité en

€
Réponse: Une intégration par parties donne / In(x)dx=[zln(z) —z]
cours). On a donc Ip=Jy=1. !
En posant u/(z) =z et v(x) =In(x), une intégration par parties donne

L= l:EQIH(CE) —/ lxdx, c’est-a~dire I; = l:E21n(:r)71502 :l(€2+1).
2 2 2 X

4 4
Pour calculer J; on peut faire une intégration par parties ou remarquer que
len(z) X (In(x))’, donc une primitive de Inz) _ %(111(:0))2. On en déduit J; :%.
x x



2. Pour n >2, calculer I,,, J,, et dire si les suites (I,)nen, (Jn)en sont convergentes.

Réponse: pour calculer I, et J, pour n > 2 on fait une intégration par parties.

Z.nJrl € e Z.n :CnJrl xn+1 € nen+1+1
n= - dx = 1 — = .
I [nJrlln(z)L [ ntl o [n+1n(z) (nqu)Q}1 (n+1)2
x—n—i—l € e pn x—n—i—l x—n—i—l € —7’L€_n+1+1
I {—n+1“($)]1 [ T {—n+1n($) (—nt1)2|, (—nt1)?

La suite de terme général I,, ne converge pas ( lim I, =4 00). La suite (J,) tend vers 0:
n—s -+
lim J,=0.

n—-- —+o0o

Exercice 3. (s’habituer a la technique de changement de variable)
Calculer les intégrales suivantes:

3x
1 V2x+T
1
x
d
/0 Bzl
2
/ 1—i_mdx
0 4+$2

Réponse:

2_
dx (indication: au choix, poser u=(2x+7) ou x = e

),

e En posant u =2z + 7, nous obtenons par différentiation, du =2dx. Lorsque x =1, u=9 et
9 25

P 3z 3(u—17)

lorsque x =9, u = 25. On en déduit ——dx = —_

4 /1 V2r+7 /9 4y/u
. u—"17 7
pour u parcourant 'intervalle [9,25], on a =u——=et

[ ]25 Vu Vu

25
3(u—"1) 3[2 3
/9 a 4{3“ ﬁL

du. On constate que

e En posant uT3:c+ 1, ou encorf :c:%(uf 1),
on trouve /0 3:1:::—1(1)(:%[ (1f%)du:$(3721n(2)).

e Sion pose x=2t, on dx=2dt et /02 %d}(/{)1 ﬁ x 2dt.
Comme%xQ:%xﬁ—i—ﬁ7

1 1 1
1+2¢ 1 1 t
— X 2dt== ——dt dt.
Ona/o Ao 2/0 [ENE +/0 [ENE

ﬁ admet pour primitive arctan(t) et lth admet pour primitive %ln(l +12).
1
o 142t 1 sl 1,7
On en déduit /0 D) x 2dt = §[arctan(t) +In(1+4¢ )]0 = 5(1 +1n(2)).
2142

Conclusion: /

1,7
T dx==(Z £ 1n(2)).
0 4+x2dX 2(4+n( ))




Exercice 4. (utiliser la technique appropriée pour calculer)

1 3
Calculer les intégrales suivantes: / arctan(z)dx, / (m—l / V1 —z2dx.
0 2 -

Réponse:
e En faisant une intégration par parties ou on pose u'(z) = 1 et v(z) = arctan(z), on a

1
fol arctan(z)dx = [w arctan(z) — %111(1‘2 + 1)}0 =7— %ln(Z).

e En posant u=x —1 (soit t=u-+1), on a
3 2 2 2 2
@ P wt1)?, (212 B IR R

/de)(7/1 3 duf/1 ( +toa o )du [ln(u) 2u 502 171n(2)+8'
e La fonction 2+ V1 — 22 définie sur [—1,1] étant paire, on a

/ V1—z?dx=2 / V1—z2dx.

Posant :I:—sm()0<t <z nobtlent/ V1i—x dx—/2 cos?(t)dt = i

0

2’ 4
Conclusion: / V1—a22dx=

Exercice 5. (modéliser) Une entreprise vient d’ouvrir une usine de fabrication de stylos.

On suppose que la production journaliére de cette usine est modélisée par la fonction

f:]0,+o00o[— R, définie par
100
t)=4000 1 - ——
1) ( (t+10)2)

ol t est le nombre de jours travaillés depuis 'ouverture de 1'usine (f(¢) étant le nombre

de stylos fabriqués par jour). On suppose qu’il y a 250 jours travaillés par an.

a) Quelle sera la production journaliére a la fin du trentiéme jour travaille?
Réponse:
La production journaliére a la fin du trentiéme jour travaillé est donnée par f(30). Elle est donc
de 3750 stylos/jour.

b) Quelle est la limite de la production journaliére lorsque ¢ tend vers + oo?
Réponse:
Ona lim f(t)=4000.
t— 400
¢) Au total, combien de stylos cette usine aura-t-elle produits au bout de ses 30 premiers
jours travaillés? Quelle est la production journaliére moyenne sur les 30 premiers jours
travaillés?
Réponse:

En utilisant la fonction modélisant la production journaliére, on peut estimer qu’au bout des
30

trente premiers jours travaillés, le nombre de stylos fabriqués est donné par f(®)dt
0
La fonction f(t) admet pour primitive F(t)=4000(t + tiL()(l)O)
30

Ona / f(t)dt=F(30) — F(0). Conclusion: au bout des trente premiers jours travaillés, cette
0
usine aura produit au total 90000 stylos. La production journaliére moyenne sur les 30

premiers jours travaillés est alors de 3000 stylos/jours.



d) Par quelle fonction g: |0, 4+ co| , z — g(z) peut-on modéliser le nombre total de stylos qui

auront été fabriqués dans cette usine au bout de x années?
Réponse:
Comme une année compte 250 jours travaillés, x années correspondent a 250 X x jours travaillés.

Auzs(l))out de x années l'usine aura produit au total un nombre de stylos égale a
/ f(t)dt. On a vu au c) que f(t) admet pour primitive F(¢) =4000(t + t:—LlOO)
0

Il s’en suit que la fonction g qui modélise le nombre total de stylos qui auront été fabriqués dans

cette usine au bout de z années est donnée par g(z)=105z(1

B 25x+1)'

Exercice 6. (encore un changement de variable)
Pour un entier naturel non nul n donné, on pose

I, = /0 * (sin(z))dx et T = /0 * (cos(x))"dx.

a) Calculer Iy, Ji.
Réponse: on trouve facilement Iy =J; =1

~ 1+cos(2z)

5 , calculer Js.

b) En utilisant la formule trigonométrique (cos(x))?

2

Réponse: Jg:%/2 (1+cos(2x))dX:l{x—i—%sin@x)] =
0

T
2 , 4

¢) Montrer que pour tout entier naturel non nul n, on a I,, = J,.
(Indication: on pourra faire un changement de variable en posant = g —t)

Réponse: en posant z = g — 1,

0 s
on obtient I, = / (sin(g —t)" x (—1)dt= / ’ (sin(g —1))ndt.
z 0
2
En utilisant le fait que pour tout nombre réel t on a sin(g — t) = cos(t), il s’en suit que

I,=J,.

d) Sachant que pour tout entier naturel n >3, on a I,, = nT_lIn_2 , calculer Jy et Js.

- . . . 3 3
Réponse: en utilisant la question ¢) et la relation de récurrence donnée ici, on a Jy= ZJQ =27

16°
4 4 2 8
h=gh=5x5h=15




