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Exercice 1. (5 points)
On considére sur l'intervalle [1, 5], les deux fonctions réelles f et g définies par

f(z)=—2>+6x -8, g(x)=|f(2)].
a) Dans le plan usuel R? muni d'un repére orthonormé (O, i, ),
dessiner les graphes des fonctions f et g.

3
b) Calculer I'intégrale I:/ g(x)dx.
1

Solution:

a) Le graphe de f est la parabole d’¢quation y= — 2%+ 6x — 8.
Le trindome — z2+ 62 — 8 admet pour racines, 11 =2 et ro =4.
On a f(z) >0 sur [2,4] et f(z) <0 sur [1,2[U]4,5].
On en déduit g(x)=— f(z) st z€[1,2[U]4,5] et g(z) = f(z) sur [2,4].

=)

y=1(x)

b) En utilisant a) on a: [3 g(nv)dx:[2 — f(:L')dx—i—l3 f(z)dx=2.

Exercice 2. (5 points)
Soit G un nombre réel vérifiant 2 < 5. On pose:

1 LA
L@—/2 —xln(:v)dx et J/@—L —x(ln(a:))?’dx'

a) En faisant le changement de variable x = ¢!, calculer les intégrales I et Jg.

b) Etudier la convergence des intégrales impropres

/2 - x%(x)dx et /2 o mdx.

Solution:

a) De x = ¢! on obtient dx = e'dt. Lorsque # =2 on a t = In(2) et lorsque x = 3, on

obtient ¢t =In([3). )
In(g
Apreés changement de variable nous avons donc Ig= / ldt =In(In(/)) —In(In(2)),
1

; In(8) q . 1 1 n(2)
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+oo
b) Par définition, on a / ;dx = lim Ig. Or lim Ig= + oo, donc
9 mln(x) B— 400 [B— 400
400 1
I'intégrale impropre / ———~dx diverge. De maniére analogue on a
too g s wln(z) 1
—————=dx= i . ci dant, li = .
L Syt i o e copenda, i Ty =

Conclusion: lintégrale impropre o ;dx converge vers ;
TR TP [, a(m(@)) T @)

Exercice 3. (5 points)
On considére dans le plan R?, le domaine D défini par

D={(z,y)eR?/ —1<z<]1, %(ﬂs73)<y<27$2}.

a) Dans le plan usuel muni d’un repére orthonormé (O, i, ]_' ),
dessiner le domaine D.

b) Soit f: D — R la fonction réelle définie par f(z,y)=3zy.
Calculer 'intégrale I:// f(x, y)dxdy.
D

Solution:

a) Le domaine D est définie par les deux droites verticales d’équation z=—1, z =1,
la droite oblique d’équation y= %(x —3) et la parabole d’équation y =2 — z2.

b) L’intégrale [ = / / f(z,y)dxdy se calcule en utilisant le théoréme de Fubini:
D

1 2—g2 1 1 y=2—z2
I:/ /1 3zydy dx:/ Bm[ayz} dx.
—1 | J5(z-3) -1 yzé(w—?’)
1
En explicitant les calculs, cela donne I = ; / (:U(Z —2%)?% — x(%(m - 3)2>dx,

3 -1
et au final 1:5'

Exercice 4. (5 points)
Soit f la fonction réelle définie par la formule f(z)=e@Y x /o +2.

a) Quel est le domaine de définition de f ?



b) Calculer le développement limité de f a 'ordre 2 en zo=— 1.

¢) Donner une équation de la tangente au graphe de f au point ( — 1, f( — 1)) et

préciser la position du graphe de f par rapport a cette tangente, au voisinage de

(=1L f(=1)).

Solution:

2)
b)

Le domaine de définition de f est I'intervalle [ —2, + o0]

Posant fi(z) = e*t! et fo(z) = Vo +2, on remarque que f(z) = fi(z) x fao(z). 1l
suffit de calculer les développements limités de f; et fo & 'ordre 2 en g = — 1
pour en déduire par multiplication, celui de f.

On trouve: fi(z)=1+(z+1)+ %(JE +1)24o((z+1)?),
Fae) =14 g+ 1) = 1o+ 1) F o (x4 1)?)

On en déduit finalement f(z)=1+ %(x +1)+ %(m +1)2+o((z+1)3).

Une équation de la tangente au graphe de f au point ( — 1, f( — 1)) est donnée

par yzl—i—%(m—i—l). Au voisinage du point (—1, f(—1)), f(z)— (1—1—%(%—#—1)) a

méme signe que 'expression —(z + 1)2.

8
On en déduit qu’au voisinage de (— 1, f(—1)) le graphe de f est au dessus de la tan-

gente en ce point.




