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[. Introduction
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Probleme de transport optimal de Monge dans R”

Soit pg et p; deux mesures de probabilités a support
compacts dans R”.

On appelle application de transport entre 1 et p; toute
application mesurable 7 : R” — R” telle que Tyjo = f1q, C'est
a dire

p1(B) = po(T7Y(B)), VB mesurable C R”.
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Probleme de transport optimal de Monge dans R”

Soit pg et p; deux mesures de probabilités a support
compacts dans R”.

On appelle application de transport entre 1 et p; toute
application mesurable 7 : R” — R” telle que Tyjo = f1q, C'est
a dire

p1(B) = po(T7Y(B)), VB mesurable C R”.

Probleme de Monge (1781) : Etude des applications de
transport T : R” — R” qui minimisent le colit de transport

| T(x) = x| dpo(x)-

Rn
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Rappels de géométrie riemannienne

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte connexe de
dimension n > 2 et d, la distance géodésique sur M.
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Rappels de géométrie riemannienne

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte connexe de
dimension n > 2 et d, la distance géodésique sur M.

Pour tout x € M, on appelle exponentielle en x,
I'application définie par

exp, : kM — M
v exp(v) = (1),

ou v, : [0,1] — M est la géodésique partant de x avec vitesse
v. En particulier,

dg (x, exp,(v)) < long, () = v &x(v,v) =[]
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Transport optimal sur les variétés riemanniennes

Soit ¢ : M x M — [0, 00) le coit quadratique défini par
1 2
c(x,y) = Edg(X’Y) Vx,y € M.

Soit g, ;11 deux mesures (boréliennes) de probabilité pg, pi;
sur M.
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Transport optimal sur les variétés riemanniennes

Soit ¢ : M x M — [0, 00) le coit quadratique défini par
1 2
c(x,y) = Edg(x,y) Vx,y € M.

Soit g, ;11 deux mesures (boréliennes) de probabilité pg, pi;
sur M.

Probleme de transport optimal quadratique : Etude des
applications de transport T : M — M (T;uo = p1) qui
minimisent

/M c(x, T(x))dolx).
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Transport optimal sur les variétés riemanniennes

Soit ¢ : M x M — [0, 00) le coit quadratique défini par
1 2
c(x,y) = Edg(x,y) Vx,y € M.

Soit g, ;11 deux mesures (boréliennes) de probabilité pg, pi;
sur M.

Probleme de transport optimal quadratique : Etude des
applications de transport T : M — M (T;uo = p1) qui
minimisent

/M c(x, T(x))dolx).

Existence 7 Unicité ? Régularité ?
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Le théoreme de Brenier-McCann

Théoreme (McCann '01)

Si g est absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue, il existe une unique application de transport
optimale pour le coiit de transport

/M c(x, T(x))dpio(x).

En fait, il existe une fonction semiconvexe 1) : M — R telle
que

T(x) = exp, (VY(x))  po pp x €R™
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La propriété TCP

On dit que la variété riemannienne (M, g) vérifie TCP (pour
Transport Continuity Property) si la propriété suivante est
satisfaite :

Pour toute paire de mesures de probabilité i, 111 associées a
des densités continues strictement positives pg, p1, c'est a
dire

o = povolg,  p1 = prvolg,
I'application de transport optimale entre pi et piq est
continue.
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II. Conditions nécessaires
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Conditions nécessaires

Théoreme (Villani '09, Figalli-R-Villani '10)

Si (M, g) vérifie (TCP), alors les propriétés suivantes sont
satisfaites :

@ tous les domaines d'injectivités sont convexes,

A~ _ 1.2 . .
o le colt c = 5d; est régulier.
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Domaines d'injectivité

Soit x € M fixé. On appelle domaine d’injectivité de x, le
sous-ensemble de T, M défini par

T(x)=dveT M‘ dt > 1 t.q. 74 est I'unique
' X géod. minimisante entre x et exp,(tv) [

C'est un ouvert borné étoilé (par rapport a 0 € T,M) a bord
Lipschitz.
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Domaines d'Injectivité : Exemples...

Tores plats : tous les domaines d'injectivité sont convexes.
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Domaines d'Injectivité : Exemples...

Tores de révolution: les domaines d'injectivité ne sont pas
nécessairement convexes.
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Domaines d'Injectivité : Exemples...

Spheres rondes: tous les domaines d'injectivité sont des boules
(euclidiennes)
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Domaines d'Injectivité : Exemples...

Perturbations C* des sphéres rondes :

Theorem (Figalli-R-Villani '09)

Toute petite déformation de la sphére ronde (S", g°) en
topologie C* a des domaines d'injectivité uniformément
convexes.
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Domaines d'Injectivité : Exemples...

Ellipsoides de révolution (cas oblat):

2
E,: X2+y2+<§) =1 pe(0,1]

Theorem (Bonnard-Caillau-LR '10)

Les domaines d’injectivité d’un ellipsoide de révolution oblat
sont convexes pour tout point si et seulement si le rapport
entre le petit et le grand axe est supérieur ou égal a

1/v/3(=~ 0.58).

Q0O e«
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Conditions nécessaires (rappel)

Théoreme (Villani '09, Figalli-R-Villani '10)

Si (M, g) vérifie (TCP), alors les propriétés suivantes sont
satisfaites :

@ tous les domaines d'injectivités sont convexes,

A~ _ 1.2 . .
o le colt c = 5d; est régulier.
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Colits réguliers

Le colit ¢ = 3d2/2: M x M — R est dit régulier, si pour
tout x € M et tout vo, v; € Z(x), on a

vii=(1—-tw+tnneI(x) Vte]l01],

et

c(X,yr) — clx,ye) >
min(c(x’,yo) —c(x,y), (X', ;1) — C(X,}/l))u

pour tout X’ € M, avec y; := exp, v;.
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Remarque triviale

Remarque

Supposons que tous les domaines d'injectivité de (M, g) sont
convexes. Alors le colit c est régulier si et seulement si pour
tous x,x' € M, la fonction

Fix @ vEZI(x)— c(x,expx(v)) — C(X',eXPx(V))

est quasi-convexe (ses sous-ensembles de niveau sont
toujours convexes).
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Lemme facile

Lemme

Soit U C R" un ouvert convexe et F : U — R de classe C?.
Supposons que pour tout v € U et tout w € R" \ {0} /a
propriété suivante est vérifiée :

(V,F,w) =0 = (V2F w,w) > 0.

Alors F est quasi-convexe.

Ludovic Rifford Sur les variétés TCP



Preuve du lemme

Soit vy, v1 € U fixés.
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Preuve du lemme

Soit vp, v; € U fixés. Soit v; := (1 — t)vp + tvy, pour tout
t €10,1],
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Preuve du lemme

Soit vp, v; € U fixés. Soit v; := (1 — t)vp + tvy, pour tout
t €]0,1], et h:[0,1] — R définie par

h(t) :== F(v;)  Vte]0,1].
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Preuve du lemme

Soit vp, v; € U fixés. Soit v; := (1 — t)vp + tvy, pour tout
t €]0,1], et h:[0,1] — R définie par

h(t) :== F(v;)  Vte]0,1].
Si h £ max{h(0), h(1)}, il existe 7 € (0, 1) tel que

h(7) = max h(t) > max{h(0), h(1)}.

te[0,1]
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Preuve du lemme

Soit vp, v; € U fixés. Soit v; := (1 — t)vp + tvy, pour tout
t €]0,1], et h:[0,1] — R définie par

h(t) :== F(v;)  Vte]0,1].
Si h £ max{h(0), h(1)}, il existe 7 € (0, 1) tel que

h(7) = max h(t) > max{h(0), h(1)}.

te[0,1]
On a

h(r) = (V.. F, i) et h(r)= (V2 Fu,i).
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Preuve du lemme

Soit vp, v; € U fixés. Soit v; := (1 — t)vp + tvy, pour tout
t €]0,1], et h:[0,1] — R définie par

h(t) :== F(v;)  Vte]0,1].
Si h £ max{h(0), h(1)}, il existe 7 € (0, 1) tel que

h(7) = max h(t) > max{h(0), h(1)}.

te[0,1]
On a
h(r) = (V.. F, %) et h(r) = (VZF v, V).

Comme 7 est un maximum local, on obtient une
contradiction. ]
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Exercice 1

Le lemme suivant est faux !!

Lemme faux

Soit U C R"™ un ouvert convexe et F : U — R de classe C2.
Supposons que pour tout v € U et tout w € R" la propriété
suivante est vérifiée :

(V,F,w) =0 = (V2Fw,w) > 0.

Alors F est quasi-convexe.
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Exercice 2

Cependant, le résultat suivant est vrai.

Lemme

Soit U C R" un ouvert convexe et F : U — R de classe C2. Si
il existe une constante C > 0 telle que

(V2ZFw,w) > —C |(V,F,w)||w| Vv e U,Vw € R",

alors F est quasi-convexe.
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Le tenseur de Ma-Trudinger-Wang

Le tenseur MTW noté G est défini par :

d2
oo dt?

3 d°

G(X,v)(§77]) = )

c (exp,(t&), exp, (v + s1)),
t=0

pour tout x € M, v € Z(x), et {,n € T, M.

Ludovic Rifford Sur les variétés TCP



Le tenseur de Ma-Trudinger-Wang

Le tenseur MTW noté G est défini par :

d2
oo dt?

3 d°

6(x,v)(gy 7]) = _5 @ c (expx(t§)7 eXpX(V + 577)) )

t=0

pour tout x € M, v € Z(x), et {,n € T, M.

Proposition (Villani '09, Figalli-R-Villani '10)

Supposons que tous les domaines d'injectivité de (M, g) sont
convexes. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

~ 1.2 . .
o Le colt c = 5d; est régulier.

o Le tenseur MTW est > 0, c'est a dire qu’on a pour tout
x€M,vel(x) et&ne T M,

(€,mMx=0 = S&(&n) >0. /
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Conditions nécessaires

Théoreme (Villani '09, Figalli-R-Villani "10)

Si (M, g) vérifie (TCP), les propriétés suivantes sont
satisfaites :

@ tous les domaines d'injectivité sont convexes,

@ le colit c est régulier,

o le tenseur © est > 0.
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Conditions nécessaires

Théoreme (Villani '09, Figalli-R-Villani "10)

Si (M, g) vérifie (TCP), les propriétés suivantes sont
satisfaites :
@ tous les domaines d'injectivité sont convexes,

@ le colit c est régulier,

o le tenseur © est > 0.

Par une observation diie a Loeper, pour tout x € M et toute
paire de vecteurs unitaires tangents orthogonaux &, € T, M,
on a

6(><,0)(f>77) = UX('D)v

ou P est le plan engendré par £ et 1, et o,(P) est la courbure
sectionelle de M par rapport a P. On a par conséquent :

TCP — o > 0.



[1l. Conditions suffisantes
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Conditions suffisantes

Théoreme (Figalli-R-Villani '10)

Supposons que (M, g) satisfait les propriétés suivantes :
@ tous les domaines d’injectivités sont strictement convexes,

o le tenseur MTW est > 0, c'est a dire que pour tout
x€eM,vellx) eté&ne T,M\ {0}, ona

EMx =0 = S(xv)(&n) > 0.

Alors (M, g) vérifie TCP.
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Charactérisation de TCP sur les surfaces

Théoreme (Figalli-R-Villani '10)

Une surface (M, g) satisfait (TCP) si et seulement si les deux
propriétés suivantes sont vérifiées :

@ tous les domaines d'injectivités sont convexes,
o /e tenseur MTW est > 0.
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IV. Exemples
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Le tore plat

Le tenseur MTW sur le tore plat (T7, g°) vérifie

S =0 Vx € T",Vv € Z(x)

Théoreme (Cordero-Erausquin '99)
Le tore plat (T", g°) vérifie TCP.
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Les spheres rondes

Loeper a le premier vérifié que le tenseur MTW de la sphere
ronde (S", g°) satisfait pour tout x € S",v € Z(x) et
&ne TS,

(€mx =0 = Spen(&m) = Il

Théoreme (Loeper '06)
La sphére ronde (S”, go) vérifie TCP.
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Quotients riemanniens

Soit G un groupe discret d'isométries agissant librement et
proprement sur (M, g) acting freely and properly. Alors il
existe sur la variété quotient N = M/G une unique métrique
riemannienne h qui fait de la projection canonique p: M — N
un revément riemannien.

Théoreme (Delanoe-Ge '08)

Si (M, g) vérifie TCP, alors (N = M/G, h) vérifie TCP.

Exemples : (RP”, g°), la bouteille de Klein plate.
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Submersions riemanniennes

On appelle submersion riemannienne de (M, g) vers (N, h)
toute submersion lisse p : M — N telle que pour tout x € M,
la différentielle d,p est une isométrie de H, vers T, )N, ol
H, C TyM est le sous-espace horizontal défini par

H, — {(dx )*1(0)}

€L

Théoreme (Kim-McCann '08)

Si (M, g) vérifie MTW > 0 (resp. > 0), alors (N, h) vérifie
MTW > 0 (resp. > 0).

Exemples : les espaces projectifs complexes (CIP’",gO) (dim
= 2k), les espaces projectifs quaternioniens (HP*, g%) (dim
= 4k).
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Petites déformations de (S?, go)

Sur (S?,8°), le tenseur MTW est donné par

N ER e ——)

sin?(r) sin3(r) 2

2 rn(n) (e )] G

avec x € S%,v € Z(x),r == |[vlx, € = (&1, 8), & = (=&, &).
Théoreme (Figalli-R '09)

Toute petite déformation de la sphére ronde (S?,g°) en
topologie C* vérifie TCP.
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Ellipsoides

L'ellipsoide de révolution (E.) dans R? d’équation

X2
4y 42 =1, withe=029,
€

ne vérifie pas MTW > 0.

Par conséquent, (E.) ne vérifie pas TCP.



Sauts de courbure

La surface faite de deux hémispheres liés par un tube
cylindrique n'a pas un coit régulier.

Donc, il ne vérifie pas TCP.



Petites déformations de (S, go)

Théoreme (Figalli-R-Villani'09)

Toute petite déformation de la sphére ronde (S", go) en
topologie C* vérifie TCP.

On en déduit en particulier que tous les domaines d'injectivité
de petites perturbations C* de (S, g°) sont convexes.
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V. Perspectives
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Théoreme (Conditions nécessaires)

Si (M, g) vérifie (TCP), alors :
@ tous les domaines d'injectivité sont convexes,
@ le tenseur MTW est > 0.

Theorem (Conditions suffisantes)

Si (M, g) satisfait les deux propriétés suivantes :
@ tous les domaines d'injectivité sont strictement convexes,
o le tenseur MTW est > 0,

alors elle vérifie TCP.

A-t-on équivalence ? Plus d'exemples ? Stabilité 7
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