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et une source de motivation importants.
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Introduction

Les pages qui suivent présentent une partie des travaux que j’ai effectués depuis le début
de mes recherches en 1997. Ils ont été menés tout d’abord à l’Institut Girard Desargues (au-
jourd’hui Institut Camille Jordan) de l’université Lyon 1 pendant ma thèse de 1997 à 2000,
puis au département de mathématiques pures et appliquées de l’Université de Padoue de 2000
à 2001, puis à partir de septembre 2001 à l’Institut Girard Desargues en tant que mâıtre de
conférences, et enfin à partir de septembre 2004 au Laboratoire de Mathématiques de l’Univer-
sité d’Orsay. Ces travaux sont regroupés en deux parties, la première traitant du problème de
stabilisation en théorie du contrôle et la seconde de l’étude de certains problèmes de géométrie
sous-riemannienne.

Le premier chapitre de ce mémoire est consacré au problème de stabilisation en théorie du
contrôle. Dans un soucis de clarté, nous avons choisi de nous restreindre au cas des systèmes
commandés affines en la commande et sans dérive ; nous attirons donc l’attention du lecteur
sur le fait que certains des résultats présentés ici restent valides dans des cadres beaucoup plus
généraux. Après avoir fait quelques rappels fondamentaux portant sur les concepts de systèmes
commandés globalement asymptotiquement commandables et de fonctions de Lyapunov, nous
présentons à partir de la quatrième section une partie des résultats que nous avons obtenus dans
les publications suivantes : [1],[3],[6],[7],[12],[15],[19],[20]. Ces résultats mettent en lumière l’im-
portance de la notion de fonction de Lyapunov de commande semi-concave (voire semi-concave
stratifiée) et aboutissent au théorème 9 qui établit l’existence locale d’un feedback stabilisant
répulsif lisse pour des systèmes non-holonomes en dimension 3.

Le second chapitre de ce mémoire est consacré à l’étude de l’application exponentielle et de la
fonction distance en géométrie sous-riemannienne. La première section de ce chapitre est dédiée
à des rappels fondamentaux de géométrie sous-riemannienne. La deuxième section a pour objet
l’étude de l’application exponentielle en géométrie sous-riemannienne, ou plus précisément de
son image ; on y énonce des résultats obtenus en collaboration avec Emmanuel Trélat dans [11].
Enfin, la section 3 porte sur la régularité des sphères riemanniennes et sous-riemanniennes. On
y explique comment un théorème de type Morse-Sard pour certaines fonctions lipschitziennes,
dont la démonstration, donnée dans [10], repose sur des outils de géométrie algébrique réelle,
permet d’aboutir au résultat démontré dans [14].

À la fin de chacun de ces deux chapitres, quelques projets de recherche sont présentés.
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Chapitre 1

Sur le problème de stabilisation en
théorie du contrôle

1.1 Le problème de stabilisation

1.1.1 Systèmes commandés GAC. Donnons-nous une variété M , connexe, de classe C∞,
de dimension n, et un système commandé de la forme,

ẋ = f(x, u) :=
m∑

i=1

uifi(x), (1.1)

où f1, · · · , fm sont des champs de vecteurs de classe C∞ sur M et où la commande (aussi appelée
contrôle) u = (u1, · · · , um) appartient à Bm, la boule unité fermée de Rm. Rappelons que pour
chaque point x ∈M et pour chaque contrôle u(·) ∈ L∞([0,∞), Bm), le système commandé (1.1)
donne lieu à une unique trajectoire maximale x(·) : [0, T ) → M (avec T ∈ R ∪ {∞}), notée
x(·;x, u(·)), solution du problème de Cauchy,

ẋ(t) = f(x(t), u(t)), p.p. t ∈ [0, T ), x(0) = x.

Fixons un point privilégié O ∈ M . Le système commandé (1.1) est dit globalement asymp-
totiquement commandable au point O ∈ M (que nous abrégerons par GAC par la suite) si les
deux propriétés suivantes sont satisfaites :

1. Attractivité : Pour chaque x ∈ M , il existe un contrôle u(·) : R≥0 → Bm tel que la
trajectoire x(·;x, u(·)) de (1.1) tend vers O quand t tend vers l’infini.

2. Stabilité au sens de Lyapunov : Pour chaque voisinage V de O, il existe un voisinage U
de O tel que si x ∈ U alors le contrôle u(·) ci-dessus peut être choisi de manière à avoir
x(t;x, u(·)) ∈ V,∀t ≥ 0.

1.1.2 Exemples. Voici trois exemples simples de systèmes commandés GAC dont nous repar-
lerons par la suite.

Exemple 1 : Dans le plan, le système commandé, appelé ”systèmes des cercles d’Artstein”, défini
par

ẋ = u(x2 − y2)
ẏ = u(2xy), u ∈ [−1, 1],

9



10 CHAPITRE 1. PROBLÈME DE STABILISATION

Fig. 1.1: Système des cercles d’Artstein

est GAC au point (0, 0). En effet, comme le montre la Figure 1.1, pour chaque (x, y) 6= (0, 0)
dans le plan, l’ensemble {u(x2 − y2, 2xy) : u ∈ [−1, 1]} correspond à l’intersection de la boule
unité fermée de R2 et de l’espace tangent en (x, y) au cercle centré sur l’axe des ordonnées et
passant par (x, y) et (0, 0). La propriété ”GAC en (0, 0)” devient donc évidente.

Exemple 2 : Dans R3, le système classiquement appelé ”nonholonomic integrator”, et défini par,

ẋ1 = u1

ẋ2 = u2

ẋ3 = x1u2 − x2u1, u2
1 + u2

2 ≤ 1,

est un exemple célèbre de système commandé GAC en tout point de l’espace.

Exemple 3 : Plus généralement, si les champs de vecteurs f1, · · · , fm satisfont la condition
suivante, appelée condition du rang ou condition de Hörmander,

∀x ∈M, Lie {f1, · · · , fm}(x) = TxM,

alors un résultat classique de Chow-Rashevsky (voir [31] p. 15) implique que tout couple de
points de M peut être relié par une trajectoire du système commandé (1.1). Par conséquent le
système (1.1) est GAC en tout point de la variété.

1.1.3 Énoncé du problème. Étant donné un système commandé du type (1.1) qui est GAC
au point O, le problème de stabilisation consiste à étudier l’existence d’une fonction continue
k(·) : M 7→ Bm, appelée feedback continu, qui rend le système bouclé,

ẋ = f(x, k(x)) =
m∑

i=1

ki(x)fi(x), (1.2)

globalement asymptotiquement stable au point O (abrégé GAS par la suite), c’est à dire tel que
toutes les trajectoires du système bouclé (1.2) convergent asymptotiquement vers O en satisfai-
sant la propriété de stabilité au sens de Lyapunov.

Retour à l’exemple 1 : Ainsi qu’il est démontré dans [57] pp. 561-562, le système commandé
présenté dans l’exemple 1 n’admet pas de feedback stabilisant continu. Pour voir celà, il suffit
de remarquer que chacun des cercles représentés dans la Figure 1 est invariant pour le système
bouclé. De plus, par les deux propriétés d’attractivité et de stabilité au sens de Lyapunov du
système bouclé, il est clair que si on considère un cercle centré sur l’axe des ordonnées stric-
tement positives, alors autour de l’origine, tout feedback continu stabilisant doit prendre des
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valeurs strictement positives (resp. négatives) sur la partie de ce cercle qui se trouve à gauche
(resp. à droite) de l’origine. Par connexité du cercle ; on en déduit qu’un feedback stabilisant
continu devrait avoir un équilibre sur ce cercle invariant, ce qui apporte une contradiction.

Comme nous allons le voir dans la section suivante, de nombreux systèmes GAC, comme
celui de l’exemple 1, n’admettent pas de feedbacks stabilisants continus, même localement. Cette
anomalie a conduit naturellement de nombreux auteurs à considérer d’autres types de feedbacks
stabilisants ; on peut ainsi citer les contributions suivantes : celle de Sussmann, dans [59], qui
définit un type de feedback stabilisant ”discontinu” mais analytique par morceaux ; celle de
Coron, dans [40] (voir aussi [41]), qui s’intéresse aux feedbacks stabilisants non-stationnaires
lisses et périodiques ; celle de Clarke, Ledyaev, Sontag et Subbotin, dans [38], qui introduisent le
concept de ”sampling solutions” associées à des feedbacks stabilisants ”totalement discontinus” ;
ou celle de Ancona et Bressan, dans [25], qui définissent la notion de ”patchy feedback” comme
”recollement” de ”boucles ouvertes lisses stabilisantes”. En ce qui concerne nos résultats, ils
sont dans la lignée de ceux de Clarke, Ledyaev, Sontag et Subbottin, dont la construction
d’un feedback stabilisant discontinu repose sur l’existence d’un certain type de fonction de
Lyapunov. Avant de présenter nos travaux sur le problème de stabilisation et d’en venir à la
notion fondamentale de fonction de Lyapunov de commande semi-concave, on commence par
rappeler quelques résultats préliminaires.

1.2 Résultats préliminaires

1.2.1 Méthode directe de Lyapunov et théorème de Kurzweil. Étant donné un champ
de vecteur continu X sur la variété M qui possède un équilibre en un point O appartenant à
M , on appelle fonction de Lyapunov pour le système dynamique ẋ = X(x) au point O, toute
fonction V : M → R qui vérifie les propriétés suivantes :

(i) V est de classe C1 sur M \ {O} et continue au point O ;
(ii) V ≥ 0, V (x) = 0 ⇐⇒ x = O et V est propre sur M ;
(iii) ∀x ∈M \ {O}, (LgV )x < 0.

La méthode directe de Lyapunov affirme que si le système ẋ = X(x) possède une fonction de
Lyapunov au point O, alors il est GAS au point O. Nos travaux sur le problème de stabilisation
ont en quelque sorte pour point de départ le théorème de Kurzweil (voir [49]) qui affirme que le
résultat ci-dessus admet une réciproque :

Théorème 1 Soit X un champ de vecteur continu sur M . Si le système dynamique ẋ = X(x)
est GAS au point O sur la variété M , alors il admet une fonction de Lyapunov au point O.

Si l’on se place dans le cadre du problème de stabilisation, ce premier théorème nous permet
de faire l’observation suivante : Si le système commandé (1.1) admet un feedback stabilisant
continu k : M → Bm, celà signifie que le système bouclé (1.2) est GAS au point O, ce qui
implique que ce système admet une fonction de Lyapunov au point O. Ainsi, on obtient une
fonction V : M → R qui vérifie les propriétés suivantes :

(i) V est de classe C1 sur M \ {O} et continue au point O ;
(ii) V ≥ 0, V (x) = 0 ⇐⇒ x = O et V est propre sur M ;
(iii) ∀x ∈M \ {O}, il existe u ∈ Bm tel que (Lf(·,u)V )x < 0.
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Une telle fonction est appelée fonction de Lyapunov de commande ”lisse” pour le système
(1.1) au point O.

Retour à l’exemple 1 : Le théorème 1 nous permet de donner une autre preuve de la non-existence
d’un feedback stabilisant continu pour le système commandé donné dans l’exemple 1. Si un tel
feedback existait, alors le système en question admettrait une fonction de Lyapunov de com-
mande à l’origine. Mais sur chacun des cercles décrits dans la Figure 1, une telle fonction aurait
un maximum, c’est à dire un point différent de l’origine où le gradient de V serait orthogonal
au cercle ; ce qui contredit la propriété (iii).

1.2.3 Le théorème d’Artstein. La notion de fonction de Lyapunov de commande ”lisse”
nous permet d’énoncer le premier résultat important de stabilisation :

Théorème 2 Si le système commandé (1.1) admet une fonction de Lyapunov de commande
”lisse” au point O, alors il possède un feedback de classe C∞ qui stabilise (1.1) au point O.

La démonstration de ce théorème (voir [28]) apporte une méthode de construction ”par
sélection (ou section)” de feedbacks stabilisants continus ; elle repose sur un théorème de sélection
dû à Michael (voir [50]). Ce type d’approche est à la base de nos travaux.

1.2.4 Deux obstructions majeures à l’existence de feedbacks stabilisants continus.

1.2.4.1 Une obstruction locale : La condition de Brockett. Comme l’obstruction
dont nous allons parler ici est locale, on peut supposer pour un moment qu’on travaille dans Rn.
Des considérations assez simples de topologies algébriques (voir [56]) permettent de montrer que
si X est un champ de vecteur continu défini sur un voisinage de l’origine tel que le système
ẋ = X(x) est localement GAS à l’origine, alors pour tout ε > 0 suffisament petit, il existe δ > 0
tel que δB ⊂ X(εB) (ici, B désigne la boule unité ouverte de Rn). Dans le cadre du problème
de stabilisation, cette propriété nous permet d’en déduire le résultat suivant :

Si il existe un feedback k : U → Rm (k(O) = 0) tel que le système bouclé (1.2) est localement
GAS en O, alors le résultat ci-dessus s’applique au système ẋ = f(x, k(x)), et donc pour tout
ε > 0 suffisament petit,

∃δ > 0 such that δB ⊂ f(εB,Bm).

Ceci nous donne donc une condition nécessaire, dite condition de Brockett (voir [33]), pour
qu’un système commandé puisse éventuellement admettre un feedback stabilisant continu.

Retour à l’exemple 2 : Le système ”nonholonomic integrator” ne vérifie pas la condition nécessaire
de Brockett. En effet, aucun vecteur de la forme (0, 0, ε) (avec ε ∈ R) n’appartient à l’ensemble
f(x,B2) pour x dans un voisinage de l’origine.

Retour à l’exemple 3 : Plus généralement, si les vecteurs tangents f1(O), · · · , fm(O) de l’exemple
3 sont indépendants dans TOM (avec m < n), alors le système commandé (1.1) ne vérifie pas la
condition de Brockett.

1.2.4.2 Une obstruction globale et structurelle. On sait que si le système (1.1) possède
un feedback stabilisant continu, alors il admet une fonction de Lyapunov de commande ”lisse”.
Cette fonction constitue en fait une fonction de Morse topologique sur M avec un unique point
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critique (pouvant être dégénéré) au point O. Par un résultat classique (voir [51] page 168 et
[32]), si une variété M possède une telle fonction de Morse, alors elle est homéomorphe à Rn.
Par conséquent, pour que le système commandé puisse éventuellement admettre un feedback
stabilisant continu, il faut au moins que M soit homéomorphe à Rn.

1.2.4.3 Conséquences. Les deux obstructions ci-dessus réduisent à néant notre espoir de
construire pour chaque système commandé GAC un feedback stabilisant continu (même loca-
lement). Ceci nous amène donc naturellement à considérer d’autres types de feedbacks stabili-
sants et aussi d’autres type de fonctions de Lyapunov de commande. Dans le but de simplifier
la présentation de nos résultats, on suppose à partir de maintenant que M = Rn ; bien-sûr, tous
les résultats présentés restent vrais sur une variété connexe sans bord de classe C∞.

1.3 Fonctions de Lyapunov de commande semi-concaves

1.4.1 Fonctions semi-concaves. Soit Ω un ouvert de Rn. Une fonction g : Ω → R est dite
semi-concave sur Ω si elle est continue sur Ω, et si pour tout x0 ∈ Ω il existe des constantes
ρ,C > 0 telles que

1
2

(g(x) + g(y))− g

(
x+ y

2

)
≤ C‖x− y‖2, ∀x, y ∈ x0 + ρB.

En d’autres termes, la propriété ci-dessus signifie que la fonction g peut s’écrire localement
comme somme d’une fonction concave et d’une fonction lisse (quadratique) :

g(x) = [g(x)− 4C‖x‖2] + 4C‖x‖2, ∀x ∈ x0 + ρB.

On observe que toute fonction de classe C2 est semi-concave. D’autres types de fonctions semi-
concaves sont également donnés par les exemples suivants : si S est un sous-ensemble fermé Rn,
alors la fonction distance à l’ensemble S est semi-concave sur Rn\S ; si φ1, · · · , φp : Ω → R est une
famille finie de fonctions de classe C2, alors la fonction définie par g(x) := min{φ1(x), · · · , φp(x)}
est semi-concave sur Ω.

On remarque par ailleurs que toute fonction semi-concave est localement lipschitzienne sur
son domaine de définition. Donc d’après le théorème de Rademacher, celà implique qu’elle est
différentiable presque partout sur son domaine. Si g : Ω → R est une fonction semi-concave sur
Ω, on désignera par Dg ⊂ Ω l’ensemble des points où g est différentiable, et par Σ(g) := Ω \Dg

son complémentaire, appelé ensemble singulier de g. De plus, on appellera sous-différentiel limite
de g au point x ∈ Ω l’ensemble compact non-vide défini de la manière suivante :

∂Lg(x) :=
{

lim
k
∇g(xk)|xk → x et xk ∈ Dg

}
.

On fait remarquer que la définition qu’on donne ici peut sembler plutôt correspondre à celle
d’ensemble de gradients atteignables définie dans [34], mais en fait, dans le cas semi-concave,
ces deux notions coincident.

1.4.2 Fonctions de Lyapunov de commande ”non-lisses”. Introduisons maintenant la
notion de fonction de Lyapunov de commande ”non-lisse”. Une fonction continue V : M → R
est dite fonction de Lyapunov de commande ”non-lisse” pour le système commandé (1.1) au
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point O, si elle est définie positive, propre, et si c’est une sur-solution de viscosité de l’équation
de Hamilton-Jacobi suivante :

max
u∈Bm

{−〈f(x, u), DV (x)〉} − V (x) ≥ 0, ∀x ∈M \ {O}.

Sontag a montré dans [55] que tout système GAC admet une fonction de Lyapunov de
commande ”non-lisse”, laissant en suspend l’existence d’une fonction de Lyapunov de commande
”non-lisse” localement lipschitziennne sur M . Dans [3], nous avons résolu cette question, et en
outre démontré l’existence d’une fonction de Lyapunov de commande semi-concave :

Théorème 3 Si le système commandé (1.1) est GAC au point O, alors il admet une fonction
de Lyapunov de commande ”non-lisse” au point O qui est semi-concave sur M \ {O}. Une
telle fonction est appelée fonction de Lyapunov de commande semi-concave au point O pour le
système (1.1).

La réciproque de ce résultat est vraie. De plus, on fait remarquer que lorsqu’une fonction
V : M → R est continue sur M et semi-concave sur M \ {O}, alors c’est une fonction de
Lyapunov de commande semi-concave pour le système (1.1) au point O ssi on a,

min
u∈Bm

〈∇V (x), f(x, u)〉 ≤ −V (x),

pour tout x ∈ DV \ {0}, ou de manière équivalente ssi la propriété suivante est vérifiée :

∀x ∈M \ {O},∀ζ ∈ ∂LV (x), min
u∈Bm

〈∇ζ, f(x, u)〉 ≤ −V (x).

1.4 Feedbacks stabilisants au sens de Carathéodory

Clarke, Ledyaev, Sontag et Subbotin ont démontré dans [38] que tout système commandé
GAC peut être stabilisé par un certain type de feedback discontinu. Voici comment une fonction
de Lyapunov de commande semi-concave (au point O) V peut générer de manière très simple
ce type de feedback stabilisant :

Soit x ∈M : si x = O, alors on pose k(O) := 0 ; sinon, on considère un élément ζ de ∂LV (x),
on choisit un contrôle u ∈ Bm tel que 〈∇ζ, f(x, u)〉 ≤ −V (x), et on pose k(x) := u.

On a montré dans [6] que tout feedback construit de cette manière stabilise le système (1.1)
au point O dans le sens donné par Clarke, Ledyaev, Sontag et Subbotin. En revanche, ce type
de feedback construit ”point par point” n’a aucune raison d’étre continu ; dans le même papier,
on a montré comment la semi-concavité de V peut permettre d’affiner la construction de k et
d’améliorer ses propriétés de stabilisabilité.

Par la suite, on dira qu’un feedback k : M → Bm est stabilisant au sens de Carathéodory si
pour chaque x ∈M , au moins une solution de l’équation différentielle

ẋ(t) = f(x(t), k(x(t)) p.p. t ∈ [0,∞), x(0) = x

existe, et si toutes ses solutions convergent asymptotiquement vers O en satisfaisant la propriété
de stabilité au sens de Lyapunov. Dans cette situation, on dira aussi que le système bouclé (1.2)
est GAS au point O. Le théorème suivant est démontré dans [6] ( on précise que ce résultat fut
initialement démontré par Ancona et Bressan dans [25] sans faire appel à la notion de fonction
de Lyapunov de commande) :
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Théorème 4 Si le système commandé (1.1) est GAC au point O, alors il existe un ensemble
D : subsetM , et un feedback k : M → Rm tel que :

(i) l’ensemble D est ouvert et dense dans M , de plus son complémentaire a une dimension
de Hausdorff inférieure ou égale à n− 1 ;

(i) k est de classe C∞ sur D ;
(ii) le système bouclé (1.2) est GAS pour les solutions de Carathéodory au point O.

Ce résultat repose en partie sur un article de Alberti, Ambrosio et Cannarsa (voir [24]) qui
étudie en détail l’ensemble singulier d’une fonction semi-concave. L’ensemble D du théorème 4
correspond en fait au complémentaire d’un certain sous-ensemble de Σ(V ). Quant au feedback
k, sa construction se fait ”à la Artstein” sur l’ouvert D, alors qu’elle suit la construction ”point
par point” donnée plus haut hors de celui-ci. Ainsi les points de discontinuités de k (que nous
appellerons aussi singularités) correspondent plus ou moins aux points singuliers de la fonction de
Lyapunov V . En fait, comme les propriétés de régularités de l’ensemble singulier d’une fonction
semi-concave mises à jour dans [24] ne sont que très partielles, la construction du feedback
stabilisant que nous venons d’esquisser ici ne nous permet pas de contrôler la dynamique du
système bouclé au voisinage de ses singularités ; tous du moins en dimension supérieure à deux.

1.5 Une classification des singularités sur les surfaces

Dans [7], nous avons montré que lorsque on travaille en dimension deux, la nature des singu-
larités d’un feedback stabilisant donné par le théorème 4 peuvent être décrites très précisément.
Dans ce cas, nous avons remarqué qu’un certain sous-ensemble de l’ensemble singulier d’une
fonction semiconcave peut être stratifié par des sous-variétés lipschitziennes de dimension 1 et
par des points isolés. Ceci nous a permit d’aboutir au résultat suivant (et ainsi de répondre
affirmativement à une conjecture d’Alberto Bressan) :

Théorème 5 Si M est une variété de classe C∞ et de dimension 2, et si le système commandé
(1.1) est GAC au point O ∈M , alors il existe un feedback k : M → Rm qui stabilise le système
au sens de Carathéodory au point O dont les seules singularités possibles sont celles apparaissant
sur la figure 2.

Malheureusement, la stratification naturelle des fonctions semi-concaves qui apparâıt en di-
mension deux ne demeure pas en dimension plus grande. Donc si l’on veut pouvoir contrôler la
dynamique du système bouclé au voisinage de ses singularités, il faut passer par des fonctions
de Lyapunov de commande plus régulières.

1.6 Feedbacks stabilisants de type GAQS

1.5.1 Fonctions de Lyapunov de commande semi-concave stratifiées. Soit g : Ω → R
une fonction semi-concave sur Ω ; pour tout x ∈ Ω, on appelle gradient généralisé de Clarke de g
au point x, noté ∂g(x), l’ensemble convexe compact non-vide défini comme l’enveloppe convexe
de ∂Lg(x). Cette notation permet de voir l’ensemble singulier Σ(g) comme l’ensemble des x ∈ Ω
tels que dim(∂g(x)) ≥ 1 (où la dimension prise ici signifie ”dimension de l’ensemble convexe
∂g(x)), et d’exhiber une partition naturelle de celui-ci. En effet, comme l’ont fait initialement
Alberti, Ambrosio et Cannarsa dans [24] (voir aussi [26]), l’ensemble Σ(g) peut s’écrire comme
l’union de n ensembles disjoints Σk(g) (avec k ∈ {1, · · · , n}) définis par,

Σk(g) := {x ∈ Ω : dim(∂g(x)) = k}.
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Fig. 1.2: Differents types de singularités sur les surfaces

Alberti et ses co-auteurs ont démontré que pour chaque k ∈ {1, · · · , n}, l’ensemble Σk(u) est
Hn−k-rectifiable, c’est à dire qu’il est contenu, modulo un ensemble Hn−k-négligeable, dans une
union dénombrable d’hypersurfaces de classe C1 et de dimension n − k. Ce type de régularité
très partielle ne nous permet pas vraiment de contrôler la construction de nos feedbacks stabili-
sants ; ceci nous force donc à considérer des fonctions de Lyapunov de commande semi-concave
plus régulières, c’est à dire dont on contrôle mieux l’ensemble singulier. Dans ce but, nous avons
introduit dans [12] la notion de fonction de Lyapunov de commande semi-concave stratifiée.

La fonction semi-concave g : Ω → R est dite semi-concave stratifiée sur Ω si les conditions
suivantes sont satisfaites :

(i) l’ensemble Σ(g) est une stratification de Whitney stratification (voir [12] ou [43]) dont
les feuilles de dimension n− k sont exactement les composantes connexes de Σk(g) ;

(ii) pour chaque feuille S de Σ(g), l’ensemble S est une sous-variété à bord de classe C∞ de
Ω ;

(iii) pour chaque feuille S de Σ(g), la fonction g est de classe C∞ sur S ;
(iv) pour chaque x ∈ Σk(g), l’ensemble ∂g(x) est un ensemble compact convexe de dimen-

sion k ayant exactement k + 1 points extrémaux ζ1(x), · · · , ζk+1(x). De plus, chacunes
des applications ζ1(·), · · · , ζk+1(·) est de classe C∞ sur Σk(g), et peut être étendu en une
application C∞ sur l’adhérence de chaque feuille de Σk(g).

Le premier exemple de fonction semi-concave stratifiée est donné par un minimum de fonc-
tions affines. En effet, si (hi)i∈I désigne une famille finie de fonctions affines sur Rn, alors la
fonction u : Rn → R définie par,

u := min
i∈I

{hi},

est une fonction semi-concave stratifiée sur Rn qui vérifie en outre les propriétés suivantes :
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(i) pour chaque k ∈ {1, · · · , n}, l’ensemble Σk(u) une union disjointe de polyhèdres convexes
ouverts de dimension n− k ;

(ii) pour chaque k ∈ {1, · · · , n}, l’application multi-valuée x 7→ ∂u(x) = ∂Pu(x) est constante
sur chacune des composantes connexes de Σk(u).

Dans [12], par des techniques de transversalité, nous avons montré que chaque fonction semi-
concave sur un ouvert peut être approximée globalement par une fonction semi-concave stratifiée
de telle manière que les sous-différentiels limite des deux fonctions restent proches. Ceci nous a
permis de démontrer le résultat suivant :

Théorème 6 Si le système commandé (1.1) est GAC au point O, alors il admet une fonction
de Lyapunov de commande au point O stratifiée sur M \ {O}.

Ce théorème est l’élément crucial dans la construction de ce que l’on a appelé les feedbacks
globalement asymptotiquement quasi stabilisants, que l’on abrègera GAQS dans la suite.

1.5.2 Feedbacks globalement asymptotiquement quasi-stabilisants. Un système dy-
namique ẋ = X(x) de classe C∞ est dit globalement asymptotiquement quasi stable, ou GAQS,
au point O si les deux propriétés suivantes sont satisfaites (nous précisons que cette propriété
fut introduite par Rantzer dans [54]) :

1. Quasi attractivité : Pour presque chaque x ∈ M au sens de Lebesgue, la solution de
ẋ = X(x) telle que x(0) = x tend vers O quand t tend vers l’infini.

2. Stabilité au sens de Lyapunov : Pour chaque voisinage V de O, il existe un voisinage U de
O tel que si x ∈ U alors la solution de ẋ = X(x) commençant en x satisfait x(t) ∈ V,∀t ≥ 0.

Le type de fonction de Lyapunov de commande semi-concave très régulière fourni par le
théorème 6 nous permet de complètement contrôler la construction d’un feedback stabilisant
au sens de Carathéodory. Ceci nous donne en particulier la possibilité de stratifier l’ensemble
singulier de ce feedback, et même de le scinder en parties stables et parties répulsives. Ce genre
de considérations nous amène au résultat suivant :

Théorème 7 Si le système commandé (1.1) est GAC au point O, alors il existe un feedback
k : M → Rm qui est continu sur M , de classe C∞ sur M \O, et tel que le système bouclé (1.2)
est GAQS au point O.

Ce théorème, satisfaisant du point de vue de la régularité du feedback, ne stabilise pas tous
les points de la variété. De plus, l’ensemble des points qui ne sont pas stabilisés n’a pas forcément
de bonnes propriétés de répulsivité. En fait, l’étude de nombreux systèmes GAC suggère qu’il
est souvent possible de construire des feedbacks stabilisants qui stabilisent tous les points de M
et avec de très bonnes propriétés de régularité.

1.7 Feedbacks stabilisants répulsifs lisses

1.6.1 Définition. Un feedback k : M → Rm sera dit stabilisant répulsif lisse au point O
(abrégé SRL) si les propriétés suivantes sont satisfaites :

1. Il existe un ensemble S ⊂M fermé et de mesure nulle ;
2. le feedback k est de classe C∞ sur l’ouvert M \ S ;
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3. le système bouclé (1.2) est GAS au sens de Carathéodory au point O ;
4. pour tout t > 0, les trajectoires du système bouclé n’appartiennent pas à l’ensemble S.

Nous précisons immédiatement que tous les systèmes commandés GAC du type (1.1) n’ad-
mettent pas forcément de feedbacks SRL. Ainsi il n’est pas difficile de construire des systèmes
GAC du plan qui ne possèdent pas de tels feedback. En revanche, il semble que de nombreux
systèmes non–holonomes en possèdent. Par exemple, nous avons démontré dans [18] que c’est
toujours le cas en dimension deux. Ce qui revient à dire que si M est une variété connexe de
classe C∞ et de dimension deux, alors tout système vérifiant la condition de Hörmander sur
M (voir l’exemple 3) possède un feedback stabilisant au sens de Carathéodory dont les seules
singularités sont celles apparaissant sur la figure 2 sauf les points dits ”de bifurcation” (en bas à
droite de la figure). Nous avons montré par ailleurs que des feedbacks SRL existent sous certaines
hypothèses dans le cas sous-riemannien, et également de manière locale en dimension trois.

1.6.2 Stabilisation des distributions non-holonomes. Dans [20], nous avons montré que
lorsqu’une hypothèse classique de géométrie sous-riemannienne est vérifiée, alors il est possible
de construire des feedbacks de type SRL. Ce travail étant fait dans le cadre sous-riemannien, les
systèmes commandés deviennent donc ici des distributions sur M et les feedbacks des sections ;
nous renvoyons le lecteur au second chapitre de ce mémoire pour les définitions des différents
concepts utilisés ici. Voici donc le premier résultat démontré dans [20] :

Théorème 8 Soit M une variété connexe, compacte sans bord, de classe C∞, de dimension n,
soit ∆ une distribution non-holonome (c’est à dire satisfaisant la condition du rang) sur M de
rang m ≤ n, et soit x̄ un point fixé sur M . Si il existe une métrique sous-riemannienne g sur
∆ pour laquelle il n’existe pas de courbe minimisante singulière, alors il existe une section de ∆
de type SRL.

Ce théorème se base sur des résultats successifs de Strichartz (voir [58]), Ge (voir [42]), Agra-
chev (voir [22]) ou Trélat (voir [61]). Nous remarquons que l’hypothèse faite sur la distribution ∆
dans l’énoncé du théorème 8 est vérifiée génériquement pour des distributions de rang supérieur
ou égal à trois dans Rn (pour n ≥ 3) (voir [35]) ; celà signifie en particulier que ce résultat
s’applique pour ”la plupart” des distributions de rang supérieur à trois.

1.6.3 Un résultat local en dimension trois. En combinant notre classification des singu-
larités sur les surfaces obtenue dans [7] à des techniques d’homogénéisation déjà utilisées dans
le cadre ”lisse” (voir par exemple les travaux de Hermes dans [44] et [45]), on a pu démontrer le
résultat suivant :

Théorème 9 Si M = R3 et si le système commandé (1.1) vérifie la condition de Hörmander à
l’origine,

Lie {f1, · · · , fm}(0) = R3,

alors il existe un feedback SRL dans un voisinage de l’origine.

Comme on l’a dit, la démonstration de ce théorème repose fortement, via une technique
d’homogénéisation des systèmes non-holonomes, sur des résultats spécifiques à la dimension
deux, tels que notre théorème de classification et le théorème de Poincaré-Bendixon. Elle ne
s’adapte donc pas pour montrer le même type de résultat en dimension supérieure.
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1.8 Extensions et projets de recherche

Un projet de recherche naturel est de chercher à supprimer l’hypothèse de non-existence de
courbe minimisante singulière dans le théorème 8. Ce problème pose directement la question de
la présence éventuelle de telles minimisantes. Comme nous l’avons dit plus haut, par des travaux
de Chitour, Jean et Trélat (voir [35], voir aussi [23]), génériquement (sur le couple (∆, g)), les
distributions de rang supérieur ou égal à trois n’admettent pas de singulières minimisantes. Par
ailleurs, à coté de celà, il existe de nombreux systèmes qui, quelque soit la métrique considérée,
possèderont toujours des singulières minimisantes (voir par exemple [52] ou [60]). Il faudrait
développer une méthode qui permette aussi de stabiliser correctement de tels systèmes et donc
de passer outre la présence de singulières minimisantes. Il serait également intéressant de voir si
ces mêmes techniques pourraient permettre d’étendre le théorème 9 en dimension supérieure à
trois.





Chapitre 2

À propos de l’exponentielle et de la
distance sous-riemanniennes

2.1 Préliminaires

Pour tout complément sur les notions introduites dans ces préliminaires, on renvoie le lecteur
aux deux textes [48] et [53].

2.1.1 Structures sous-riemanniennes. Soit M une variété connexe de classe C∞ et de
dimension n. Une structure sous-riemannienne sur M correspond à la donnée d’un couple (∆, g),
où ∆ est une distribution satisfaisant la condition du rang, et où g est une métrique riemannienne
sur ∆. On rappelle qu’une distribution sur M est un sous-fibré vectoriel de classe C∞ de TM ,
et que celle-ci satisfait la condition du rang si, pour tout x ∈M ,

Lie(∆)[x] = TxM.

D’autre part, une métrique riemannienne g sur ∆ correspond à la donnée d’une fonction de
classe C∞, g : ∆ → R, dont la restriction à chaque fibre de ∆ est une forme quadratique définie
positive.

2.1.2 Courbes horizontales. Une courbe horizontale (sur [0, 1]) est une courbe absolument
continue γ : [0, 1] → M telle que pour presque tout t ∈ [0, 1], γ̇(t) ∈ ∆[γ(t)]. Pour chaque point
x0 fixé dans M , l’ensemble des courbes horizontales γ valant x0 pour t = 0 et dont la norme L2,
définie par,

‖γ‖g,x0
2 :=

√∫ 1

0
g(γ̇, γ̇)dt

est finie, est une variété hilbertienne de classe C∞ ; on la note Ωx0 .

2.1.3 L’application entrée-sortie. Pour chaque x0 ∈M , on appelle application entrée-sortie
au point x0 et en temps 1, l’application définie par :

Ex0,1 : Ωx0 −→ M
γ 7−→ γ(1).

Cette application est de classe C∞ sur Ωx0 muni de la norme ‖ · ‖g,x0
2 . Le célèbre théorème de

Chow-Rashevsky (voir [31] p. 15) peut s’énoncer de la manière suivante :

21
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Théorème 10 Si ∆ est une distribution satisfaisant la condition du rang, alors pour tout x0 ∈
M , l’application Ex0,1 est ouverte.

Il n’est pas difficile de déduire de ce résultat que si la distribution ∆ satisfait la condition du
rang, alors pour tout couple de points (x0, x1) dans M , il existe une courbe γ ∈ Ωx0 telle que
γ(0) = x0 et γ(1) = x1. Dans la suite, une courbe γ ∈ Ωx0 sera dite singulière s’il s’agit d’un
point critique de l’application entrée-sortie Ex0,1, c’est à dire si l’application linéaire TγE

x0,1 :
TγΩx0 → Tγ(1)M n’est pas surjective.

2.1.4 La distance sous-riemannienne. La longueur d’une courbe γ ∈ Ωx0 est donnée par

longSR(γ) :=
∫ 1

0

√
g(γ̇(t), γ̇(t))dt (≤ ‖γ‖g,x0

2 <∞).

Pour tout couple de points (x0, x1) dans M , on définit la distance sous-riemannienne de x0 à x1

comme étant l’infimum des longueurs des courbes horizontales appartenant à Ωx0 et valant x1

pour t = 1 ; on la note dSR(x0, x1). D’après le théorème de Chow-Rashevsky, si la distribution ∆
satisfait la condition du rang, alors la distance est bien-définie et est continue sur M ×M . Dans
ce cas, la topologie définie par la distance sous-riemannienne sur M coincide avec la topologie
de départ sur M . De plus, si M munie de cette distance définit un espace complet, alors pour
tout couple de points (x0, x1) dans M il existe une courbe γ ∈ Ωx0 reliant x0 à x1 telle que
longSR(γ) = dSR(x0, x1) ; une telle courbe est dite minimisante.

2.1.5 Courbes minimisantes et géodésiques. En fait, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz,
les courbes minimisantes paramétrées par la longueur sont exactement les courbes qui mini-
misent la norme L2. Donc si, pour tout couple de points (x0, x1) dans M , on désigne par
eSR(x0, x1) l’infimum des carrés des normes L2 des courbes horizontales reliant x0 et x1, on
a dSR(·, ·) =

√
eSR(·, ·). Le calcul des variations montre qu’il existe deux classes de courbes mi-

nimisant l’énergie, c’est à dire le carré de la norme L2. La première, la plus commune, généralise
le cas riemannien : ce sont les courbes qui sont projections de trajectoires du champ hamiltonien−→
H de H := 1

2g
∗ pour la structure symplectique canonique sur T ∗M (où g∗ est la cométrique de

g). La deuxième classe, plus subtile, n’a été découverte que récemment par Montgomery (voir
[52]) ; il s’agit des courbes minimisantes qui sont projections de courbes caractéristiques conte-
nues dans ∆⊥ \ {0}. Ces dernières étant définies comme étant les courbes absolument continues
ψ : [0, 1] → ∆⊥ vérifiant ψ̇(t) ∈ kerω̄(ψ(t))) pour presque tout t ∈ [0, 1], où ω̄ désigne la res-
triction de la forme symplectique canonique ω sur T ∗M à l’annihilateur de ∆ noté ∆⊥. Cette
caractérisation permet en fait de démontrer que la deuxième classe correspond aux courbes mi-
nimisantes γ ∈ Ωx0 qui sont singulières pour Ex0,1. On remarque par ailleurs que l’intersection
des deux classes de courbes minimisantes n’est pas vide : une courbe minimisante γ ∈ Ωx0 peut
très bien être singulière tout en ayant un relèvement ψ : [0, 1] → T ∗M qui correspond à une
trajectoire de

−→
H .

2.1.6 L’application exponentielle. Fixons x0 dans M . Il existe un sous-ensemble ouvert
maximal U de T ∗x0

M tel que pour tout (x0, p0) ∈ U , la trajectoire ψp0 (unique) du champ
hamiltonien

−→
H commençant en (x0, p0) est défini sur l’intervalle [0, 1]. L’exponentielle au point

x0 associée à notre structure sous-riemannienne est l’application de classe C∞ définie de la
manière suivante :

expx0
: U −→ M
p0 7−→ π∗ (ψp0(1)) ,
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où π∗ désigne la projection canonique de T ∗M sur M . Dans la suite, nous dirons qu’un point
x appartenant à M est conjugué à x0 si il existe p0 ∈ U tel que expx0

(p0) = x et tel que la
différentielle de expx0

en p0 est singulière. Par ailleurs, on remarque que si on suppose que pour
tout x dans M , aucune courbe minimisante reliant x0 à x n’est singulière, alors on a :

∀x ∈M, dSR(x0, x) = min {‖γx0‖
g,x0
2 pour p0 ∈ U} .

2.2 Sur l’image de l’exponentielle sous-riemannienne

Fixons un point x0 dans M et notons par, dx0
SR := dSR(x0, ·) : M → R, la fonction distance

au point x0 dans M . La fonction dx0
SR étant continue sur M , elle admet sur un sous-ensemble

dense de M des sous-différentiels proximaux non-vides (nous renvoyons le lecteur au texte [39]
pour une étude détaillée des sous-différentiels proximaux et limite). Dans un article écrit en
collaboration avec Emmanuel Trélat (voir [11]), nous avons montré que l’existence d’un sous-
gradient proximal en un point x de M implique l’unicité d’une courbe minimisante reliant x0

à x, et l’existence d’une courbe minimisante dite ”normale”. Ceci nous a conduit au résultat
suivant :

Théorème 11 Il existe un ensemble N1 dense dans M tel que pour tout point x ∈ N1, il existe
une unique courbe minimisante joignant x0 à x ; de plus cette courbe admet un relèvement qui
correspond à une trajectoire de

−→
H . En particulier, l’image expq0

(U) de l’application exponentielle
est dense dans M .

Ensuite, des considérations de théorie de la mesure nous ont permis de montrer que le sous-
différentiel limite de la fonction dx0

SR est non-vide sur un ensemble de mesure pleine dans M , ce
qui conduit cette fois au résultat suivant :

Théorème 12 Si la distribution ∆ est de co-rang 1, alors il existe un sous-ensemble N2 de
M , dont le complémentaire dans M est de mesure de Lebesgue nulle, tel que pour tout x ∈ N2,
il existe une courbe minimisante joignant x0 à x qui admet un relèvement correspondant à
une trajectoire de

−→
H . De plus cette trajectoire est non-singulière, et x n’est pas conjugué à

x0. En particulier, l’ensemble expx0
(U) est de mesure de Lebesgue pleine dans M , c’est à dire

µ(M \ expx0
(U)) = 0.

Dans le cadre analytique réel, ce théorème permet de retrouver une des conséquences des
travaux de Agrachev et Sarychev qui affirme que toute courbe minimisante singulière sans aucun
relèvement correspondant à une trajectoire de

−→
H est de Goh. Pour plus de détail sur ce résultat,

nous renvoyons le lecteur à [27].

2.3 À propos des sphères riemanniennes et sous-riemanniennes

2.3.1 Gradients généralisés de Clarke. Soit f : M → R une fonction localement lip-
schitzienne sur M . D’après le théorème de Rademacher une telle fonction est presque partout
différentiable sur M ; notons Df l’ensemble des points de M où f est différentiable. Pour tout
x ∈ M , le gradient généralisé de Clarke de f au point x, introduit dans [36] et [37], et noté
∂f(x), est défini de la manière suivante :

∂f(x) := conv
{

lim
x′→x

Tx′f où x′ ∈ Df

}
.
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Par construction, pour tout x ∈ M , l’ensemble ∂f(x) est un sous-ensemble convexe compact
non-vide de T ∗xM . On appelle point critique de f tout point x de M tel que 0 ∈ ∂f(x) et on note
Cf l’ensemble des points critiques de f dans M . D’après le théorème des fonctions implicites
“non-lisse”, si x n’est pas un point critique de f alors l’ensemble des points x′ appartenant à M
tels que f(x′) = f(x) est localement une hypersurface lipschizienne de M . On renvoie le lecteur
au livre [39] pour une étude détaillee du gradient généralisé de Clarke.

Pour finir, nous dirons que f : M → R localement lipschitzienne vérifie le théorème de Sard
si l’ensemble f(Cf ) est de mesure nulle dans R.

2.3.2 Un théorème de Sard pour certains types de fonctions lipschitziennes. Par
des considérations de géométrie algébrique réelle inspirées par les travaux de Yomdin (voir [62]
et [63]), nous avons démontré dans [10] le résultat suivant :

Théorème 13 Soit U un ouvert de Rn, N une variété compacte de classe Ck et de dimension
d, et φ : U×N → R une fonction de classe Ck. Si k > 2n+2d(n+1), alors la fonction f : U → R
définie par,

∀x ∈ U , f(x) := min
q∈N

{φ(x, q)} ,

vérifie le théorème de Sard.

Comme nous l’avons dit, la preuve de ce théorème se base sur des résultats algébriques, mais
aussi fortement sur le fait que lorsqu’une fonction localement lipschitzienne, comme f , est définie
comme le minimum de fonctions lisses sur un ensemble compact, alors son gradient généralisé
peut s’écrire de la manière suivante :

∀x ∈ U , ∂f(x) = conv {∇xφ(x, q)|q ∈ argmin(f(x))} ,

où ∇xφ(x, q) désigne la différentielle de φ par rapport à x et argmin(f(x)) désigne l’ensemble des
q appartenant à N tels que f(x) = φ(x, q). Par ailleurs, nous faisons remarquer que le théorème
13 conduit sans problème au résultat suivant :

Corollaire 1 Soit V (resp. W) un ouvert de RN (resp. de Rn). Soit f : V → W une submersion
de classe C∞ et g : V → R de classe C∞. Soit Φ : W → R définie par

∀x ∈ W, Φ(x) := inf {g(v) avec v ∈ V tel que f(v) = x} .

Si pour tout x ∈ W il existe un voisinage Wx de x (dans W) et un compact Kx de V tel que
pour tout x′ ∈ Wx l’infimum dans la définition de Φ(x′) est atteint sur Kx, alors l’application
Φ est localement lipschitzienne sur W et vérifie le théorème de Sard.

2.3.3 Sur la régularité des sphères sous-riemanniennes. Dans [14], nous avons montré
comment le théorème 13 permet d’obtenir le résultat suivant :

Théorème 14 Soit M une variété connexe C∞ de dimension n munie d’une structure sous-
riemannienne (∆, g) pour laquelle elle est complète, et x0 un point fixé dans M . Si aucune
courbe minimisante issue de x0 n’est singulière, alors la fonction dx0

SR(·) : M → R est localement
lipschitzienne sur M \ {x0} et vérifie le théorème de Sard.

La preuve du théorème ci-dessus repose sur le fait que, comme nous l’avions remarqué dans la
section 2.1.6, lorsqu’aucune courbe minimisante reliant x0 aux points de M n’est singulière, alors
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la fonction distance sous-riemannienne au point x0 peut s’exprimer pour tout x appartenant à
M de la manière suivante :

dSR(x0, x) = min {‖γx0‖
g,x0
2 pour p0 ∈ U} .

Ce fait, combiné avec la compacité de l’ensemble des p0 dans U pour lequel le minimum est
atteint et le corollaire 1 permettent de conclure.

Si en se plaçant sous les hypothèses du théorème 14, on pose R := maxx∈M

{
dx0

SR(x)
}
, et si

on définit pour tout r ∈ [0, R] la sphère centrée en x0 de rayon r par,

SSR(x0, r) := {x ∈M tel que dSR(q0, q) = r} ,

alors le théorème des fonctions implicites cité plus haut nous conduit au résultat suivant :

Corollaire 2 Sous les hypothèses du théorème 14, pour presque tout r ∈ [0, R], la sphère sous-
riemannienne SSR(x0, r) est une hypersurface lipschitzienne de M .

En fait, Baryshnikov a demontré (sous des hypothèses un peu plus fortes) dans [29] que les
petites sphères sous-riemaniennes sont homéomorphes à la sphere euclidienne de dimension n.

2.3.4 Le cas riemannien. Itoh et Tanaka ont démontré dans [46] que si on se place sur une
variété riemannienne M de dimension ≤ 4 et si on considère une sous-variété N de celle-ci, alors
la fonction distance à N satisfait au théorème de Sard (toutes les variétés considérées étant
lisses) ; le cas de dimension ≥ 5 restant ouvert. Le théorème 13 énoncé plus haut nous a permis
de montrer dans [10] que le résultat de Itoh et Tanaka est en fait vrai en toute dimension.

Théorème 15 Soit N une sous-variété compacte sans bord de classe C∞ d’une variété rie-
manienne M complète et de classe C∞. Alors l’ensemble des valeurs critiques de la fonction
distance à N est de mesure de Lebesgue nulle.

Comme on peut l’imaginer, ce résultat peut s’affiner dans le cas d’une variété et d’une sous-
variété de classe Ck.

2.4 Extensions et projets de recherche

Un des problèmes majeurs de la géométrie sous-riemannienne est la conjecture dite de Sard.
Celle-ci affirme que pour tout point x0 sur la variété M , l’application entrée-sortie Ex0,1 doit
vérifier le théorème de Sard, c’est à dire que l’ensemble de ses valeurs singulières doit être de
mesure de Lebesgue nulle dans M . Comme on l’a dit dans les préliminaires, l’application entrée-
sortie est une application de classe C∞, définie sur une variété hilbertienne, et à valeurs dans M .
Or il existe de nombreux exemples de fonctions de classes C∞ (voir [47], et aussi [30] pour un
contre-exemple “polynomial”) de L2 dans R qui ne vérifient pas le théorème de Sard. Celà vou-
drait donc signifier que l’application entrée-sortie devrait avoir des spécificités telles, que dans
son cas particulier, le théorème de Sard pourrait être vérifié. Un premier pas vers la conjecture
de Sard serait de chercher à étendre le théorème 12 au cas de distribution de rang quelconque,
et donc d’étudier de très près les sous-gradients proximaux et limites de la fonction distance.
En cas de succès, celà produirait un résultat du type ”conjecture de Sard” pour les singulières
minimisantes.
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Un autre problème intéressant de géométrie sous-riemannienne est celui-ci qui concerne la
topologie des petites sphères. Comme on l’a dit plus haut, Baryshnikov a démontré que, sous des
hypothèses très fortes, les petites sphères sous-riemanniennes sont homéomorphes aux sphères
euclidiennes. En fait, on fait remarquer que notre corollaire 2 semble même indiquer que celles-ci
sont mêmes bi-lipschitz homéomorphes aux sphères euclidiennes. Il serait intéressant de voir si
une étude détaillée de la fonction distance comme solution de viscosité d’une certaine équation
de Hamilton-Jacobi permet d’obtenir des résultats sur la topologie des sphères.
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Thèse de doctorat
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