








Rapport sur le mémoire présenté par

Pierre JAMMES

en vue de l’habilitation à diriger des recherches

Ce mémoire d’habilitation est constitué d’un ensemble de travaux re-
levant de plusieurs thématiques de géométrie spectrale des variétés rie-
manniennes compactes. L’opérateur de Hodge-de Rham ∆p agissant sur les
formes différentielles de degré p est un objet central d’étude. Les principales
questions étudiées pour cet opérateur sont :

– l’existence de “petites valeurs propres” et l’exploration des situations
géométriques pouvant y donner lieu ;

– les questions de multiplicité et de prescription d’une partie finie du
spectre ;

– les bornes conformes sur le spectre.

Dans un travail récent, Pierre Jammes s’est également intéressé au théorème
de la masse positive et en a donné une preuve à la Ammann-Humbert sur
les variétés de dimension paire qui utilise le laplacien de Hodge-de Rham en
degré médian en lieu et place de l’opérateur de Dirac.

Petites valeurs propres

Il s’agit de comprendre si des contraintes géométriques sont oui ou non
compatibles avec l’existence de valeurs propres non nulles arbitrairement
proches de zéro. L’approche de ce problème consiste à chercher sur une
variété différentiable compacte donnée M , une famille à un paramètre de
métriques gε vérifiant lesdites contraintes géométriques et telle que λp,k(gε)
tend vers zéro avec ε. Dans tout ce rapport, nous noterons λp,k(g) la k-
ème valeur propre non nulle de l’opérateur de Hodge-de Rham associé à la
métrique g, agissant sur les formes différentielles de degré p.

Ce problème est bien compris dans le cas p = 0, i.e. celui du laplacien
sur les fonctions, depuis les travaux de Cheeger et de Buser. L’existence de
petites valeurs propres est essentiellement liée à la possibilité de partition-
ner la variété M en deux domaines dont le périmètre commun est faible
relativement au volume de chacun d’eux. Par ailleurs, il n’existe pas de pe-
tites valeurs propres sous les contraintes de courbure de Ricci minorée et de
diamètre majoré.

La situation est beaucoup moins claire en degré supérieur. Colbois et
Courtois ont montré d’une part que, contrairement au cas p = 0, l’existence
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de petites valeurs propres peut avoir lieu à diamètre et courbure sectionnelle
bornés, et, d’autre part, que ce phénomène ne peut se produire que si le rayon
d’injectivité tend vers zéro, c’est à dire lorsqu’il y a effondrement.

La question qui se pose alors naturellement est celle de la réciproque :
quels sont les effondrements qui donnent lieu à de petites valeurs propres ?

Les premiers travaux de Pierre Jammes apportent des réponses signifi-
catives à cette question. Faisant suite à des résultats de Colbois-Courtois
et de Lott qui montrent l’influence de la cohomologie de l’espace limite de
l’effondrement sur l’existence et le nombre de petites valeurs propres, les
travaux de Jammes mettent en évidence le rôle joué par la géométrie de
l’effondrement. Il considère d’abord le cas d’un fibré en tores qui s’effondre
sur sa base à diamètre et courbure bornés et montre que différentes situa-
tions peuvent se produire en fonction de la géométrie de l’effondrement. Plus
récemment, il a étudié le cas d’un effondrement adiabatique (M, gε) associé
à un flot riemannien F sur (M, g), i.e. gε = gV ⊕ ε2gH . Il montre que l’exis-
tence de petites valeurs propres est déterminée par la cohomologie basique
H∗(M/F). Plus précisément, le nombre de petites valeurs propres est donné
par la formule

mp = dimHp(M/F) + dimHn−p(M/F)− bp(M).

Une particularité importante de ce résultat est que, par comparaison au cas
des fibrés en cercles étudié par Colbois et Courtois, ce n’est pas la cohomo-
logie de l’espace limite qui donne lieu aux petites valeurs propres, mais celle
de la structure transverse du flot. Une conséquence de ce lien entre petites
valeurs propres et cohomologie basique est un critère spectral pour la nullité
de la classe d’Alvarez et la non nullité de la classe d’Euler du flot.

Le fait qu’à courbure et diamètre bornés, le rayon d’injectivité tende
vers zéro avec la première valeur propre non nulle, suggère la possibilité de
minorer cette valeur propre en fonction du rayon d’injectivité, en plus de
la courbure et du diamètre. C’est ce que Chanillo et Trèves ont tenté de
démontrer en publiant un résultat dont la preuve s’est avéré incorrecte. En
fait, Jammes démontre même que le résultat tel que énoncé par Chanillo
et trèves n’est pas vraie en général. Pour cela il construit pour tout entier
k ≥ 1 et toute variété compacte N telle que b2(N) ≥ k, un fibré (M, gε)
en tores T k au dessus de N qui s’effondre sur sa base et tel que λ1,1(gε) et
λ2,1(gε) tendent vers zéro plus vite que inj(gε)2k.

Par ailleurs, P. Jammes obtient pour une classe de variétés à diamètre
et courbure bornés, une minoration du λ1,1 par le carré du volume, ce qui
entrâıne une minoration par le rayon d’injectivité. Ce résultat rend plausible
de conjecturer une minoration analogue de λp,1 par le carré du volume sur
des classes générales de variétés à diamètre et courbure bornés.
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Dans un travail récent, P. Jammes étudie ce problème de petites valeurs
propres dans le cadre de la géométrie hyperbolique en dimension 2 et 3.

Multiplicité des valeurs propres et prescription d’une
partie finie du spectre

Dans le cas p = 0, il est bien connu que la multiplicité des valeurs propres
du laplacien sur une surface compacte est majorée en fonction du genre de
la surface alors qu’elle peut être arbitrairement grande en dimension 3 ou
plus. D’après les résultats fondamentaux de Y. Colin de Verdière, nous sa-
vons même que sur une variété M de dimension n ≥ 3, toute famille finie
non décroissante de nombres positifs est le début du spectre du laplacien
d’une métrique riemannienne sur M . En dimension 2, la même conclusion
vaut pour les familles strictement croissantes (i.e. prescription sans multi-
plicité). Par la suite, Lohkamp a montré qu’il était possible de prescrire, en
même temps que le début du spectre, plusieurs autres invariants riemanniens
globaux tel que le volume.

Une partie conséquente du travail de recherche de P. Jammes consiste à
étendre les résultats de Colin de Verdière et de Lohkamp au cas du laplacien
de Hodge-de Rham. Il montre en particulier que sur toute variété compacte
orientable de dimension n ≥ 6, il est possible de prescrire simultanément et
de manière arbitraire le début du spectre du laplacien de Hodge-de Rham
en degré p ∈ [2, n−3

2 ] et le volume. Un résultat similaire est également établi
pour le laplacien de Witten (une sorte laplacien de Hodge-de Rham per-
turbé). Bien que la stratégie de la preuve soit semblable à celle de Colin de
Verdière, il est appréciable que Jammes ait réussi à s’approprier les tech-
niques de Colin de Verdière et les adapter au cas plus abstrait du laplacien
de Hodge-de Rham.

Une autre contribution originale de Pierre Jammes à cette thématique
est un théorème qui montre la possibilité de prescrire sur toute variété com-
pacte de dimension n ≥ 5 et dans une classe conforme fixée, le début du
spectre, sans multiplicité, du laplacien de Hodge-de Rham pour tous les
degrés p ∈ [2, n−3

2 ] simultanément, ainsi que le volume. Ce résultat englobe
les résultats antérieurs montrant que dans une classe conforme donnée, il
n’est pas possible de majorer (ni de minorer) les valeurs propres en fonc-
tion du volume en degré p ∈ [2, n−3

2 ], et ce contrairement à ce qui se passe
en degré zéro. Le problème reste cependant ouvert en degré 1 et en degré
médian n

2 pour les variétés de dimension paire.
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Bornes conformes

Si C est une classe conforme de métriques riemanniennes de volume 1
sur une variété compacte M , alors les valeurs propres du laplacien scalaire
(p = 0) sont uniformément bornées sur C. De plus, la première valeur est
majorée par le volume conforme Vc(M,C) introduit par Li et Yau. Ceci
conduit à introduire deux invariants différentiables de la variété M , l’un
spectral l’autre volumique (dit volume de Mœbius) :

ν1(M) = inf
C

sup
g∈C

λ0,1(M, g) et VM(M) = inf
C
Vc(M,C)

où l’infimum est pris sur toutes les classes conformes de métriques de volume
1 sur M . Ces deux invariants sont reliés par l’inégalité ν1(M) ≤ nVM(M)

2
n

où l’égalité a lieu lorsque M est la sphère Sn de dimension n.

L’invariant ν1(M) a été étudié par plusieurs auteurs et nous savons qu’il
est minoré par ν1(Sn). Pierre Jammes a étudié le comportement de VM(M)
quand on pratique des chirurgies sur la variété. Comme toute variété de di-
mension n s’obtient par un nombre fini de chirurgies à partir d’un nombre
fini d’espaces modèles, cela lui permet de déduire une borne supérieure de
VM(M) qui ne dépend que de la dimension. Par conséquent, l’invariant
ν1(M) est encadré par deux constantes qui ne dépendent que de la dimen-
sion.

Ces résultats sont à comparer avec ceux obtenus par plusieurs auteurs
sur les invariants différentiels définis de manière analogue à ν1(M) mais en
remplaçant le laplacien par le laplacien conforme (i.e. le laplacien pénalisé
par la courbure scalaire) ou l’opérateur de Dirac.

En rapport avec ces résultats, P. Jammes montre en collaboration avec
B. Ammann, que la première valeur propre strictement positive du lapla-
cien conforme n’est bornée supérieurement sur aucune classe conforme de
métriques de volume 1. Ils font de même pour l’opérateur de Dirac ainsi que
tout opérateur elliptique conformément covariant qui vérifie une propriété
d’invariance sur les cylindres.

Le cas de l’opérateur de Hodge-de Rham agissant sur les formes différentielles
de degré [n

2 ] est particulièrement intéressant car présente un comportement
qui contraste avec celui du laplacien sur les fonctions. P. Jammes montre par
exemple que la première valeur propre de cet opérateur est minorée sur toute
classe conforme C de métriques de volume 1. De plus, il donne une condition
nécessaire pour que l’infimum sur C de la première valeur propre soit atteint
par une métrique lisse. Il est assez surprenant de noter que cette condition
n’est par exemple jamais réalisée en dimension 4 lorsque la caractéristique
d’Euler-Poincaré de la variété est non nulle. Par ailleurs, P. Jammes montre
que l’infimum de la k-ème valeur propre du laplacien de Hodge-de Rham en

4



degré [n
2 ] sur C est majoré par celui de la sphère munie de sa classe conforme

canonique.

Conclusion

Les travaux de Pierre Jammes comportent un ensemble de résultats pro-
fonds qui constituent une contribution substantielle à la géométrie spectrale.
Ils s’inscrivent clairement dans le cadre d’un véritable programme de re-
cherche cohérent et ambitieux, que l’auteur mène à bien avec succès. Ses
travaux récents sur la masse positive et le volume de Mœbius mettent en
évidence le large spectre de compétences qu’il a acquises sur les outils topo-
logiques et analytiques en géométrie riemannienne.

Pierre Jammes s’est imposé comme un spécialiste reconnu de géométrie
spectrale. Il a acquis une expertise de tout premier plan sur les propriétés
spectrales du laplacien de Hodge-de Rham. L’œuvre scientifique qu’il a ac-
compli justifie pleinement que Pierre Jammes soit habilité à diriger des re-
cherches.

Tours le 07 novembre 2011

Ahmad El Soufi
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