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RESUME.— On montre que sur toute variété compacte M™ & bord, il existe une
classe conforme C' telle que pour toute métrique g € C de volume 1, la premiére valeur
propre non nulle du laplacien de Neumann veérifie A\, (M™, g) < nVol(S™, gean)?/™. On
montre une majoration analogue pour la premiére valeur propre non nulle de Steklov. La
démonstration est basée sur une décomposition en anse de la variété. On montre aussi
que le volume conforme de (M, C), I'invariant de Friedlander-Nadirashvili et le volume
de Mobius de M sont ceux de la sphére (S™, gean)- Si M est un domaine euclidien,
hyperbolique ou sphérique, alors C' est la classe conforme de la métrique canonique.
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ABSTRACT.— We prove that on any compact manifold M™ with boundary, there
exist a conformal class C such that for any riemannian metric ¢ € C of unit vo-
lume, the first positive eigenvalue of the Neumann Laplacian satisfies A\ (M",g) <
n Vol (S™, gcan)Q/ ™. We also prove a similar inequality for the first positive Steklov eigen-
value. The proof relies on a handle decomposition of the manifold. We also prove that
the conformal volume of (M, C) is Vol(S™, gcan ), and that the Friedlander-Nadirashvili
and the Mobius volume of M are equal to those of the sphere. If M is a domain in a
space form, C' is the conformal class of the canonical metric.
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1. Introduction

Considérons une variété riemannienne compacte (M™, g), avec ou sans bord,
et notons A\; (M, g) > 0 la premiere valeur propre non nulle du laplacien sur M,
en posant la condition de Neumann s’il y a un bord. Il découle des travaux de
J. Hersch [He70| que sur la sphére de dimension 2, on a

(1.1) A1 (S?,g) Vol(S?, g) < 8,
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I’égalité ayant lieu pour la métrique canonique. Mais on sait que cette inégalité
ne s’étend pas aux autres surfaces closes (les premiers exemples ont été donnés
par P. Buser [Bu84]. Voir aussi [BMO1] et les références qui y sont données) On
sait que la borne supérieure de A (M?2, g) Vol(M?2, g) vaut 127 sur le plan projec-
tif (JLY82]), 872/+/3 sur le tore ([Na96|, [Gi09]), que sur la bouteille de Klein
elle s’exprime en fonction d’une intégrale elliptique ([JNPO06|, [ESGJO06]), et
on conjecture qu’elle vaut 167 sur la surface orientable de genre 2 (J[JLNT05]).
On peut en déduire facilement a 'aide de [CESO03| que cette borne supérieure
est minorée par 127 sur les surfaces closes autres que la sphére. En dimension
supérieure ou égale a 3, on sait que A (M?",g) Vol(M™, g)?/™ n’est pas borneé
(voir [Ta79]|, [Mu&0|, [CD94]).

Récemment, G. Kokarev et N. Nadirashvili ont donné une généralisation de
I’inégalité de Hersch sur les surfaces orientables & bord sous des hypothéses
conformes. Si g est une métrique sur M, la classe conforme de g est définie par
lg] = {hg,h € C>, h > 0}.

Théoréme 1.1 ([KN10]). — Soit M? une surface orientable compacte ¢ bord.
Il existe une classe conforme C sur M? telle que pour toute métrique g € C, on
a M\ (M?,g) Vol(M?, g) < 8.

Le but de cet article est de démontrer une généralisation de ce résultat aux
variétés compactes a bord (orientables ou non) de dimension quelconque. On
va aussi montrer un énoncé du méme type pour la premiére valeur propre du
spectre de Steklov. Rappelons que si p € C*°(9M) est une fonction positive sur
le bord de M, le spectre de Steklov est la suite 0 = oo(M, g, p) < 01(M, g,p) <
o9(M,g,p)... des réels o pour lesquels le probléme de Steklov, défini par les
équations Af = 0 dans M et % = opf sur OM, admet une solution non nulle

(voir le paragraphe pour plus de détails).

Théoréme 1.2. — Soit M™ une variété compacte a bord de dimension n > 2.
1l existe une classe conforme C sur M™ telle que pour toute métrique g € C,
(1.2) A1 (M, g) Vol(M, g)*™ < nw?/™

et

(1.3) o1(M, g, p))M(OM) Vol (M) =" < nw?/™,

ot wy = Vol(S™, gean) et M(OM) = [,,,p dvg désigne la masse totale de la
densité p.

St M est un domaine euclidien, sphérigue ou hyperbolique, alors ces inégalités
sont vraies pour la classe conforme de la métrique canonique.

Remarque 1.3. — L’inégalité (1.2]) est optimale : on peut assez facilement
faire tendre la premiére valeur propre vers celle de la sphére a volume fixé dans
une classe conforme donnée quelconque, et donc sup e A1 (M, g) Vol(M, g)¥™ >
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2/n

nwy' ~ en général (la démonstation donnée dans [CES03| pour les varié-
tés closes s’applique aussi aux variétés & bord). La situation est différente
pour l'inégalité (1.3)). Par exemple, selon l'inégalité de Weinstock [Web4|, qui
est un analogue de l'inégalité de Hersch pour le probléme de Steklov, on a
o1(M, g, p)M(OM) < 27 si M est homéomorphe a un disque.

Remarque 1.4. — Le théoréme contraste fortement avec les résultats ob-
tenus récemment par R. Petrides sur les variétés closes. En effet, il montre dans
[Peld] et [Pe| que pour toute classe conforme C' sur une variété close M",
on a supgec A1(M, g) Vol(M, g)?/™ > nwi/n, sauf si (M™,C) est conformément
équivalente a la sphére ronde.

Remarque 1.5. — En dimension 2, l'inégalité (1.2) améliore celle de Kokarev
et Nadirashvili sur deux points : elle est stricte et on n’a pas besoin de supposer
que la surface est orientable.

Remarque 1.6. — Si M est un domaine de R", S™ ou H", on obtient
une majoration de A;(M,g) en fonction du volume qui est plus faible que
celles de Szegt-Weinberger ou de Ashbaugh-Benguria [AB95]| mais qui vaut
pour toute métrique conforme. Dans ce contexte, on peut interpréter 1'inéga-
lité comme une inégalité de Szegd-Weinberger conforme. Par ailleurs,
Colbois, El Soufi et Girouard ont donné dans [CESG11| une majoration de
or(M)M(OM) Vol(M)Q_Tn sur les domaines de R™, S™ ou H™ qui ne dépend
que de n et k. La majoration (1.3)) ne vaut que pour k = 1, mais elle a 'avan-
tage d’étre plus explicite et conformément invariante.

L’inégalité (1.2 est spécifique a la condition de Neumann. Avec la condition
de Dirichlet, on peut faire tendre la premiére valeur propre vers l'infini dans une
classe conforme & volume fixé :

Théoréme 1.7. — Soit M™ une variété compacte a bord de dimension n > 2.
Pour toute classe conforme C sur M™, on a

sup A{'(M", g) Vol(M™, 9)*/" = +o0

geC

ot AlD(M”,g) désigne la premiére valeur propre du laplacien avec condition de
Dirichlet.

On montrera en fait ce résultat pour le laplacien agissant sur les formes
différentielles de degré p > 2, le laplacien de Neumann correspondant au cas
p = 0 et le laplacien de Dirichlet au cas p = n.

Comme larticle [KIN10| utilise des techniques spécifiques & la dimension 2
(invariance conforme de la norme L? du gradient, fonctions méromorphes sur des
courbes hyperelliptiques), la généralisation du théorémeen grande dimension
peut surprendre. Le principe de la démonstration, déja utilisé dans [Ja08], est de
faire appel a la théorie du volume conforme développée dans [LY82] et [ESI86]
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et d’utiliser une décomposition en anses de la variété. Dans le cas du spectre de
Steklov, on passera par 'intermédiaire du volume conforme relatif introduit par
A. Fraser et R.Schoen dans [FS11].

La meéme technique va nous permettre de calculer certains invariants des
variétés compactes & bord. Rappelons d’abord quelques définitions. Le volume
conforme est un invariant conforme des variétés compactes défini par
(1.4) Ve(M,[g)) = inf  sup Vol(yop(M)),

©:(M,[g])—S™ 7EGm

Papplication ¢ parcourant ’ensemble des immersions conformes de (M, [g]) dans
S™ et Gy, désignant le groupe de Mobius de dimension m, ¢’est-a-dire le groupe
des difféomorphismes conformes de S™. Nous utiliserons le fait que le volume

conforme permet de majorer la premiére valeur propre du laplacien ([LY82],
[ESI86]) :

(1.5) A1(M, g) Vol(M, g)*/" < nVe(M, [g])*/".
Dans [FIN99], L. Friedlander et N. Nadirashvili ont défini un nouvel invariant
différentiable des variétés compactes en posant
(1.6) v(M) = inf sup A (M, §) Vol(M, §)*/™.
9 gelg]
Enfin, j’ai défini dans [Ja08| le volume de M&bius d’une variété compacte par
(1.7) Vm(M) = inf  sup Vol(yop(M)),
<p:AM¥)Sm YEGm
la différence avec le volume conforme étant que ¢ parcourt ’ensemble de toutes

les immersions de M dans S™ sans restriction. I découle de I'inégalité ([1.5)) que
v(M) < nVy(M)?™. On peut alors montrer :

Théoréme 1.8. — Soit M™ une variété compacte a bord. Alors

1. 1l existe une classe conforme C sur M telle que V.(M,C) = wy, ;
2. v(M) = nwi/m ;
3. V(M) = wy.

De plus, si M est un domaine euclidien, sphérique ou hyperbolique, alors C est
la classe conforme de la métrique canonique.

Ces résultats contrastent avec le cas des variétés compactes sans bord. En
effet, pour les variétés closes, on a toujours V.(M,C) > w, et il découle des
travaux de R. Petrides que ’égalité caractérise la sphére conformément ronde
(cf. remarque . On sait qu’on a aussi v(M) > nwz/n mais il existe trés peu
de variétés sur lesquelles on sait calculer cet invariant, les seuls exemples sont
v(S™) = nwg/n, v(RP?) = 127 (cela découle du fait que RP? n’admet qu’une
seule classe conforme), v(T?) = v(K?) = 87 ott K? désigne la bouteille de Klein
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(voir [Gi09]) et les surfaces compactes orientables en général, pour lesquelles
I'invariant v vaut encore 87 ([Pel4]). Enfin, la seule variété close dont on connait
le volume de Mobius est la sphére. En général, on sait seulement que Vg est
minoré par w,, et uniformément majoré a dimension fixée (voir [JaO08]).

Comme exemple d’application du théoréme [1.8] on peut déduire une majora-
tion de la deuxiéme valeur propre des opérateurs de Schrédinger sur les domaines
euclidiens, sphériques et hyperboliques en utilisant le résultat d’El Soufi et Tlias
[ESI92] :

Corollaire 1.8. — Soit M wune variété conforme a un domaine compact de
R™ (par exemple domaine de S™ ou H") et V€ C*°(M). La deuziéme valeur

propre de lopérateur de Schrédinger A +V sur M avec condition de Neumann

est majorée par n(vo‘f(’}w))Q/” +V, ot V désigne la valeur moyenne de V.

On commencera par quelques rappels sur le volume conforme et ses liens
avec le spectre de Neumann et de Steklov dans la section [2, on démontrera au
passage les théorémes et dans le cas des domaines de R", 8™ et H™. On
traitera ensuite le cas des surfaces, pour lequel les arguments topologiques sont
plus simples qu’en dimension quelconque, dans la section [3| Puis nous verrons
le cas général dans la section 4l Enfin, la derniére section sera consacrée a la
démonstration du théoréme [T

Je remercie B. Colbois d’avoir porté l'article [KIN10] & ma connaissance, ainsi
que le rapporteur de ’article, dont les remarques ont permis d’améliorer le texte.

2. Spectre et volume conforme

2.1. Premiére valeur propre de Neumann. — Les démonstrations des
théorémes et reposent sur les propriétés des immersions conformes dans
la sphére et du volume conforme étudiées dans [LY82] et [ESI86]. On utilisera
en particulier le résultat suivant, en notant G, le groupe de Mobius de dimen-
sion m, c’est-a-dire le groupe des difféomorphismes conformes de la spheére S™.

Lemme 2.1 (|[ESI86|). — Soit (M", g) une variété compacte et o : M — S™
une immersion conforme de M dans la sphére de dimension m. Il existe un
élément vy du groupe de Mibius Gy, tel que A\ (M, g) Vol(M, g)?/™ < nVol(y o
p(M))*/m.

Remarque 2.1. — Ce lemme n’est pas énoncé explicitement dans [LY82] ou
[ESI86], mais sa démonstration est contenue dans celle du théoréme 2.2 de
[ESI86]. Par ailleurs, cette majoration est obtenue en appliquant le principe du
min-max & des fonctions test qui ne vérifient a priori aucune condition de bord.
Elle est donc valable pour le laplacien avec la condition de Neumann mais pas
la condition de Dirichlet.
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Remarque 2.2. — Dans [LY82] et [ESI86], le volume de yop(M) est majoré
par sa borne supérieure sous 'action de G,,. Pour les immersions que nous allons
considérer dans cet article, cette borne supérieure, qui vaudra w,,, ne sera pas
atteinte. C’est la raison pour laquelle les inégalités du théoréme sont strictes.

On est ainsi ramené au probléme de construire une immersion de M — S™
dont le volume reste strictement inférieur & w, sous ’action du groupe de Mo-
bius.

Pour illustrer 'efficacité de cette technique, nous allons montrer dés & présent
le théoréme pour la premiére valeur propre de Neumann (on verra comment
adapter la démonstration au cas de la premiére valeur propre de Steklov au
paragraphe suivant, cf. remarque , ainsi que le théoréme , dans le cas
d’un domaine de ’espace euclidien, hyperbolique ou de la sphére :

Théoréeme 2.3. — Soit M un domaine (strict) de R™, S™ ou H". Alors

1. la classe conforme C de la métrique canonique sur M vérifie V.(M,C) =
wy, et pour toute métrique g € C, \1(M™, g) Vol(M”,g)Q/” < nwi/n ;

2. v(M) = nw2/m ;

3. V(M) = wy.

Démonstration. — Dans le cas d’un domaine de S™, I'immersion considérée est
simplement l’identité. Sous l'action du groupe de Mdbius, le domaine M reste
un domaine strict, donc son volume reste strictement inférieur & w,. On déduit
du lemme ﬂ que A\ (M, g) Vol(M, g)*/" < nw?/n pour toute métrique g € C.
Par définition du volume conforme, on en déduit aussi que V,(M,C) < wy,. Les
autres résultats du théoréme découlent des inégalités générales wy, < V(M) <
Vo(M,C) et nwi!™ < V(M) < nVap(M)*™ montrées dans [ESIS6|, [FN99]
et [Ja08|.

Si M est un domaine de R” la projection stéréographique donne une im-
mersion conforme dans S™, et si M est un domaine de H™ on utilise le fait
que H™ est conforme & un hémisphére de S™. Le reste de la démonstration est
identique. O

2.2. Premiére valeur propre de Steklov. — Le probléme des valeurs
propres de Steklov consiste & résoudre 1’équation

Af=0 dans M

% =opf sur OM
ol v est un vecteur unitaire sortant normal au bord et p € C*°(9M) une fonction
densité fixée. On note M(OM) = [;,, pdvg (si p = 1 on parle de probléeme de

Steklov homogene, et on a dans ce cas M(OM) = Vol(OM, g)). L’ensemble des
réels o solutions du probléme forme un spectre discret positif noté

(23) O:O—O(Mvgap)<01(Magap)§02(Magap)""

(2.2)
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Dans le cas homogeéne, le spectre de Steklov est aussi connu comme étant le
spectre de l'opérateur Dirichlet-to-Neumann. Le probléme de Steklov, déja étu-
dié ala fin du XIXe¢ siécle et au début du XX¢ (voir [St99], [St02] et les références
qui y sont données), apparait dans divers problémes physiques. Par exemple il
permet de modéliser I’évolution d’une membrane libre dont la masse se concentre
sur son bord, et il intervient dans certains problémes de tomographie. Concer-
nant les bornes conformes des o; pour tout i, on peut consulter [Halll.

Dans [FS11], A. Fraser et R. Schoen ont montré la majoration conforme
suivante, dans le cas homogeéne :

(2.4) o1(M, g) Vol(OM, g) Vol (M) =" < nV,(M)2/™

ou Vyo(M) est un invariant conforme, baptisé volume conforme relatif, défini
par

(2.5) Vie(M,[g]) = inf sup Vol(y o p(M)),
(Mg Bt TS

ot B™*! est la boule unité de R™*! et ¢ parcourt I'ensemble des immersions
conformes dans la boule B™*! telles que p(OM) C S™. On utilise le fait que
I’action du groupe de Mobius sur la sphére S™ s’étend naturellement en une
action conforme sur B™+!,

En considérant le cas particulier des immersions ¢ : M — S™, il est clair
que V;.o(M) < V.(M). On peut donc déduire immédiatement une majoration de
o1(M) en fonction du volume conforme dans le cas homogéne. On va maintenant
montrer l'inégalité dans le cas non homogeéne :

Théoreme 2.4. — Soit (M, g) une variété compacte a bord et p € C*°(OM)
une fonction. Si on note o1(M,g,p) la premiére valeur propre non nulle du
probléme de Steklov avec densité p, alors

o1(M, g, p)M(OM) Vol (M) =" < nV,o(M)*/™,

Démonstration. — Rappelons d’abord que la valeur propre o1(M, g, p) posséde
la caractérisation variationnelle suivante (cf. [Ba80]) :

JurldfPdog \df\deg /
2.6 o1(M, g, p) = inf dv, = 0.

Soit ¢ : M — B™*! une immersion conforme telle que ©(0M) C S™. Selon
le lemme 2.1 de [ESI92], il existe un élément v € G,, tel que si on note ¢ =
~v o @, les coordonnées @; de @ vérifient faM @ip dvgy = 0. En appliquant le
principe variationnel aux fonctions @; on obtient o1 (M, g, p) [5,, $7p dvg <
[y 1d@i*dvg. Aprés sommation, en utilisant le fait que Y, @7 = 1 sur M et en
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appliquant une inégalité de Holder, on obtient par un calcul devenu classique

- - n/2 2/n
< Zz fM ’d%‘Pd’Ug < (fM (Zz |d80’2) dvg>

2.7 M
( ) 01( 797:0) = sz@M@?IO d’Ug —= M(aM)VOI(M’g)@fn)/n

Comme l'immersion @ est conforme, on a aussi ¢*(geuct) = + (3;[d@|?) g et
donc
2/n

n/2
(2.8) /M (Z |d¢2> dv, = n Vol(3(M))*/™ = n'Vol(y o o(M))?/™.

(2

Par définition, Vol(yop(M)) est majoré par V,..(M), ce qui permet de conclure.
[

Remarque 2.5. — L’inégalité (1.3) du théoréeme se démontre de la méme

maniére que 'inégalité ([1.2) en remplacant le lemme par les inégalités (2.7))
et (2.8)). En particulier, le cas des domaines euclidiens se traite comme dans le

théoréme

3. Premiére valeur propre des surfaces a bord

Comme dans [Ja08|, nous allons commencer par reformuler le probléme en
projetant stéréographiquement la sphére S™ sur R™. Rappelons d’abord que si
~ est un élément quelconque de G,, et r une isométrie de la sphére S™, alors
Vol(r oy o ¢(M)) = Vol(y o p(M)) pour toute immersion ¢ de M dans S™.
On peut donc se ramener a étudier I’action d’un sous-ensemble G/, de Gy, (pas
nécessairement un sous-groupe) tel que tout élément de G, s’écrive sous la
forme r oy avec v € G}, et r € SO(m).

Il existe plusieurs choix possibles pour GJ,, mais I'un d’entre eux est par-
ticuliérement adapté a la démonstration qui suit. En projetant stéréographi-
quement la sphére S™ sur R™ U {oo}, on se rameéne a considérer des im-
mersions ¢ : M <— R™ U {oco} en calculant les volumes pour la métrique
gsm = Wgeuel Ol geucl désigne la métrique euclidienne canonique. On

peut alors choisir pour G}, l'ensemble des homothéties et des translations de
R™ (voir le théoréme 3.5.1 de [Be83|).

La difficulté par rapport au cas des domaines traités dans la section précédente
est de trouver une immersion de M dans une sphére telle que le volume de
Iimmersion reste strictement inférieure & Vol(S"™, gean) sous 'action du groupe
de Mo6bius. Le reste de la démonstration est identique.

On va donc montrer l'existence d’une telle immersion dans le cas ou n = 2
en utilisant une décomposition en anses de la surface a bord. Précisons qu’une
adjonction d’anse & une surface a bord consiste & coller un produit [0, 1] x [0, 1]
sur la surface en identifiant {0} x[0, 1] et {1} x[0, 1] avec deux intervalles du bord
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de la surface. Les adjonctions d’anses sont de trois types topologiques différents,
représentés sur la figure[I], selon que le nombre de composantes connexes du bord
augmente de 1, diminue de 1 ou reste constant (auquel cas la surface obtenue
est non orientable).

N

AN

F1GURE 1. Adjonctions d’anses & une surface & bord

La décomposition en anse peut alors s’énoncer ainsi :

Lemme 3.1. — Toute surface compacte & bord de caractéristique d’Euler x
s’obtient topologiquement a partir du disque par adjonction de 1 — x anses.

Démonstration. — On se base sur le fait qu'une surface compacte est entiére-
ment déterminée par sa caractéristique d’Euler, le nombre de composantes du
bord et son orientabilité ([Hi94|, théoréme 3.1). Remarquons aussi qu’ajouter
une anse diminue de 1 la caractéristique d’Euler.

Commencons par le cas des surfaces orientables. Pour obtenir une surface
de caractéristique y et ayant p composantes de bord, il suffit d’attacher au
disque &k = (p — x)/2 anses qui créent une composante de bord, puis k' =
1 — (p+ x)/2 anses qui connectent deux composantes de bord différentes (pour
une surface orientable, p et x ont la méme parité, donc k et k' sont bien entiers).
La caractéristique d’Euler de la surface obtenue est bien 1 — k — k' = x et le
nombre de composantes connexes du bord est 1 +k — k' = p.

Pour obtenir une surface non orientable de caractéristique x et ayant p com-
posantes de bord, on attache p — 1 anses qui créent une composante de bord,
puis 2 — x —p anses qui ne changent pas le nombre de composantes du bord. [

Nous allons maintenant montrer 'existence d’une immersion dont 1’aire est
controélée sous 'action du groupe de Mobius.

Théoréme 3.1. — Soit M une surface compacte & bord. Il existe une immer-
sion ¢ : M — S3 telle que Vol(y o p(M)) < 41 pour tout élément v du groupe
de Mobius Gs de S3.
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Démonstration. — Etant donnée une décomposition en anse de la surface, et
deux paramétres d,¢ > 0 petits, on se donne un plongement de la surface dans
R3 tel que les anses aient une largeur (pour la métrique euclidienne geuq) égale
a € et que la courbure du plongement (plus précisément la norme de la seconde
forme fondamentale) soit majorée par d (les valeurs de 0 et € seront fixées plus
loin). On lisse le bord & la jonction des anses et on note ¢ : M < R3 le
plongement obtenu. La figure [2] représente un tel plongement pour un tore privé
de deux disques.

FIGURE 2. Surface & anses fines

La clef de la démonstration est que si v € G%, 'aire des parties de v o ¢(M)
projetées prés de oo devient négligeable pour la métrique ggs, méme si le rapport
d’homothétie de v est grand (cf. [Ja08]). En effet, une homothétie de rapport R
va multiplier Iaire euclidienne par R?, mais dans la formule ggs = W Jeucl

la norme de x est de 'ordre de R pour les parties de ¢(M) projetées pres de
I'infini et donc leur aire devient petite quand R devient grand (de l'ordre de
R~2). On va maintenant préciser cette majoration.

Quand € est petit, aire de vy o (M) est négligeable sauf si le rapport d’ho-
mothétie de v est grand et qu'une partie de o (M) reste prés de 'origine. On
va donc se placer dans le cas ol v est une homothétie centrée en un point p de
la surface et dont le rapport R est grand, et étudier laire de la surface quand
R — o0.

On considére la boule B de centre p et de rayon 1 et on sépare la surface en
deux morceaux p(M)N B et p(M)\B. Pour § et ¢ suffisamment petits, il existe
une constante ¢; > 0 telle que I'aire V4 = Vol(v - (o(M)\B)) vérifie Vi < ¢c; R™2
pour R assez grand. En outre, pour R fixé, 'aire V; est asymptotiquement
proportionnelle & € quand ¢ tend vers 0. La constante ¢; tend donc vers 0 quand
e —=0.

Pour estimer aire Vo = Vol(v - (¢(M) N B)), on considére la projection
orthogonale 7 de la surface sur son plan tangent P en p. Cette projection prend
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par exemple 'une des formes représentées sur la figure [3| selon que p est prés
d’une jonction d’anse ou pas. Le cas ou p est situé sur le bord de la surface sera
précisé a la fin de la démonstration.

L

(a) (b)

FIGURE 3. Voisinage d’un point de la surface

Le paramétre ¢ majore la courbure de (M), donc celle de ~ - (M) est
majorée par /R (pour la métrique euclidienne). Si 0 est suffisamment petit,
I’angle entre le plan tangent en un point z € 7 - (¢(M) N B) proche de p et le
plan P est majoré (au premier ordre par rapport & ||z — p||) par %[z — p|. Le
jacobien de m au point x sera donc encadré grossiérement par 1 =+ 2%\\30 —pl-
Cette estimation est faite pour la métrique euclidienne, mais la densité de la
mesure sphérique décroit a la méme vitesse en x et m(z) quand = s’éloigne de
p, donc elle reste valable pour la métrique sphérique.

On a donc une majoration de la forme

(3.2) V-Vl < 2/ ul

| — plldz
noy-(p(M)nB) B

ou Vy = Vol(movy-(¢(M)NB)), lintégrale étant calculée pour la métrique sphé-
rique. Comme le rapport ||z — p||/R reste borné, on peut trouver une constante
co telle que l'intégrale du membre de droite soit majorée (pour la métrique
sphérique) par codR~2 pour R assez grand. En outre, pour R fixé, la largeur
du domaine d’intégration 7 oy - (¢(M) N B) est proportionnelle & e, donc la
constante co tend vers 0 quand ¢ tend vers 0.

Pour conclure, on va distinguer le cas ot p est dans l'intérieur de la surface
et le cas ol p est sur le bord. Considérons d’abord le cas ol p est a l'intérieur.
La projection stéréographique envoie le plan P sur une sphére ronde plongée
dans S3, son aire pour la métrique sphérique est donc majorée par celle d'une
sphere équatoriale, c’est-a-dire 47. Par conséquent l'aire V3 est majorée par
47 — Vol(U), ot U est le complémentaire de w o~y - (p(M) N B) dans P. L’aire
Vol(U) est de l'ordre de R=2 quand R — oo, et elle croit quand e décroit.

Finalement, 1'aire V; + Va est majorée par ¢i R~2 + codR™2 + 47 — Vol(U).
Comme les constantes c; et co tendent vers 0 quand ¢ — 0, on peut bien
trouver un ¢ tel que ¢ R~2 + cod R~2 — Vol(U) soit toujours strictement négatif.
On obtient que Vol(y o ¢(M)) < 4m pour tout R.
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Quand p est sur le bord, la projection de la surface sur P tend vers un demi-
plan quand R — oo. Par conséquent, le domaine U défini précédemment tend
vers le demi-plan complémentaire dans P, et en particulier son aire ne tend pas
vers 0. La majoration précédente est donc a fortiori vraie dans ce cas.

Les estimations précédentes dépendent a priori du point p, mais par com-
pacité de la surface le choix des constantes peut étre fait uniformément sur la
surface. Finalement, on a bien Vol(y o ¢(M)) < 47 pour tout ~. O

4. Variétés a bord de dimension quelconque

La démonstration en dimension quelconque utilise des arguments géomé-
triques semblables & ceux de dimension 2, mais les arguments topologiques sont
plus techniques. Dans le méme esprit que [Ja08], on fera appel a une décompo-
sition en anses de la variété. On se référera aux livres [Ra02| (chapitres 1, 2 et
6) et [Ko93| (chapitre VI et VII) pour les aspects topologiques de la démons-
tration.

Soit M une variété compacte a bord et S¥~1 <5 9M une sphére plongée dans
le bord de M dont le fibré normal (dans OM) est trivial. Un voisinage tubulaire
de S*~1 dans OM est alors un produit trivial S¥~! x B"~*. Ajouter une k-anse
le long de S*~! consiste & coller une variété produit B¥ x B"* (dont le bord
est la réunion des deux variétés BF x 8" 7F=1 et Sk=1 x B"F recollées le long de
Sk=1 % §n=k=1) sur un voisinage tubulaire de la sphére S¥~1. C’est un résultat
classique de la théorie du cobordisme qu’on peut obtenir n’importe quelle variété
connexe compacte a bord par adjonctions successives d’'un nombre fini d’anses a
partir d’une boule ([Ra02] théoréme 2.2 ; [Ko93| ch. VII, théoréeme 1.1 et 1.2).
En outre, on peut faire en sorte qu’on n’ait pas a utiliser de n-anse, c’est-a-dire &
« boucher » un bord en y collant une boule ([K093|, ch. VII, théoréme 6.1). La
démonstration des théoremes [I.2] et [I.§ va consister a raisonner par récurrence
sur le nombre d’anses. Comme en dimension 2, il suffit de montrer I'existence
d’une immersion dont le volume est uniformément controlé sous ’action du
groupe de Mdbius :

Théoréme 4.1. — Soit M wune variété compacte a bord de dimension n. Il
existe une immersion @ : M — S™ pour un entier m suffisamment grand telle
que Vol(yop(M)) < Vol(S™, gean) pour tout élément v du groupe de Mobius Gy,
de S™.

Démonstration. — Si M est une boule, n’importe quel plongement ¢ : M — S™
convient.

Supposons qu’une variété & bord M vérifie la conclusion du théoréme ; on va
montrer qu’elle reste vraie pour une variété M obtenue en ajoutant une k-anse
qu’on notera A.
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On note ¢ 'immersion de M dans S™ telle que Vol(yop(M)) < Vol(S™, gean)
pour tout . Comme dans le paragraphe précédent, on projette stéréographique-
ment S™ sur R U oo et on se restreint aux éléments v € G),,. On va construire
une immersion ¢ de M en collant une anse A = B*¥ x B"* sur o(M) (pour
ne pas alourdir le texte, on identifiera les variétés a leur immersion). Le long
de la sphére d’attache S¥~! < OM, on commence par coller une boule BF
de maniére a ce que le long de S¥~1, I'espace tangent a B¥ soit contenu dans
I’espace tangent de M. Quitte & augmenter la dimension de la sphére S™, on
peut faire en sorte que B ne rencontre pas M (c’est-a-dire que M U B est
plongee) L’anse B x B"F est ensuite obtenue en épaississant B¥ et en lissant
M le long de I'attache de anse (voir figure ' Si le rayon € (pour la métrique
euclidienne de R™) de B"* est suffisamment petit, 'immersion ¢ de M ainsi
obtenue est un plongement. Comme dans le cas des surfaces, on choisira plus
loin un € négligeable devant la courbure de la boule B*.

FI1GURE 4. Voisinage de ’attache d’une anse

Il reste & choisir € de maniére & contréler le volume de ce plongement quand
on fait agir le groupe G/ . Tl est clair que sous I'action des translations le volume
de M atteint un maximum (en effet, le volume de v - M tend alors vers zéro
a Pinfini pour la métrique ggm). Ce maximum est strictement plus petit que
Vol(S™, gean) par hypotheése, et le volume de ’anse reste majoré par une borne
qui tend vers 0 quand e tend vers 0 (il est essentiel ici pour controler le volume
de la k-anse que k soit différent de n). On peut donc choisir € de sorte que le
volume de M reste strictement plus petit que Vol(S™, gean) sous Paction des
translations.

On est donc ramené a I’étude du volume sous l'action des homothéties. On
considére une homothétie -y centrée en un point p et de rapport R. Le probleme
est de majorer le volume de M quand p € M et R est grand (si R est inférieur
& une borne donnée, on peut rendre le volume de I'anse négligeable et conclure
comme dans le cas des translations). On va en fait montrer par récurrence un
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résultat plus précis, & savoir qu’il existe une constante cps telle que
(4.1) Vol(y - M) < Vol(S™, gcan) — ca R™"

quand R — oo. On va distinguer quatre cas, selon que p est sur M, dans I'anse
A, sur le bord de ’anse ou preés de la jonction de A et M.

Supposons que p soit dans M. Par hypothése de récurrence, M vérifie la
majoration . Quand R — oo, l'anse A tend vers l'infini et son volume
pour la métrique sphérique est majorée par cR™" ol ¢ est une constante qui
tend vers 0 quand ¢ — 0. On a donc Vol(y - M) < Vol(y - M) + cR™™ <
Vol(S™, gecan) — (car — ¢)R™™. Pour ¢ suffisamment petit, la constante (cpr — ¢)
est positive ce qui permet de conclure. On peut noter que cette démonstration
reste valable si p est sur le bord de M.

Si p est dans l'intérieur de I’anse A, on raisonne comme en dimension 2. On
note A’ un petit voisinage de p on note 7 la projection orthogonale sur 'espace
tangent & A en p, et par le méme calcul que dans la section précédente on obtient
Pexistence d’une constante ¢ (dépendant de la courbure de ’anse) telle que

(4.2) | Vol(mr(y - A")) — Vol(y - A')| < cR™™.

Comme v - M et v - (A\A’) tendent vers le point & linfini quand R — oo, il
existe une constante ¢ telle que Vol(y- M) + Vol(vy- (A\A")) < ¢R™™. En notant
U le complémentaire de (v - A’) dans le plan tangent on a Vol(r(y - A’)) =
Vol(S5™, gean) — Vol(U), avec Vol(U) ~ ¢/ R™™ quand R — oo pour une constante
¢ qu’on peut rendre arbitrairement grande en faisant tendre € vers 0 (¢’est-a-dire
qu’on peut choisir a partir de quelle valeur de R ce volume devient négligeable).
On a finalement Vol(y - M) < Vol(S™, gean) — ¢”R™™ avec une constante ¢’ qui
est bien positive si € est suffisamment petit.

Si p est sur le bord de 'anse A, on modifie la démonstration précédente
comme en dimension 2 : - M tend vers un demi-espace de T,M quand R tend
vers 'infini, donc le volume de U ne tend pas vers 0 et la conclusion reste vraie.

Si p est prés de la jonction avec 'anse A, la démonstration est la méme que

sipe A
Comme en dimension 2, on peut choisir le parameétre € uniforme par rapport
A p par compacité. O

5. Grandes valeurs propres du laplacien de Dirichlet

On va maintenant démontrer le théoréme [I.7] On va en fait prouver un ré-
sultat plus général, & savoir qu’on peut faire tendre toutes les valeurs propres
du laplacien de Hodge-de Rham vers l'infini en fixant le volume et la classe
conforme, & ’exception des valeurs propres du laplacien de Neumann.

Rappelons quelques définitions. Le laplacien de Hodge-de Rham, qui agit sur
les formes différentielles de la variété M, est défini par

(5.1) A =ds§+8d : QP(M) — QP(M),
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oil d désigne la différentielle extérieure et 8 sont adjoint L. On considérera la
condition de bord suivante, dite absolue, en notant j 'inclusion OM — M et
N un champ de vecteur normal au bord :

J*(lvw) =0
(52) (4) { Sl =0,

On notera 0 = A\, 0(M,g) < Ap1(M,g) < Ap2(M,g) < ... son spectre en
restriction aux p-formes, en répétant les valeurs propres non nulles s’il y a mul-
tiplicité (la multiplicité de la valeur propre nulle, si elle existe, est un invariant
topologique : c’est le nombre de Betti b,(M)).

Avec la condition de bord (A), le laplacien de Hodge-de Rham restreint aux 0-
formes, c’est-a-dire aux fonctions, est le laplacien de Neumann. En degré p = n,
les valeurs propres sont celles du laplacien de Dirichlet. En effet, si f est une
fonction et dvy la forme volume, alors A(fdvy) = (Af)dvy, et fdv, vérifie la
condition (A) si et seulement si f vérifie la condition de Dirichlet.

Théoréme 5.1. — Soit M™ une variété compacte a bord de dimension n > 2.
Pour toute classe conforme C sur M™, il existe une famille de métriques g, € C,
t > 0 telle que, pour tout p > 2, on a A\p1(M, g:) Vol(M, 90)%™ = 400 quand t
tend vers +00.

Remarque 5.2. — On ne peut pas faire tendre \; 1 (M, g;) Vol(M, gi)%/™ vers
Iinfini. En effet, comme la différentielle extérieure commute avec le laplacien,
le spectre restreint aux 1-formes contient le spectre du laplacien de Neumann.

Remarque 5.3. — Sur les variétés closes, on sait qu’on peut faire tendre
Ap.1 (M) Vol(M)?/™ vers Vinfini en fixant le volume et la classe conforme, mais
seulement pour p € [2,n — 2] (voir [CES06]). La méthode, devenue classique
pour faire tendre les valeurs propres de certains opérateurs vers 'infini, consiste
a déformer une petite boule de la variété en un cylindre trés long (cf. [GP95],
[ABO00], [CES06], [AJ12]). Nous allons ici adapter cette technique a la pré-
sence d’'un bord.

Démonstration. — On procédera en trois étapes. D’abord, on se raménera au
cas ol la métrique est euclidienne au voisinage d’un point du bord. On construira
ensuite une famille de métriques qui fait tendre le volume vers 'infini et on
montrera enfin que le spectre de la variété est uniformément minoré pour cette
famille de métriques.

La premiére étape se base sur le résultat de J. Dodziuk [Do82| selon le-
quel, si deux métriques sont proches pour la distance de Lipschitz, alors leurs
spectres sont proches aussi. Plus précisément, si deux métriques g et g vérifient
77l < § < g, alors 7 GUN, (M, §) < M1(M,g) < 737N, 1(M, §) et
772 Vol(M, §) < Vol(M, g) < 7/2Vol(M, §). Si h € C*°(M) est une fonction
strictement positive et que 771g < § < g, alors on a aussi 7 hg < hg < Thg.
On peut en déduire que si on peut faire tendre A, 1(M, hg) Vol(M, hg)?/™ vers
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Vinfini en faisant varier h, alors A1 (M, hg) Vol(Mhg)*/™ tend aussi vers l'in-
fini. Autrement dit, il suffit de montrer le théoréme pour une classe conforme
particuliére, le résultat général s’en déduit.

On peut donc se placer dans le cas o1 la classe conforme contient une métrique
g qui est euclidienne dans un voisinage d’un point du bord. On peut alors adapter
la construction de [CES06] dans ce contexte. On sait qu’'une boule euclidienne
peut étre déformée de maniére conforme en la réunion d’un cylindre et d’un
hémisphére. Plus précisément, si on note r la coordonnée radiale sur la boule
euclidienne B(g, geyc1) de rayon & et qu’on pose

= i e < r<
(5.3) hs<r>:{ r, e T =T=h
€ce e

alors la boule B(g, h2geuc) est isométrique & la réunion d’un cylindre de rayon e
et de longueur L et d’un hémisphére de rayon €. Appliquée & une demi-boule
centrée en un point du bord et en prolongeant la fonction h. par 1 en dehors
de cette demi-boule, cette déformation conforme crée un demi-cylindre de lon-
gueur L au bout duquel est collé un quart de sphére, comme sur la figure 5] On
note gy, la métrique obtenue.

/

FIGURE 5. déformation de la métrique sur le bord de la variété

On peut alors minorer le spectre de la variété obtenue par la méme technique
que dans [GP95| et [CES06|. On recouvre la variété M par trois ouverts Uj,
i = 1,2,3 définis de la maniére suivante : U est formé de la réunion de M\ B(¢)
et d’une portion du demi-cylindre de longueur 1, 'ouvert Us est formé du demi-
cylindre de longueur L et Us est formé du quart de sphére et de d’une portion
de demi-cylindre adjacente de longueur 1.

Les intersections Uy N Uz et Uy N Us sont topologiquement le produit dun
intervalle et d’une boule, leur cohomologie est donc triviale en degré p > 1 (y
compris en degré n et n — 1, a la différence de la construction de [CES06]),
ce qui permet d’appliquer le lemme de McGowan [Mc93| (plus précisément, on
utilise I’énoncé donné dans [GP95], lemme 1) pour tous les degrés p > 2 : il
existe des constantes a, b, c > 0 ne dépendant pas de L telles que

(54) A])71(]\47 gL) > b pour p > 27
ip(0) T €
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ou p(Uz) désigne la plus petite valeur propre non nulle du laplacien de Hodge
sur U en degré p (avec la condition de bord absolue).

Comme 'ouvert Uy est un produit riemannien, son spectre est déterminé par
la formule de Kiinneth et on peut montrer que p(Usz) est minoré indépendam-
ment de L (le calcul est le méme que dans [GP95] et [CES06]).

On obtient finalement que X\ 1 (M, gz,) reste uniformément minoré pour p > 2
quand L — +o0 tandis que Vol(M, gr.) — +0o0, ce qui permet de conclure. [
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