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RESUME.— Soit M™ une variété compacte de dimension n > 3. Pour toute
classe conforme C de métriques riemanniennes sur M, on pose pi(M,C) =
infgec /‘[g},kwﬂ g) Vol(M, g)%, ol px(M,g) est la k-iéme valeur propre du la-
placien de Hodge-de Rham agissant sur les p-formes coexactes. On démontre
que 0 < p$(M,C) < p&(S™, [gean]) < Kk p§(S™, [gean]). On montre aussi que si
n=0,2,3 mod 4 et si g est une metrique lisse telle que u[%]’l(]w, 9) Vol(M,g)% =

u$ (M, [g]), alors il existe une forme propre non nulle de degré ["gl] et de valeur

propre p§(M,[g]) qui est de longueur constante. En conséquence, il n’existe pas de
métrique extrémale lisse si n = 4 et que la caractéristique d’Euler de M est non
nulle.
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extrémales, inégalités de Sobolev.

ABSTRACT.— Let M"™ be an n-dimensional compact manifold, with n > 3.
For any conformal class C' of riemannian metrics on M, we set pf(M,C) =
infgec ;L[%Lk(M,g) Vol(M, g) =, where tp (M, g) is the k-th eigenvalue of the
Hodge Laplacian acting on coexact p-forms. We prove that 0 < upf(M,C) <
115 (S™, [gean]) < Kk 115 (S™, [gean])- We also prove that if g is a smooth metric such
that u[%]’l(M, 9) Vol(]W,g)% = u$§(M,[g]), and n = 0,2,3 mod 4, then there is a

non-zero corresponding eigenform of degree ["T_l] with constant length. As a co-

rollary, on a 4-manifold with non vanishing Euler characteristic, there is no such
smooth extremal metric.

Keywords : differential forms, Laplacian, conformal metrics, extremal metrics,
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1. Introduction

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte connexe orientable de di-
mension n. On considére le laplacien de Hodge-de Rham agissant sur ’espace
OP(M) des p-formes différentielles sur M et défini par A = dd + 8d ou la
codifférentielle 8 est I’adjoint L? de d. Le spectre de cet opérateur forme un
ensemble discret de nombres positifs ou nuls qu’on notera

0= )\p,O(Mag) < )\p,l(M,g) < )\p,2(M7.g) < sy



ou la multiplicité de A o(M, g) est le p-iéme nombre de Betti de M, les autres
valeurs propres étant répétée s’il y a multiplicité.

L’étude du laplacien agissant sur les fonctions, c’est-a-dire du cas p = 0,
montre que pour n > 3 et & volume fixé, on peut choisir la métrique de
manicre a rendre les valeurs propres arbitrairement grande (voir [CD94]),
mais que ce n’est pas le cas si on impose & la métrique d’appartenir & une
classe conforme donnée, c’est-a-dire que si C' est une classe conforme de
métrique riemannienne sur M, alors

sup Aok (M, g) Vol(M,g)% < 400, pour tout k. (1.1)
gel

Cette majoration a été démontrée par A. El Soufi et S. Ilias pour k& = 1
([ESISE]), et généralisée par N. Korevaar dans [Ko93|. On peut par ailleurs
facilement montrer que infyec Aok (M, g) Vol(M, g)% = 0.

Le laplacien agissant sur les formes différentielles de degré quelconque a
été moins étudié. B. Colbois et A. El Soufi ont cependant montré récemment
que l'inégalité ne se généralise pas :

Théoréme 1.2 (JCESO06]). Si M est une variété riemannienne compacte
de dimension n > 4 et C une classe conforme sur M, alors
sup_inf  Ap1(M,g) Vol(M, g)7 = +oc. (1.3)
geC 2<p<n—2
Comme la différentielle d commute avec le laplacien, le spectre des 1-formes
contient le spectre des fonctions, on peut donc majorer \;; comme dans
, et il en va de méme pour les n — 1 formes par dualité de Hodge.
Le théoreme [I.2] conduit naturellement a se demander si on peut faire
tendre les valeurs propres du laplacien de Hodge-de Rham vers zéro dans
une classe conforme et a volume fixé, comme c’est le cas pour les fonctions :

Question 1.4 ([Co04]). Etant donnés 2 <p<n—2etk>1, a-t-on

3o

inf A, x(M,g) Vol(M,g)» =07 (1.5)
geC

On montre — entre autres choses — dans [Ja06] que la réponse est positive
pour tout p et k si la dimension n est impaire, et pour tout k et tout p # 3
si n est pair. Plus précisément, si on se restreint aux formes différentielles
coexactes, la technique utilisée échoue en degré 5 et § — 1 si la dimension
est paire, et en degré [%] si la dimension est impaire, la question restant
ouverte dans ces cas.

Nous allons ici achever de répondre a la question [1.4]en montrant que dans
les cas restants, on peut en fait minorer uniformément le spectre des formes
coexactes, le volume et la classe conforme étant fixés, par une constante
strictement positive. La réponse a la question dépend donc en général du

degré p.



Nous nous appuieront sur l'existence d’inégalités de Sobolev pour les
formes différentielles, et en particulier de I’inégalité suivante, dont on peut
trouver la démonstration dans [GT06] :

Théoréme 1.6. Soit (M, g) une variété compacte de dimension n, et r,s €
11,400] deuxr réels tels que 1/s — 1/r = 1/n. Il existe une constante
c(M,g,r, s) >0 telle que pour toute p-forme 6 € QP(M, g), on a

inf |0 — r < s. 1.
dlglonG Cllzr < clldf] . (1.7)

Remarque 1.8. La démonstration donnée dans [GT06] étant en grande
partie non constructive, elle ne fournit aucune estimée de la constante c.

n n

Dans le cas ol 7 = 2 et s = %7, les normes || — (||, et [|df|[s sont confor-
mément invariantes, et donc la constante ¢ optimale dans U'inégalité (1.7)) en
restriction aux p-formes est un invariant conforme, qu’on notera

16— ¢ll=
K,(M,[g]) = sup inf ———", (1.9)
p(M:{g] pear(ar)dc=0 [[d0]|_n

ott [g] = {h%g,h € C°(M), h > 0} désigne la classe conforme de g.

On va donner une minoration uniforme du spectre du laplacien de Hodge-
de Rham en fonction de la constante K,. On notera 0 < p,1(M,g) <
tp2(M,g) < ...lespectre du laplacien en restriction aux p-formes coexactes.
Rappelons que la spectre non nul (A, x(M, g))k>1 du laplacien sur les p-
formes est la réunion des spectres (pp (M, g)) et (pp—11(M,g)).

Théoréme 1.10. Soit M"™ une variélé compacte de dimension n > 3, C
une classe conforme de métriques sur M. Pour toute métrique g € C, on a
2 -2

H[z]2 (M, g) VOl(M, g)» > K[n) (M, C) ™"

)

Sin est pair, cette inégalité est optimale.

Remarque 1.11. La théorie de Hodge nous dit que si n est pair, alors

%_u(M,g) = %,i(M,g) pour tout 7 > 1. Comme on I’a déja remarque,
pour tous les autres degrés p, on sait faire tendre py, ; (M, g) vers zéro a volume
fixé dans la classe conforme C. On a donc bien complétement répondu a la

question [L.4]
Dans [CES03] B. Colbois et A. El Soufi définissent un « spectre

conforme » pour les fonctions par Af,(M, C) = sup e Aok (M, g) Vol(M, g)%
On peut définir de la méme maniére un spectre conforme pour les formes dif-

férentielles par

HE(M, C) = inf gy (M, g) Vol(M, g)7. (1.12)
geC 2]



Le théoréme souléve naturellement la question de 'existence de mé-
triques lisses réalisant uj (M, C), en particulier pour £ = 1. On peut établir
le critére suivant :

Théoréme 1.13. Soit g une métrique lisse de volume 1 sur M telle que

K] (M, g) = p§(M,[g)). Si n = 3 mod4, alors il eziste une [%]-
2 b

forme propre coexacte non nulle de valeur propre u§(M,[g]) et de longueur

constante. Si n est pair, toutes les formes propres coexacte de degré 5 —1 et

de valeur propre p§(M,[g]) sont de longueur constante.

Remarque 1.14. On sait que pour les fonctions, la métrique canonique
de la sphére maximise la premiére valeur propre dans sa classe conforme
(|[ESI86]). En revanche les premiéres formes propres des formes différentielles
pour cette métrique ne sont pas de longueur constante (voir 'appendice de
[GMT75]). En général, les métriques extrémales ne sont donc pas les mémes
pour les formes et les fonctions.

On peut déduire du théoréme qu’en dimension 4, il y a une obstruction
topologique a l'existence de métriques réalisant U'infimum u§ (M, C) :

Corollaire 1.15. Si M est une variété compacte de dimension 4 et de ca-
ractéristique d’Fuler non nulle, il n’existe pas de métrique réguliére g de
volume 1 telle que p1 1(M, g) = p§(M,[g]).

On ne connait pas d’obstruction de ce type pour les fonctions.
Enfin, on va donner une majoration du spectre conforme (uf, (M, C))p>1

Théoréme 1.16. Pour toute classe conforme C sur la variété compacte M
et tout k>1, on a

2
ﬂi(Ma C) < N2(5n7 Ccan) < k’”ﬂi(sn, Ccan)a
ot Cean est la classe conforme de la métrique canonique de la sphére.

Il existe une minoration semblable & celle du théoreme [1.10] pour 1'opé-
rateur de Dirac (voir [Lo86] et [Am03b]). L’étude de métriques extrémales
pour cet opérateur a été développée par B. Ammann dans [Am03al, ou il
montre entre autres 'optimalité de 1’équivalent spinoriel du théoréme [1.10]
Cependant, les techniques utilisées ne sont en général pas immédiatement
transposables au cas des formes différentielles ; en particulier ’évolution de
l'opérateur de Dirac au cours d’une déformation conforme s’exprime beau-
coup plus simplement que celle du laplacien de Hodge-de Rham.

Les théorémes [LI0 et [LI3 et le corollaire [LI5] seront démontrés dans la
section [2] et le théoréeme dans la section Bl



2. Extremum du spectre

On va voir ici comment la constante de Sobolev K, définie en permet
de minorer le spectre.

Démonstration du théoréme [1.10]: Pour commencer, on considérera
le cas ou la dimension n est paire.

Soit ¢ une forme propre coexacte de degré 7, de valeur propre A. On
sait que [|df||3 = M||0||3, et en supposant que la métrique g sur M est de
volume 1, on peut en outre écrire ||df]|3 > ||d0|%, (inégalité de Holder).

n+2

L’inégalité de Sobolev (1.7)), en conjonction avec le fait que # minimise la
norme L? parmi les primitives de df, assure alors que

608 < Ky(M, (9?1461 < K3 (M, [g])?)1d613
< Ka(M, [g))2NI0]2 (2.1)

On a donc bien A > Ku (M, [9]) 2.
En dimension paire, on peut aussi montrer que cette minoration est op-
timale. Soit € > 0, et 6 une §-forme coexacte telle que [|df|| 2n =1 et
n+2

Ka(M,[g]) = < [0]l2 < K5 (M, [g]). (2.2)

Supposons dans un premier temps que la forme df soit partout non nulle.
Sa longueur est donc partout non nulle et on peut définir une nouvelle mé-

trique par g, = h?g avec h = |d9\n%2 ; on notera | - |, et || - ||p,n les normes

ponctuelle et LP pour cette métrique. Le volume pour la nouvelle métrique est
2n

Vol(M, gn) = [, hdvy = |d6|| 2 = 1, et surtout la longueur de la forme
n+2
dé pour la métrique g, est constante : en effet, |df|, = h_(%+1)\d9| = 1.

La forme 6 étant de degré 7, elle est coexacte quel que soit le choix de la
meétrique dans [g], on peut donc facilement majorer M%J(M, gr) a l'aide de

son quotient de Rayleigh :

2
lagil3,, 1900,

2h 2.h

En passant & la limite quand ¢ — 0, on obtient bien que upf(M,[g]) =
K (M, [g]) 2
Si la forme df s’annule quelque part, on doit modifier légérement la dé-

monstration. On se donne un réel § > 0 et on pose h = (|df| + 9) =3
do
On a alors [df], = % < 1, et donc ||df|]25 < Hdg”fﬁzvh' Comme

Vol(M, gr) — 1 quand § — 0, on retrouve 'inégalité (2.3) en passant a
la limite.
Considérons maintenant la situation ol n est impaire. Soit 6 une forme

propre coexacte de degré [%] et de valeur propre A. Par définition de K,



pour tout € > 0, il existe une forme 6’ de degré [%2] telle que [|6/| 20 <
n—1
(K= (M, [g]) +¢€)[|d0]| 2 . On a par conséquent
n+1

16113

IN

1013 < 101120 < (K3 (M, [g]) +€)2lld9|!i%
(K2 (M, [g]) +€)*[d0]13. (2.4)

IN

En passant a la limite quand € — 0, on obtient la méme conclusion qu’en
dimension paire. [

On va maintenant établir le critére du théoréeme [1.13]| pour I'existence de
meétriques extrémales.

Démonstration du théoréme : On se donne une métrique g sur
M de volume 1 telle que u[%Ll(M,g) = u§(M,[g]). On va ici encore donner

deux démonstrations distinctes selon la parité de la dimension.

Dans le cas ou la dimension n est paire, il est commode de raisonner
sur la longueur de formes propres exactes de degré 5 + 1 et de conclure par
dualité de Hodge : si 6 est une forme propre coexacte de degré 5 — 1, alors
0 est une forme propre exacte de degré 5 +1 de méme longueur et de méme
valeur propre.

Considérons donc une forme propre exacte w de degré 5 + 1 et de valeur

n

propre fifn] (M, g), et notons ¢ la forme propre coexacte de degré 4 telle
21

que dp = w. On va étudier les variations du quotient de Rayleigh de ¢ pour
des petites déformations conformes de la métrique. On se donne une fonction
u € C®°(M), et on définit pour tout ¢ > 0 petit la métrique g = (1+¢cu)?g.
On peut imposer les conditions de normalisation que le volume reste constant
au 1°" ordre par rapport & e c’est-a-dire que [, udvg = 0, et que [¢||2 = 1.

Comme ¢ est de degré 3, elle reste coexacte et de norme 1 quel que soit €.
Le développement de son quotient de Rayleigh est

Ro(p) = |wl3. = / w2 dvg, = / W2(1 + cu)~2du,
M M

= /M |w|*dv, — 2 /M ulw|?dv, + o(e). (2.5)

Comme la métrique g minimise jufn7 (M, g) parmi les métriques de volume 1
2 b

dans sa classe conforme, le terme d’ordre 1 du développement précédent est
nul, c’est-a-dire que fM u\w[deg = 0, quelle que soit la fonction u d’intégrale
nulle, ce qui n’est possible que si |w| est constant.

Traitons maintenant le cas ot n = 3 mod 4. On va en fait raisonner sur
Popérateur (xd) agissant sur 'espace des formes coexactes de degré [%] . Clest
un opérateur autoadjoint qui est une racine carrée du laplacien et qui laisse
stable les espaces propres de A. Pour chaque valeur propre u du laplacien
sur cet espace, l’espace propre associé est donc un espace propre de (xd) ou
se décompose en la somme orthogonale de deux espaces propres de (xd) de



valeurs propres /it et —,/p. Une forme propre ¢ de (xd) a la particularité
de vérifier |[dp| = /|| en tout point. On note w une forme propre coexacte
du laplacien de norme 1, de valeur propre “[g],l(M ,g) et qui est aussi forme
propre de (xd), et on va calculer le développement au 1" ordre du quotient
de Rayleigh (pour le laplacien) de w par rapport a .

Remarquons d’abord qu’au 1°" ordre, la norme HSwH?]E est nulle : en effet,
18l = l1d %5, wllg. = [d[(1 + eu) g wlllg. = ell (L + cu)~Ldu A #e]y. On
peut alors écrire

[dwll?.
Rge (CU) ”wHQ 0(5)
fM |dw|§(1 + eu)_ldvg +ofe)
Jor |w|§(1 + eu)dug
= ol — [ uldol + dolPlwP)de,  (20)
M

On conclut comme dans le cas de la dimension paire en utilisant le fait que
|dw|? = ||dw]|?|w|? en tout point. =

Remarque 2.7. Si n = 1 mod 4, la démonstration précédente n’est pas
valide car I'opérateur (xd) n’est pas autoadjoint.

Démonstration du corollaire [1.15| : 1l suffit de remarquer qu’en
dimension 4, I'existence d’une métrique extrémale implique ’existence d’une
1-forme partout non nulle, et donc que la caractéristique d’Euler est nulle. m

3. Majoration du spectre conforme

Pour finir, nous allons démontrer les majorations du spectre conforme
énoncées dans 'introduction.

Démonstration du théoréme [1.16] : Pour démontrer l'inégalité
pi(M,C) < pg(S™, Cean), on va montrer qu’on peu faire tendre le spectre
et le volume de M vers celui d’'une sphére dans la classe conforme C. On
s’appuiera sur un théoréme de convergence de spectre obtenu par C. Anné
et B. Colbois dans [AC95| pour les variétés compactes reliées par des anses
fines qu’on appliquera a la variété M reliée par une anse & une sphére (voir
figure .

Plus précisément, on considére une métrique g € C sur M telle que
,u[g]’l(M,g) > 5 (8™, Cean) (le volume de g n’importe pas a ce stade de
la, démonstration, et on aura seulement besoin pour conclure qu’on peut le
choisir arbitrairement petit), et pour tout réel 6 > 0 et tout entier k > 1,
on se donne une métrique gi s sur la sphére S™ conforme a la métrique
canonique telle que ,u[%]’k(S”,gk,(;) < pug(S™, Cean) + 0 et Vol(S™, gr5) = 1.

7



Fig. 1 -

On fixe deux points z € M et y € S™ qui seront les points d’attache de
I'anse, et on déforme les métriques g et g 5 en des métriques gs et g,;’ s telles
que gs (resp. g, s) soit euclidienne sur une boule de centre z (resp. y) et de
rayon J et que 7g;€75 soit conforme & g5 (c’est possible puisque la métrique
canonique de la spheére est conformément plate). En suivant un procédé déja
utilisé dans [CES06] et [Ja06|, on déforme ensuite la métrique sur la boule
euclidienne de centre x afin d’obtenir la figure [I] : pour tout 0 < & < §, on
définit une fonction hy . sur M par hi. = 1 en dehors de la boule de centre
T, et

L . _L
ec s10<r<ee -,
. _L
hl,g(?“) = % sl ee” = S r S g, (31)
1 sie<r<y,

ou 7 est la coordonnée radiale sur la boule B(z,d). Si on munit M de la
métrique higgg, la boule B(z,¢) devient isométrique a la réunion d’un cy-
lindre de longueur L et d’une boule euclidienne de rayon € reposant sur le
bord du cylindre. On peut projeter stéréographiquement — donc de maniére
conforme — cette boule sur une calotte sphérique reposant sur le bord du
cylindre et donc trouver une fonction hg . telle que (M, h%ag(g) soit la variété
de la figure . Comme la métrique g;% 5 sur la sphere est conforme & la mé-
trique canonique, on peut trouver une fonction hs . telle que (M, h%}sg(;) s0it
la variété obtenue en reliant (M, g5) et (S™, g, 5) par une anse de longueur L
et de rayon € reposant sur les bords des boules de centre z et y et de rayon
e. Le théoréeme B de [AC95] nous dis alors que (u[%]J.(M, hagg(;))izl tend
vers la réunion de (H[g]J(M,g&))im et (M[g]7i(5n792,5))i21 quand ¢ — 0
(dans [AC93], le résultat de convergence concerne les valeurs propres A, i
et fait intervenir des valeurs propres pour les 1-formes qui sont fonction de
la longueur L de ’anse, mais on peut en déduire par théorie de Hodge la
convergence en restriction aux formes coexactes et que les 1-formes propres
lices a I'anse sont nécessairement exactes).

On peut choisir les métriques gs et gj, 5 telles que 7(8)"tgs < g < 1(8)gs
et 7(5)_19275 < grs < T(0)gys avec 7(d) — 0 quand § — 0. Un re-
sultat de J. Dodziuk ([Do82|, théoréme 3.3) permet alors d’affirmer que
pa) (M, 95) = pya) (M, 9) et pn) (S gy 5) — p(S™; Cean) pour tout

n
2

8



i > 1 quand § — 0. On peut donc trouver une suite de fonctions (hs) telle
que M[g],k<M7 hZgs) — ps(S™, Cean) quand 6 — 0 (on utilise le fait que le
spectre de (M, g) est minoré par ¢ (S™, Cean)). Les métriques hZgs ne sont
pas conformes & la métrique g, mais on a 7(8)"thigs < h3g < 7(8)higs ce
qui assure que u[%]7k(M, h3g) tend aussi vers pu¢(S™,Cean) quand 4 tend
vers zéro. Comme la, métrique g peut étre choisie de volume arbitraire-
ment petit, on peut en outre faire tendre le volume vers 1. On a donc bien
1 (M, C) < pg(S™, Cean)-

On peut démontrer I'inégalité uf(S™, Cean) < k%pf(Sn,Ccan) en utili-
sant la méme technique. On se donne une métrique gs € Cean sur S™ telle
que u[%]vl(sn,gé) < pf(S™, Cean) + 6 et Vol(S™,g5) = 1, et on déforme
conformément la sphére — en répétant k — 1 fois le procédé précédent —
de maniére & la rendre isométrique & k sphéres munies de la métrique g
attachées par des anses de rayon e (figure . Quand ¢ tend vers zéro, le

Fic. 2 -

volume de la sphére tend vers k et les k premiéres valeurs propres sur les
[%]—formes coexactes tendent vers K ]’1(57‘,95), ce qui permet d’affirmer

g
que pg(S", Cean) < k%,u[ﬁ] 1(8™,g5). On conclut en faisant tendre & vers
2 k)

ZEro. [ ]
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