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Autour de la géométrie du
laplacien de Hodge-de Rham

par

Pierre JAMMES

RESUME.— Ce texte présente les recherches que j’ai effectuées depuis le
début de ma theése. Mes travaux portent principalement sur des problémes de
géométrie spectrale et sur ’étude des premiéres valeurs propres d’opérateurs
géométriques sur les variétés riemanniennes : en premier lieu le laplacien de
Hodge-de Rham, qui agit sur les formes différentielles de la variété, mais aussi
le laplacien agissant sur les fonctions, le laplacien de Witten et 'opérateur
de Dirac.

Le mémoire abordera successivement trois contextes géométriques dans
lesquels je me suis intéressé & ces problémes spectraux : les effondrements
de variétés, la géométrie conforme et les variétés hyperboliques. Les deux
derniers chapitres concerneront la construction de valeurs propres multiples
et le probléme de la masse positive.






Chapitre 1

Introduction

L’objet de ce mémoire est d’exposer de maniére synthétique I’ensemble
de mes travaux de recherche, et de les mettre en perspective en présentant
leur contexte.

Ces travaux relévent pour l'essentiel de la géométrie spectrale, dont la
problématique peut se résumer ainsi : étant donné un opérateur différentiel
(par exemple le laplacien) défini sur une variété riemannienne, on considére
ses valeurs propres comme des invariants géométriques globaux, au méme
titre que le volume ou le diamétre, et on cherche & comprendre leur interac-
tion avec d’autres invariants géométriques.

Je me suis intéressé a plusieurs opérateurs géométriques (laplacien, opé-
rateur de Dirac), mais plus particuliérement au laplacien de Hodge-de Rham,
qui agit sur les formes différentielles de la variété. Avant de détailler le plan
du mémoire, je vais présenter de maniere générale certaines questions qui se
rapportent a cet opérateur.

On considére une variété riemannienne (M, g) qu’on supposera compacte
et sans bord et pour tout entier p on note QP(M) I'espace des formes diffé-
rentielles de degré p sur M. Sur ces espaces agit la différentielle extérieure
d:QP(M) — QPTL(M), et la donnée de la métrique permet de définir son
opérateur adjoint & : QPTH(M) — QP(M). On définit alors le laplacien de
Hodge-de Rham A : QP(M) — QP(M) par

A = 8d + dd. (1.1)

Dans le cas des fonctions, c’est-a-dire p = 0, le dernier terme est nul et on
retrouve le laplacien usuel. Sur une variété compacte, le spectre du laplacien
de Hodge est discret et formé de valeurs propres positives ou nulles, et son
noyau est canoniquement isomorphe a la cohomologie de Rham HP(M).
On peut s’intéresser & des questions assez variées au sujet de ces valeurs
propres, mais plusieurs peuvent se reformuler de la maniére suivante :

Question 1.2. Pour quelles déformations de la métrique (avec une hypo-
thése de normalisation, par ezemple en fizant le volume) a-t-on des valeurs



propres qui tendent vers 0 ¢

Comme le noyau du laplacien est isomorphe & la cohomologie, cette ques-
tion revient & se demander quelles déformations de la métriques tendent a
« créer » de la cohomologie. Dans la suite du mémoire, on parlera souvent
de petites valeurs propres pour désigner ce phénomene.

Dans le cas des fonctions, la réponse & cette question est assez bien com-
prise. En effet, on a une minoration de la premiére valeur propre non nulle
du laplacien A\ (M, g), donnée par I'inégalité de Cheeger

h*(M, g)

4 )
ou la constante de Cheeger h(M, g) est une constante isopérimeétrique définie
par

(M, g) > (1.3)

h(M,g) = inf — Vol(N)

N min Vol(M;), Vol(Ms)
ot N parcourt 'ensemble des hypersurfaces qui partitionnent M en deux
domaines M; et Ms. On a donc une interprétation géométrique simple de
I'existence de petites valeurs propres pour le laplacien usuel. Le prototype
de variété ayant une petite constante de Cheeger et une petite valeur propre
est une haltére de Cheeger comme celle représentée sur la figure [I.]

(1.4)

N> e/

FI1GURE 1.1 — Haltére de Cheeger

La situation est totalement différente pour les formes différentielles de
degré non nul. On ne connait aucune caractérisation géométrique générale
de Dexistence de petites valeurs propres, ni de conjecture précise concernant
un généralisation possible de I'inégalité de Cheeger. On étudie donc des cas
particuliers en imposant certaines contraintes a la métrique. Dans la suite
de ce texte, les chapitres et une partie du chapitre ] relévent de cette
problématique.

Le mémoire sera organisé comme suit. Tout d’abord, le chapitre [2| pré-
cisera certaines définitions concernant le laplacien de Hodge-de Rham et
rappellera un ensemble de résultats techniques & son sujet qui seront utiles
dans les chapitres suivants. On fera aussi quelques rappels sur le laplacien
de Witten, qu’on peut interpréter comme une perturbation du laplacien de
Hodge et qui interviendra dans le chapitre [6]



Le chapitre (3| sera consacré au spectre du laplacien de Hodge-de Rham
sur les variétés qui s’effondrent. Il s’agit d’étudier le probléme des petites
valeurs propres en imposant des bornes sur le diamétre et la courbure de la
variété. Avec ces hypothéses, on sait que si une valeur propre tend vers 0,
alors le volume tend aussi vers 0, c’est-a-dire que la variété s’effondre. Ce
probléme constituait mon sujet de thése, j'en rappellerai les résultats et je
présenterai les travaux que j’ai effectué depuis. Entre autres, j’al étudié des
familles d’exemples montrant la diversité des phénomeénes pouvant apparaitre
dans ce contexte, et j’ai démontré une minoration du spectre en fonction du
volume sur une classe de variétés qui s’effondrent (fibrés principaux).

Dans le chapitre 4] on étudiera le probléme des petites valeurs propres
dans le cas ol on fixe le volume et la classe conforme de la métrique. On
élargira en fait la question sous la forme suivante : peut-on faire tendre les
valeurs propres d’un opérateur géométrique vers 0 ou l'infini en fixant le
volume et la classe conforme 7 Outre le laplacien de Hodge, on s’intéressera
au laplacien usuel et & I'opérateur de Dirac. Ma principale contribution & ce
sujet est de montrer qu’en exceptant les degrés 0 et n/2, on peut prescrire
simultanément le volume, la classe conforme et le début du spectre du la-
placien de Hodge. Avec B. Ammann, j’ai aussi montré qu’on pouvait faire
tendre les valeurs propres de I'opérateur de Dirac vers l'infini.

Le troisiéme contexte géométrique dans lequel on s’intéressera aux pe-
tites valeurs propres du laplacien de Hodge sera la géométrie hyperbolique
(chapitre 5 : en dimension 2 et 3, on peut trouver des suites de variétés hy-
perboliques compactes qui tendent vers une variété hyperbolique non com-
pacte de volume fini, on peut alors étudier le comportement asymptotique
du spectre. En particulier, j’ai donné une minoration du spectre du lapla-
cien de Hodge sur les variétés hyperboliques de dimension 3 en fonction du
diamétre.

Dans le chapitre [6] on se penchera sur un probléme différent, a savoir
la multiplicité des valeurs propres du laplacien. En dimension 2, on sait
que la multiplicité des valeurs propres du laplacien (ou d'un opérateur de
Schrodinger) est bornée en fonction de la topologie. En dimension supérieure
ou égale & 3, on sait qu’il n’existe aucune rigidité de ce type pour le laplacien
usuel. J’ai montré que pour les formes différentielles de degré autre que n/2,
il n’existe pas non plus de rigidité pour le laplacien de Hodge en dimension
n > 6 et qu’on peut prescrire le début du spectre avec multiplicité. J’ai
montré le méme résultat en dimension n > 4 pour le laplacien de Witten,
pour les formes de tout degré.

Enfin, le chapitre[7]sera consacré au probléme de la masse positive, qui ne
reléve pas de la géométrie spectrale mais dans lequel intervient le laplacien de
Hodge-de Rham. Ce probléme est issu de la relativité générale mais a trouvé
une application a la résolution du probléme de Yamabe, qui consiste & trou-
ver dans chaque classe conforme d’une variété riemannienne une métrique
a courbure scalaire constante. Récemment, B. Ammann et E. Humbert on



donné une démonstration élémentaire du théoréme de masse positive utilisé
pour le probléme de Yamabe, mais en se restreignant aux variétés spins.
En utilisant le laplacien de Hodge-de Rham, j’en ai donné une démonstra-
tion élémentaire sur les variétés de dimension paire, sans hypothése sur la
topologie.



Chapitre 2

Laplacien de Hodge-de Rham

2.1. Définitions et décomposition de Hodge

On va rappeler dans ce chapitre la définition et les principales propriétés
du laplacien de Hodge-de Rham, ainsi qu'un certain nombre de résultats
techniques auquels nous ferons référence dans les autres chapitres. On peut
se référer a [Ta96] pour la démonstration des résultats les plus classiques, en
particulier pour cette section et la section [2.3]

Soit (M™, g) une variété riemannienne compacte de dimension n. Dans
cette section, on supposera que la variété est sans bord (le cas des variétés
& bord sera traité dans la section [2.3). On note QP(M) Pespace des formes
différentielles de degré p sur M. Le laplacien de Hodge-de-Rham est un
opérateur elliptique d’ordre 2 agissant sur Q*(M) et défini par

A =dd+8d = (d+9)?% (2.1)

ou d est la différentielle extérieure et d la différentielle, adjoint de d pour le
produit scalaire L2. Si on note

1 QP(M) — Q"P(M) (2.2)

la dualité de Hodge, on a aussi la relation 8 = (—1)"P*+D+1xdx en restriction
a QP(M). Bien que la dualité de Hodge ne soit définie globalement que si la
variété est orientée, on peut définir & par cette formule au moyen d’un choix
local d’orientation : en effet, la dualité de Hodge se définit ponctuellement
et changer I'orientation locale ne fait que changer le signe de %, I'opérateur
4 ne dépend donc pas de ce choix. En particulier, 8 et A sont bien définis
sur une variété non orientable.

Le laplacien de Hodge-de Rham est un opérateur positif, dont le spectre
est discret car on a supposé la variété compacte. On note

0= X o(M,g) <Xp1(M,g) < Xpo2(M,g) < ... (2.3)



le spectre du laplacien en restriction aux p-formes, en répétant les valeurs
propres non nulles s’il y a multiplicité.

Une particularité essentielle du laplacien de Hodge est sa relation avec la
décomposition de Hodge

QP (M) = dQP~H (M) ® Ker Ajgo(pry & 8QPTH(M). (2.4)

1 est parfois utile d’étendre cette somme & son adhérence L? par L?(APM) =
Imd @ Ker A @ Im 5. Comme les opérateurs d et § commutent avec A, cette
décomposition est stable par le laplacien. En outre, d et & intervertissent
QP (M) et dQP(M). Si on note pour tout p

0 < pp1(M,g) < pp2(M,g) < ... (2.5)

le spectre du laplacien restreint a 8QPT1(M), le spectre restreint a dQP~1 (M)
est donc (pp—1,(M,g))i>0. L'ensemble des valeurs propres non nulles du
laplacien se déduit donc des (upi(M, g))p,i-

Enfin, si la variété est orientable et sans bord, la dualité de Hodge est
bien définie globalement et commute avec le laplacien. On en déduit alors
que )\p,i(Mvg) = )\nfp,i(Mvg) et Mp,i(M7 g) = ,unfpfl,i(Ma g) pour tout p
et 7.

2.2. Caractérisation et propriétés des valeurs
propres
On peut estimer les valeurs propres ), ; du laplacien de Hodge-de Rham

par la méthode du min-max. Le quotient de Rayleigh d’une p-forme w s’écrit
alors

[ dew | + [|8w]”
R(w) = 1+ IO (2.6)
lw][?
la norme || - || étant la norme L2. Le terme 8w, qui n’existe pas pour le

laplacien agissant sur les fonctions, est souvent difficile & controler. Une des
raison en est que la codifférentielle dépend non seulement de la métrique,
mais aussi de ses dérivées.

Pour contourner cette difficulté, une possibilité est de se restreindre &
I’espace des formes coexactes, mais cet espace a 'inconvénient de dépendre
de la métrique, contrairement & l’espace des formes exactes.

On peut cependant déterminer les valeurs propres en se restreignant a
I’espace des formes exactes et sans utiliser la codifférentielle, selon la carac-
térisation variationnelle qui suit et dont le principe est di & J. Cheeger et
J. Dodziuk :

Proposition 2.7 ([Do82|, [Mc93]). Sur une variété compacte sans bord,

on a )
fp,i = inf sup {]wHQ’ d(p:w},
Vi wevivioy Ul




ot V; parcourt l'ensemble des sous-espaces de dimension i dans [’espace des
p + 1-formes exactes lisses.

Il est parfois commode de reformuler ce résultat de la maniére suivante,
comme je l'ai fait dans [Jalla] :

Proposition 2.8. Le spectre et les espaces propres du laplacien en restric-
tion auz formes ezactes sont ceuz de la forme quadratique Q(w) = ||w||3,
relativement & la norme |w| = dinf llollz2-

p=w

Une application immédiate de la proposition est que le spectre du
laplacien de Hodge-de Rham est continu pour la topologie C° sur I’espace
des métriques. On peut étre plus précis et controler les valeurs propres pour
une métrique g en fonction des valeurs propres pour une métrique g et de la
distance de Lipschitz entre g et g :

Corollaire 2.9 ([Do82]). Soit g et § deux métriques riemanniennes sur
une variété compacte M de dimension n, et T une constante strictement
positive. St les deur métriques vérifient %g < g <7y, alors

1

ﬁ)\p,k(Ma 9) < Ape(M,§) < 757N, 1 (M, g),

pour tout entiers k > 0 et p € [0, n].

2.3. Variétés a bord

Si U est un domaine & bord C' d’une variété compacte M, on note
j : OU — U linjection canonique et N un champ de vecteur normal au
bord. Il existe plusieurs conditions de bord admissibles pour le laplacien de
Hodge-de Rham sur U (c’est-a-dire telles que le laplacien soit autoadjoint
et vérifie une inégalité elliptique), les deux principales sont les conditions
absolues et relatives, que nous noterons respectivement (A) et (R) et qui
sont définies par

) { j:*(le) =0 ou { i:g:;l)::oo (2.10)

j*(w) =0
RN~ (211)
Pour la condition (A), Ker A est isomorphe & la cohomologie HP(U) et pour
(R), il est isomorphe & la cohomologie & support compact Hg(U) (voir par
exemple [Ta96|, ch. 5). Rappelons aussi que les cohomologies de U et U sont
isomorphes ([Ta96| ch. 5 p. 375). Il est immédiat que sous la condition (R)



on a j*(dw) = 0. Et comme la dualité de Hodge permute ces deux conditions
de bord, (A) implique que j*(x8w) = 0.

Une troisiéme condition, moins utilisée, consiste & imposer aux formes
différentielles d’etre nulles sur le bord de U :

(D) { ﬁ:g:}i)—:oo (2.12)

Pour la condition (D), le noyau du laplacien est trivial (voir [An89)]).

Rappelons qu’en restriction aux fonctions, la condition (A) est équiva-
lente & la condition de Neumann, et les conditions (R) et (D) a la condition
de Dirichlet.

Dans la condition (A) (resp. (R)), la seule équation j*(xw) = 0 (resp.
j*(w) = 0) est une condition admissible pour l'opérateur d + 3. Ces deux
conditions peuvent donc s’interpréter comme le « carré » de la condition
correspondante pour d 4+ 8. En revanche, il ne semble pas y avoir de « racine
carrée » de la condition (D). C’est entre autres pour cette raison que la
condition (D) est moins étudiée.

Pour les conditions (A) et (R), il existe une décomposition de Hodge
L?(APU) = Imd @ Ker A @ Im 8 qui dépend de la condition de bord choi-
sie. Pour une forme w, elle s’écrit w = dof + a + ddf on « et 6 vérifie la
condition de bord considérée, a étant dans le noyau Ker A correspondant
(cf. proposition 9.8 de [Ta96]).

La caractérisation variationnelle du spectre fournie par la proposition

est valable sur les variétés a bord méme sans imposer de condition de bord
aux formes différentielles. On obtient alors le spectre du laplacien pour la
condition (A). Cela s’explique par la propriété suivante :
Proposition 2.13. Si w est une p-forme ezacte sur U, alors il eviste une
forme 6 € QP(U) vérifiant la condition (A) et telle que w = d80. En par-
ticulier, la forme ¢ = 80 vérifie 7*(\yp) = 0, est orthogonale auz formes
fermées et minimise la norme L? parmi les primitives de w.

Cette propriété semble connue depuis longtemps mais elle n’est généralement
utilisée qu’implicitement dans la littérature. Une démonstration est esquissée
dans [ChT79| (section 3, p. 272) et j’en ai rédigé une version plus détaillée dans
[Jalla).

2.4. Inégalités de Sobolev

Etant donnée une variété riemannienne compacte (M", g), et deux réels
r,s > 1 tels que % — % < %, I'inégalité de Sobolev classique sur les fonctions
assure 'existence de deux constantes A, B > 0 telles que pour toute fonction
fe =),

Ifllzr < Alldfllzs + Bl e (2.14)



Cette inégalité peut se généraliser aux formes différentielles. Cela tient
essentiellement au fait que la différentielle extérieure définit un complexe el-
liptique sur ’espaces des formes différentielles. Les ouvrages consacrés aux
opérateurs (pseudo)différentiels et aux inégalités elliptiques développent ra-
rement le cas des opérateurs agissant sur les sections d’'un fibré vectoriel ; on
peut toutefois se référer au chapitre 6 de [Mo66], et une définition précise
d’un complexe elliptique est donnée dans [Ra05| (chapitre 9) et dans [Ag94].

De I'inégalité elliptique de l'opérateur (d + 8), on déduit immédiatement

Théoréme 2.15. Il existe trois constantes A, B,C' > 0 dépendant de g, r
et s telles que pour toute forme différentielle w € Q(M), on a

lwllr < Alldw]ls + B[8w]ls + Cllwll1- (2.16)

Nous aurons en fait besoin d’une inégalité prenant une forme différente :

Théoréme 2.17 (JGT06]). Soit (M,g) une variété compacte de dimen-
sion n, et deux réels r,s > 1 tels que % — % < % 1l existe une constante

c(M,g,r,s) >0 telle que pour toute p-forme w € QP(M, g), on a

inf [|w— ¢l < c|ldw]s. (2.18)
de=0

Bien que ce théoréme se démontre par des techniques assez classiques, il ne
semble pas avoir été énoncé jusqu’a récemment. On le trouve sous la plume
de V. Gold’shtein et M. Troyanov dans [GT06].

L’inégalité peut se déduire du théoréme de la maniére sui-
vante : en restriction a 'orthononal des formes harmoniques, on peut clas-
siquement choisir C' = 0, quitte & changer les constantes A et B. Si w est
orthogonale au formes harmoniques, il existe une forme fermée ¢ telle que
w — ¢ soit coexacte, et donc ||w — ¢||, < A||dw — depl|s = [|dw]]s-

L’inégalité du théoréeme nous intéressera au chapitre [ pour une
particularité apparaissant quand on fixe le degré p et qu'on pose r = % et
s = 517. En effet, les normes [w — ¢l|» et |[dw][s sont alors conformément
invariantes, et par conséquent la constante optimale dans l'inégalité
en restriction aux p-formes est un invariant conforme, qu’on notera

PR
Ky(M,[g]) = sup inf ——F, (2.19)
wear(m) de=0_[|dw][_n

Remarque 2.20. On ne connait actuellement aucune estimée de la
constante K.



2.5. L’algébre de courbure

2.5.1. Définition

La notion d’algébre de courbure est un formalisme qui peut s’avérer tres
commode quand on manipule des formes différentielles, en particulier les
formes définies & 'aide de la courbure, et qui s’est entre autres révélé utile
pour exprimer les classes caractéristiques dans la théorie de Chern-Weil. En
relation avec le laplacien de Hodge-de Rham, il nous sera utile pour exprimer
les termes de courbure dans les formules de Weitzenbdéck. Il interviendra aussi
au paragraphe suivant au sujet du laplacien de Witten.

Soit V' un espace vectoriel euclidien (en pratique, I’espace vectoriel tan-
gent T, M en un point d’une variété riemannienne). On note

CP(V) = S2APV (2.21)

'espace des formes quadratiques sur les p-formes alternées de V. A I’aide
du produit scalaire, on identifie un élément de CP & un endomorphisme sy-
métrique de APV, ou & un 2p-tenseur antisymétrique par rapport aux p pre-
miéres variables et symétrique par échange des p premiéres et des p derniéres.
L’espace des formes de courbure sur V est alors défini par

cr(v)=Eper. (2.22)

p=>0

On peut noter que C*(T'M) contient les tenseurs de Riemann et Weyl (p =
2), la métrique et le tenseur de Ricci (p = 1) et la courbure scalaire (p = 0) ;
c’est ce qui justifie la dénomination de formes de courbure pour désigner ses
éléments.

Cet espace est muni d’un produit, noté ® et qu’on peut définir par

(WRW)B (PR p)=(wWAp)R(wAp) (2.23)

pour tout w € APV et ¢ € A9V, qui lui procure une structure d’algébre.

Ce produit est communément appelé produit de Kulkarni-Nomizu, en
particulier quand p = ¢ = 1. On peut s’interroger sur cette terminologie :
bien que les contributions de Kulkarni et Nomizu a ce sujet soient substan-
tielles, elles ne sont pas les premiéres (on rencontre parfois des renvois a l'ar-
ticle [Ku72| de Kulkarni pour la définition de ce produit alors qu’elle n’est
écrite nulle part dans l'article et qu’elle y est supposée connue du lecteur!).
On trouve déja trace de ce formalisme sous la plume de S.-S. Chern dans
[Ch55] o il I'utilise pour exprimer les classes de Pontrjaguine. En outre, si
on considére les formes de courbure comme cas particulier de formes doubles,
¢’est-a-dire de formes alternées & valeur dans les formes alternées, ce produit
est simplement le produit extérieur.
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L’algébre de courbure peut aussi étre munie de plusieurs opérateurs —
algébriques ou différentiels — vérifiant entre eux un certains nombre d’iden-
tités remarquables. Nous ne détaillerons pas cet aspect, sur lequel on peut
consulter [La06a) et les références qui y sont données.

Signalons enfin que, bien que cela semble étre passé inapercu aux yeux des
géométres, 'algébre de courbure — et sa généralisation aux formes doubles —
a aussi été étudiée par des algébristes sous le vocable de mized exterior
algebra (voir par exemple [Va83| ou [Va84]).

2.5.2. Applications

On va rappeler maintenant certains énoncés qui font usage de 'algébre
de courbure. Le plus connu est sans doute la décomposition du tenseur de
Riemann en composantes irréductibles sous 'action de SO(n) :

scal
2n(n —1)

R=W+ 20 g+ gbg (2.24)

n—2
ou z = Ric —%alg désigne la partie sans trace de la courbure de Ricci.

Le produit de Kulkarni-Nomizu intervient aussi pour exprimer la cour-
bure riemannienne d’une hypersurface euclidienne. En effet, la seconde forme
fondamentale II d’une hypersurface appartient & C'(T M), et le tenseur de
Riemann R peut alors s’écrire R = %II 2,

L’étude de l'algeébre de courbure a été développée entre autres pour ex-
primer les classes caractéristiques d’une variété riemannienne. Il est ici utile
de remarquer que si p est pair, alors A?P(TM) s’injecte dans CP(TM). On
note alors 7, la projection orthogonale de CP(TM) sur A?P(TM).

Théoréme 2.25 (JCh55|, [St73]). Pour tout entier k > 1, il ezxiste une
constante cy telle que pour toute variété riemannienne compacte (M, q), la
k-ieme classe de Pontrjaguine py de M est représentée par la forme diffé-
rentielle

crmor(RF),

ot RF désigne la puissance k-iéme du tenseur de Riemann pour le produit
de Kulkarni-Nomizu.

Il existe pour tout entier n > 1 une constante ¢, telle que si (M, g) est
de dimension 2n, alors la caractéristique d’Euler de M s’écrit

(M) = ¢, /M R (d,),

ou dvg désigne la forme volume induite par la métrique g.

La formule exprimant la caractéristique d’Euler de la variété se généralise
a toutes les classes de Chern d’une variété kihlerienne :
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Théoréme 2.26 ([Gr78al). Pour tout entier k > 1, il existe une constante
ki telle que si (M, g,w) est une variété kahlerienne, la k-iéme classe de Chern
de M est représentée par

ke RF(WF).

On va conclure cette section sur le role de 'algébre de courbure dans les
formules de Weitzenbock du laplacien de Hodge-de Rham. Il est bien connu
que si w est une 1-forme différentielle, la formule de Bochner nous dit que

Aw = V*Vw + Ric(w). (2.27)
Si w est une p-forme plus générale, on sait que
Aw = V*Vw + Qp(w), (2.28)

oll @ est en tout point un endomorphisme symétrique de I'espace des p-
formes alternées sur l'espace tangent qui s’exprime linéairement par rapport
aux coefficients du tenseur de Riemann. Il revient & J.-P. Bourguignon d’avoir
montré qu’il s’exprime assez simplement & 'aide de l'algébre de courbure.
M. Labbi a indépendamment retrouvé ce résultat par d’autres méthodes et
avec des notations plus proches de celle que nous avons utilisé jusqu’ici :

Théoréme 2.29 (|Bo81],|[La06b]). Si2 <p <n-—2, la courbure de Weit-
zenbock @, s’écrit

g ® Ric _9
0 ( —2R> O ———g°
P p—1 -2’
2 _ n—2p _1
= WOt ——— 20"
(p—2)! (p—1n-2)
(n—p)scal
Dm0

On voit que lorsque n est pair et que p = 3, la contribution de z disparait.
Le tenseur @), s’exprime alors uniquement & l’aide du tenseur de Weyl et de
la courbure scalaire. Cette remarque jouera un role crucial dans le chapitre

2.6. Laplacien de Witten

2.6.1. Définition

Le laplacien de Witten est un opérateur agissant sur les formes différen-
tielles d’une variété et qui est défini comme une perturbation du laplacien de
Hodge-de Rham. Cet opérateur a été popularisé par E. Witten dans [Wi82],
ou il I'utilise entre autres pour redémontrer les inégalités de Morse (voir par
exemple [He85|).
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Le laplacien de Witten a été beaucoup étudié d'un point de vue
semi-classique, dans le prolongement des travaux de Witten (voir par
exemple [HNOG] et les références qui y sont données). Nous ne suivrons pas
cette approche quand nous manipulerons cet opérateur dans le chapitre [6]
On utilisera en revanche deux aspects du laplacien de Witten : d'une part
on peut Uinterpréter comme un opérateur de Schridinger pour les formes
différentielles (dans le cas des fonctions, on retrouve tous les opérateurs de
Schrodinger dont la premiére valeur propre est nulle), d’autre part, on peut
le construire en introduisant un découplage entre la métrique et la mesure
(voir en particulier le paragraphe [2.6.3)).

Etant donnée une fonction ¢ € C°°(M), on définit une différentielle
tordue d : QP (M) — QP (M) par

dw = e ?d(e¥w) = dw + dp Aw (2.30)
et une codifférentielle tordue & : QP (M) — QP~1(M) par
8w = €¥3(e W) = dw + 1y ,w. (2.31)

On peut vérifier que ces deux opérateurs sont adjoints 'un de l'autre. Le
laplacien de Witten associé & ¢ est alors défini par

A, =dd+8d : QP(M) — QP(M). (2.32)
On peut réécrire le laplacien de Witten sous les formes suivantes :

Théoréme 2.33. Pour toute fonction ¢, on a

A, = A+|dg]*+ Ly, + LY,
= A+]|dp]* + Ap — (Lyygp)
= A+ |dp* + Ap + 2(Hess ¢).

Précisons les notations de cet énoncé : Ly, désigne la dérivée de Lie par
rapport & Vi, *Vgo son adjoint L? et gp la métrique induite par g sur le fibré
des p-formes. Par conséquent, Lv,g, est ponctuellement une forme quadra-
tique sur APTM qu’on identifie & I’endomorphisme symétrique de APT M
canoniquement associé. Le hessien Hess ¢ de ¢ est une forme bilinéaire sy-
meétrique sur les champs de vecteur, donc sur les 1-formes, qu’on identifie
14 encore 4 un endomorphisme de A'TM. On 1'étend & APTM en posant
(Hess @) ar = (Hess @) y1 ® gp—1, ot ® désigne le produit de Kulkarni-Nomizu
dont on a rappelé la définition dans la section précédente. Autrement dit, si
(e1,...,en) est une base orthonormée de AYT M, alors

(Hessp)(e1 ... Nep) = Zel/\. ..Nej—1\Hessp(e;) Neir1A. .. Nep. (2.34)
i
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La theorie de Hodge s’applique au laplacien de Witten, en particulier on
a une décomposition de Hodge QP (M) = dQP~H(M) & Ker A, & 8QP T (M),
qui est stable par le laplacien. Si on note

0 < fip1(M,g,9) < fipa(M,g,¢) < ... (2.35)

Les valeurs propres du laplacien de Witten en restriction & SQ”H(M ), alors
son spectre en restriction a dQP~1(M) est (fi,—1.:(M, g, ¢)). Le spectre non
nul du laplacien de Witten se déduit donc des fip,—1(M, g,4),0 <p <n-—1.

En outre, le laplacien de Witten vérifie la relation de commutation sui-
vante avec le dualité de Hodge :

Agx = *A_, (2.36)
Cette relation implique que fip (g, ) = fin—p—1,i(g, —¥)-

2.6.2. Cohomologie

La différentielle tordue vérifie d2 = 0 et la théorie de Hodge s’applique
a d. Le noyau de A@ en restriction aux p-formes est donc isomorphe & la
cohomologie de d. Il Savére que la dimension de cette cohomologie ne dépend
pas de ¢, cela découle de la remarque suivante :

Lemme 2.37. Si on pose T,w = e¥w alors Tg,(?l = dT,. En particulier,
Vapplication T, est un isomorphisme du noyau (resp. l'image) de d vers le
noyau (resp. l'image) de d.

Ce lemme interviendra au paragraphe suivant, et on en déduit dés & présent :

Corollaire 2.38 ([Jal0c]). Les cohomologies de d et d sont isomorphes.
St h est une p-forme A@—harmom‘que, alors h minimise la norme L? pour
la mesure dvg, dans sa classe de d-cohomologie. De plus, T,oh est d-fermée
et minimise la norme L? pour la mesure dv, = 6*2‘Pdvg dans sa classe de
d-cohomologie.

2.6.3. Interprétation comme laplacien a densité

Dans le cas des fonctions, le quotient de Rayleigh du laplacien de Witten
peut s’écrire

_ J1dfPdvy _ [ld(e?f)Pe*Pdu,
[ f2du,  [(eff)2e2¢dy,
Il s’agit du quotient de Rayleigh usuel de la fontion e” f mais pour la mesure

dv, = e_wdvg. Cela signifie que la laplacien de Witten est conjugué, via
I'application T, défini plus haut, & un laplacien a densité.

R(f) (2.39)
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Ce principe de découplage entre la métrique et la mesure se généralise
aux formes de degré supérieur. On I’a déja vu pour les formes harmoniques
dans le corollaire ol on minimise une norme L? pour la mesure dv,,.
(C’est vrai aussi pour les valeurs propres non nulles, mais & condition de se
baser non pas sur la formule [2.6] mais sur la proposition 2.7 On obtient par
exemple :

Proposition 2.40 ([JalOc]). Le spectre et les espaces propres, transportés
par Ty, du laplacien de Witten en restriction a Imd sont ceuz de la forme
quadratique Q(w) = [, w|?dv, définie sur les formes exactes, relativement

@ la norme |w| = ien / 0|2dvy, ot dv, désigne la mesure e=2?dv,.
do=w J

2.6.4. Conditions de bord

Si U est un domaine a bord C' d’une variété compacte M, on note
j : OU — U linjection canonique et N un champ de vecteur normal au
bord. Les conditions de bord classiques du laplacien de Hodge-de Rham se
généralisent au laplacien de Witten. La condition absolue (A,) s’écrit

j*(l w):O ]*(*w):()
(Ay) { j*(lxaw) _ Ou { 7 (rdw) = 0 (2.41)

et la condition relative (Ry) est définie par
(R,) { J7(w) =0 (2.42)

Quand ¢ = 0, on retrouve les conditions absolues et relatives usuelles du
laplacien de Hodge.

La dualité de Hodge transforme la condition (A,) en la condition (R_,),
ce qui est cohérent avec la formule . B. Heffler et F. Nier montrent
dans [HNO6|] que la condition (Ry) est admissible, il en va donc de méme
pour la condition (Ay). En outre, L’opérateur T' : w — e¥w défini dans le
lemme transforme la condition (A,) en la condition (Ag).

Le corollaire [2.38] est valable dans ce contexte. En particulier, si h est
une forme A, harmonique vérifiant la condition (A,), alors T,,h est fermée,
vérifie la condition (Ag) et minimise la norme L? pour la mesure dv, dans
sa classe de cohomologie.
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Chapitre 3

Spectre des variétés qui
s’effondrent

Une hypothése assez naturelle sur la métrique d’une variété riemannienne
consiste & fixer des bornes sur le diameétre et la courbure. Sous ce genre de
contrainte, on sait minorer uniformément les valeurs propres du laplacien
agissant sur les fonctions :

Théoréme 3.1. Soit a et d deux réels strictement positifs et n un entier.
Il eziste une constante c(n,a,d) > 0 telle que si (M, g) est une variété rie-
mannienne de dimension n dont le diamétre et la courbure de Ricci vérifient
diam(M, g) < d et Ric(M, g) > —ag, alors

)\O,l(M)g) Z C.

Notons que ce probléme a fait I’objet de nombreux travaux ([LY80], [Gr80],
[BBGS5]| et [CZ95], par exemple).

1l en va différemment du laplacien de Hodge-de Rham des que le degré
des formes différentielles est non nul, méme en supposant que la courbure
sectionnelle de la variété est bornée : B. Colbois et G. Courtois ont construit
dans [CC90| des exemples (pour tout degré p) de variétés M admettant une
suite de métriques (g;) telle que lim; o0 Ap1(M, g;) = 0, la courbure et le
diameétre de M étant uniformément bornés. En outre, ils montrent que si une
valeur propre tend vers zéro a courbure et diamétre bornés alors le volume de
la variété (ou de maniére équivalente son rayon d’injectivité) tend aussi vers
zéro, c’est-a-dire qu’elle s’effondre. Ces résultats soulévent deux questions :

Question 3.2. A quelles conditions une variété qui s’effondre admet-elle
une — ou plusieurs — petite valeur propre ?

Question 3.3. A quelle vitesse les petites valeurs propres tendent-elles vers
zéro par rapport au volume ou au rayon d’injectivité de la variété ?
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Dans [CCO00], B. Colbois et G. Courtois se sont penchés sur le cas par-
ticulier des fibrés en cercles s’effondrant en tendant vers leur base pour la
distance de Gromov-Hausdorff. Ils obtiennent un décompte précis du nombre
de petites valeurs propres en fonction de la topologie, ainsi qu’un encadre-
ment de ces valeurs propres :

Théoréme 3.4 (JCCO0]). Soit a et d deuz réels strictement posilifs el
M 5 N un fibré en cercle de dimension n et de classe d’Euler [e] €
H?(N) sur une variété riemannienne (N,h). Il existe des constantes
eo(n,a,d,(N,h)) > 0 et Ci(n,a,d,(N,h)) > 0 pour i = 1,2,3 telles que
si g est une métrique sur M vérifiant diam(M, g) < d, |K(M, g)| < a et telle
que la submersion ™ soit une c-approzimation de Hausdorff pour ¢ < g,
alors pour 1 < p <n,

1. )‘p,mp+1(Ma g) > C1;

2. Si le] # 0, alors Cslle|3e® < A\1(M,g) < Csllel3e?, ou |le||2 est la
norme du représentant harmonique de [e] ;

3. Sidim H%(N,R) = 1, alors
CollelBe? < Api(M, g) < Cllele? pour 1< & < m,
avec my = by(N) 4 bp—1(N) — bp(M).

On peut bien sir se demander dans quelle mesure ce résultat ce généralise
a d’autres classes de variétés. En particulier, aprés avoir remarqué que le
parametre € du théoreme[3.4]est ordre de grandeur de la longueur des fibres,
et donc aussi du volume et du rayon d’injectivité de M, on peut préciser la

question [3.3]:

Question 3.5. A courbure et diameétre bornés, peut-on minorer le spectre
du laplacien de Hodge-de Rham par le carré du volume ou le carré du rayon
d’injectivité ?

On va présenter les différents résultats obtenus depuis [CCO0] a ce sujet.
En préliminaire, la section rappellera quelques résultats sur la struc-
ture topologique et géométrique des variétés qui s’effondrent & diamétre et
courbure bornés, essentiellement dfis & Cheeger, Fukaya et Gromov. Je ferai
aussi une bréve présentation des flots riemanniens, qui fournissent une classe
d’exemples d’effondrements.

La section sera consacrée au probléme de D'existence et du nombre
éventuel de petites valeurs propres (c’est-a-dire a la question . Il y sera
question des résultats généraux obtenus par J. Lott et de deux classes
d’exemples que j’ai étudié, a savoir les fibrés en tores sur le cercle et les
flots riemanniens, et qui illustrent la diversité des phénoménes qu’on peut
rencontrer.
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Dans la section on s’intéressera au probléme de la minoration du
spectre, pour lequel il existe deux types de résultats. D’une part, on peut
chercher une minoration sur une variété quelconque sous les hypothése de
courbure et diamétre bornés en fonction du volume ou du rayon d’injectivité,
le principal résultat en ce sens étant celui de T. Mantuano. D’autre part, on
peut chercher & répondre plus particuliérement a la question en cherchant
a généraliser le théoreme [3.4 & d’autres classes de variétés. En étudiant le
cas des fibrés principaux s’effondrant sur leur base, j’ai montré entre autres
qu’on ne peut pas minorer le spectre par le carré du rayon d’injectivité.

Enfin, une derniére section rassemblera un certain nombre de questions
ouvertes sur ce sujet.

Par rapport au texte d’exposition [Ja05| que j’ai écrit sur ce sujet, jai
ici essayé d’étre un peu plus complet sur certains aspects et de tenir compte
de I’évolution du sujet.

3.1. Variétés qui s’effondrent

3.1.1. Structure de fibré

Toutes les variétés n’admettent pas d’effondrement & courbure bornée, il
existe des obstructions topologiques. On peut par exemple remarquer que,
par définition, une variété qui s’effondre a un volume minimal nul, et par
conséquent sa caractéristique d’Euler et tous ses nombres caractéristiques
sont nuls.

L’étude de ces effondrement a fait 'objet de nombreux travaux, dont on
peut trouver un présentation synthétique dans [Ro02], et on peut en fait
décrire précisément les variétés qui s’effondrent. Si on se donne une suite
de métriques qui effondre une variété M, on peut en extraire une sous-suite
(gi) telle que (M, g;) converge pour la distance de Gromov-Hausdorff vers
un espace métrique. Dans le cas ol cet espace est une variété riemannienne
lisse (N, h), on sait que M posséde une structure de fibré sur N :

Théoréme 3.6 ([Fu87bl]). Soit (M;, g;) une suite de variétés compactes de
dimension n et (N, h) une variété riemannienne compacte de dimension m <
n. Si pour tout i la courbure sectionnelle de M; vérifie |K(M,g;)| < 1, el
st (M, g;) converge vers (N, h) pour la distance de Gromouv-Hausdorff, alors
pour tout i suffisamment grand il existe une fibration w; : M; — N dont la
fibre est une infranilvariété.

Ce théoréme généralise le théoréme de variétés presque plates de Gromov
[Gr78b], [BK97]), qui correspond au cas ou la variété N est réduite a un
point.

En général, 'espace limite de l'effondrement n’est pas une variété lisse
mais une variété stratifiée ([Fu88]). Dans ce cas, K. Fukaya montre dans
[Fu89] un résultat semblable au théoréme [3.6]
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Dans [CFG92], J. Cheeger, K. Kukaya et M. Gromov étudient de maniére
précise la métriques des variétés effondrées et montrent que dans la situation
du théoreme [3.6] la métrique le long des fibres est proche d’une métrique
invariante pour la structure nilpotente de la fibre.

3.1.2. Les flots riemanniens et leurs effondrements

Bien qu’une variété qui s’effondre admette toujours la structure de fi-
bré décrite ci-dessus, on peut étre amené & considérer une autre structure
topologique sur la variété, a savoir un feuilletage. L’idée est, & partir d’une
métrique donnée, de déformer cette métrique dans la direction des feuilles
de fagon & faire tendre le volume vers 0.

En général, la courbure n’a pas de raison de rester bornée au cours d'un
tel effondrement. On sait cependant que c’est le cas pour certains effondre-
ments des flots riemanniens, que nous allons maintenant décrire.

On considére donc un flot F — c’est-a-dire un feuilletage orientable de
dimension 1, a priori sans paramétre — sur une variété M, et si g est une
métrique sur M, on décompose g sous la forme g D gy, ol gy est la métrique
le long des feuilles et gy la composante de la métrique g orthogonale aux
feuilles.

Le flot F est dit riemannien s’il admet une métrique g quasi-fibrée, c’est-
a-dire dont la composante gy est invariante par le flot (Comme on exige
que seul gy soit invariant et pas la direction orthogonale aux feuilles, cette
propriété ne dépend pas du paramétrage choisi sur le flot). Rappelons une
propriété de ces métriques, que nous n’utiliserons pas ici mais qui est une des
principales motivations pour I’étude des flots riemanniens (voir par exemple
[Gh8&3], [Ma05], [Ma08b] et les références qui y sont données) : si on se donne
un champ d’hyperplans sur une variété riemannienne, il est totalement géo-
désique si et seulement si la métrique est quasi-fibrée pour le flot orthogonal,
ce flot étant alors riemannien.

Etant donné un flot riemannien F et une métrique quasi-fibrée g, on
notera (g) la famille de métriques définie par g. = gy @© gy pour € < 1 et
qu’on appellera « effondrement adiabatique associé & g ». Ces effondrements
nous intéressent ici pour plusieurs raisons : d’abord, Y. Carriére a montré
dans [Ca84] que la courbure de la variété reste uniformément bornée quand
€ tend vers 0; ensuite, le comportement asymptotique du spectre pour des
effondrements adiabatiques de feuilletages riemanniens a déja fait ’objet de
plusieurs travaux sur lesquels on peut s’appuyer; enfin, ils fournissent des
exemples d’effondrements dont I’espace limite est singulier (par exemple des
surfaces a bord et avec des singularités coniques, ou bien les simplexes pleins).

Rappelons aussi les invariants topologiques des flots riemanniens dont
nous aurons besoin. 3i X est un champ de vecteur tangent au flot, on définit
la cohomologie basique H*(M/F) du flot comme étant la cohomologie de
I'espace des formes basiques Q*(M/F) = {w € Q*(M), 1xw = 1xdw = 0}.
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On sait (JEKSHS85]) que si le flot est riemannien, cette cohomologie est de
dimension finie.

Si X est unitaire, la forme caractéristique du flot est y = X? et sa forme
de courbure moyenne est x = Lxx. Dans [AL92], J-A. Alvarez Lopez a
montré que la composante basique de cette forme de courbure est fermée, et
que la classe de cohomologie basique de cette composante ne dépend pas de
la métrique. On appelle classe d’Alvarez cette classe de cohomologie et on
la note [x] € HY(M/F).

Enfin, on définit la forme d’Euler du flot par e = dy — k A x. Cette
forme est fermée pour 'opérateur différentiel tordu d_, défini par d_,w =
dw + k A w, et il existe une métrique quasi-fibrée pour laquelle cette forme
est basique. La forme e représente donc une classe de cohomologie [e] dans
la cohomologie basique tordue H?2, (M /F) définie comme la cohomologie de
Q*(M/F) pour la différentielle tordue d_,. La classe [e] est appelée classe
d’Euler du flot F. Elle dépend de la métrique, mais pas le fait qu’elle soit
nulle : on peut montrer ([RP01a], [RP01b]) que [e] = 0 si et seulement s’il
existe un feuilletage transverse & F dont la torsion est basique.

3.2. Existence de petites valeurs propres

3.2.1. Cohomologie limite

Pour répondre a la question dans le cas ou (M, g;) tend vers une
variété riemannienne (N, h), J. Lott généralise un résultat obtenu par K. Fu-
kaya [Fu87al] pour le laplacien usuel et définit dans [Lo02] un opérateur li-
mite pour le laplacien de Hodge-de Rham : quitte a extraire une sous-suite
de (g;), le spectre du laplacien de Hodge-de Rham converge pour tout p et
il existe un opérateur noté AL, agissant sur un espace des formes différen-
tielles QP(N, E*), ou E* est un fibré vectoriel gradué sur N dépendant de
M, et dont le spectre {A\)% } vérifie A9 = Zginoo Ap.k (M, g;). La multiplicité

de la valeur propre nulle de AL, donne donc le nombre de valeurs propres
petites ou nulles produites par ’effondrement. Par théorie de Hodge, on peut
aussi identifier le noyau de ce laplacien limite & une cohomologie limite de
QF(N,E*).

I’étude de ces objets limites n’est pas aisée, et les résultats généraux de
[Lo02] étant trés techniques, nous ne les énoncerons pas ici. Nous allons ce-
pendant en donner des corollaires simples dans ce paragraphe et les suivants.

Pour les effondrements sur une variété N quelconque, J. Lott obtient
le résultat suivant : on peut majorer le nombre de petites valeurs pour les
1-formes en fonction de la topologie de M et N :

Théoréme 3.7 ([Lo02]). Lorsque M s’effondre a courbure bornée sur N,
le nombre mazimal m de petites valeurs propres non nulles pour les 1-formes
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vérifie

m < dim(M) — dim(N) + by (N) — by (M) (3.8)

et
m < dim(M). (3.9)

L’inégalité (3.9) a la particularité de ne pas dépendre de l'espace limite, mais
elle est peu précise car & dimension fixée, la topologie influe sur le nombre
de petites valeurs propres comme le montre le théoréme [3.10

3.2.2. Fibrés sur le cercle

Une situation assez bien comprise est celle des fibrés en tores sur le cercle
s’effondrant sur leur base. Elle illustre le réle de la topologie dans 'existence
de petites valeurs propres. En combinant les arguments de [Lo02] et [Ja03b]
(voir aussi [Ja03a]), on peut écrire :

Théoréme 3.10. Soit n > 2, A € SL,,(Z), d la multiplicité algébrique de la
valeur propre 1 de A et d' sa multiplicité géomélrique. On considére le fibré
M 5 St de fibre T™ construit par suspension du difféomorphisme A. Alors :

1. bl(M) :d/+1;

2. Si (gi)ien est une suite de métriqgue sur M telle que |[K(M,g;)| < a
et que la submersion w soit une %—appro:z:imation de Hausdorff, alors
il existe une constante ¢(M,a) > 0 telle que Ny g_q+1(M, g;) > ¢ pour
tout 1.

8. Pour tout k < d — d', il existe une famille de métriques (g¥) sur M
de courbure et diamétre uniformément bornés par rapport & € et une
constante c'(M) > 0 telle que (M, gF) dotr g o Ai(M, g&) — 0 pour
i <k quand e — 0, et A\ py1(M,gF) > " si k <n.

4. Sila matrice A est semi-simple, alors M n’admet pas de petites valeurs
propres en s’effondrant sur S*, quel que soit le degré.

Les points 2 et 4 mettent en évidence le role de la topologie dans 1'exis-
tence de petites valeurs propres.

Le point 3 montre que la géométrie de I'effondrement a elle aussi une
influence. Contrairement & ce qui se passe dans le cas des fibrés en cercles
(théoréme , le nombre de petites valeurs propres n’est pas entiérement
déterminé par la topologie du fibré : on peut le choisir librement dans des
limites fixées par la topologie. Pour obtenir ces petites valeurs propres, au lieu
d’effondrer la variété par homothétie de la fibre, on contracte la métrique plus
rapidement dans des directions déterminées par la composante nilpotente de
la décomposition de Jordan de A (voir [Ja03al]) pour les détails).
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3.2.3. Flots riemanniens

Les flots riemanniens peuvent s’interpréter comme des généralisations
des fibrés en cercle. On peut donc s’attendre & ce que le comportement de
leurs spectres soient semblables au lors d’un effondrement. Dans [Jal0al, j’ai
montré que ce n’était vrai que dans une certaine mesure. Avec les notations
définies dans la section précédente, on obtient :

Théoréme 3.11 ([JalOa)). Soit (M,g) une variété riemannienne com-
pacte de dimension n, F un flot riemannien sur M et (g-) Ueffondrement
adiabatique associé & une métrique g quasi-fibrée pour F. Alors :

1. le nombre de petites valeurs propres non nulles sur les p-formes pour
Ueffondrement (g.) est

my = dim HP(M/F) + dim H""P(M/F) — bp(M) ;

2. il existe une constante c(g, F) > 1 telle que pour tout p, tout 1 < k <
my et tout 0 <e<1,onact e <A p(M,yg:) <c- e

Le théoreme[3.11]s’applique en particulier aux fibrés en cercles, ce qui permet
de retrouver une partie des résultats de [CCQ0].

En revanche, il apparait clairement que ce n’est pas la cohomologie de
I’espace limite qui intervient, mais celle de la structure transverse. Je donne
dans [JalOa] des exemples produisant des petites valeurs propres alors que
M et l'espace limite n’ont pas de cohomologie pour les degrés autres que 0
et n, ce qui contraste avec le cas des fibrés en cercle.

On peut déduire du théoréeme [3.11] un lien entre les propriétés spectrales
du flot et les classes d’Alvarez et d’Euler :

Corollaire 3.12 ([Jal0al). S’il existe p tel que A\p1(M,g:) tend vers 0
quand € tend vers 0, alors [e] # 0.

La valeur propre Ai1(M, g:) tend vers 0 quand € tend vers 0 si et seule-
ment si (k] =0 et [e] # 0.

Dans le cas ol le flot est isométrique, on a donc une condition nécessaire
et suffisante sur le spectre — & savoir I’absence de petites valeurs propres —
pour que la classe d’Euler s’annule, comparable & celle qui est déja connue
dans le cas des fibrés en cercle (JCCO0]). Cette condition ne se généralise
cependant pas au cas des flots non isométriques. En effet, en dimension 4,
on dispose du critére suivant :

Théoréme 3.13 (|JalOal). Sur une variété compacte de dimension 4, l’ef-
fondrement adiabatique d’un flot riemannien non isométrique ne produit pas
de petites valeurs propres.
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J’ai construit dans [JalOa] un exemple de flot riemannien non isométrique
sur une variété de dimension 4 dont la classe d’Euler est non nulle, mais
dont 'effondrement ne produit pas de petite valeur propre selon le théoréme
précédent. On peut étendre cet exemple aux dimensions plus grandes par
produit.

3.3. Minoration du spectre

3.3.1. Variétés quelconques

Le théoréme [3.1] étant faux pour le laplacien de Hodge-de Rham, il est
naturel de chercher a minorer le spectre avec des hypothéses supplémentaires,
en particulier en minorant le volume ou le rayon d’injectivité. Le principal
résultat en ce sens a été obtenu par T. Mantuano :

Théoréme 3.14 ([Ma08al). Pour tous entier n > 2 et tous réels a,d,r >

0, il ezxiste une constante c(n,a,d,r) > 0 telle que si (M,g) une variété

riemannienne de dimension n vérifiant diam(M,g) < d, |K(M,g)| < a et
inj(M, g) > r alors

c

Al Z IV

pour tout p € [0,n].

S. Chanillo et F. Tréves avait auparavant publié dans [CT97|, un énoncé
plus précis : Si, pour un réel r tel que 0 < r < inj(M), on note N le
nombre de boules géodésiques de rayon 4~ "r nécessaire pour recouvrir M,
on peut déduire de leur résultat (voir [Ja05]) qu’il existe une constance C ne
dépendant que de la dimension et de la borne sur la courbure telle que

M1 (M, g) > Cr 2N~"TP+D), (3.15)

Malheureusement, le théoréme de S. Chanillo et F. Tréves est compromis
par une erreur décelée par T. Mantuano. On va voir au prochain paragraphe
(remarque qu’on peut en fait construire des contre-exemples au résul-
tats de [CT97].

Le théoreme a l'inconvénient de faire intervenir des hypotheses a
la fois sur le volume et le rayon d’injectivité, et en outre le role du rayon
d’injectivité n’y est pas explicite. Toutefois, on va voir au paragraphe suivant
qu’on ne peut pas espérer minorer le spectre par le rayon d’injectivité au carré
comme c’est le cas pour les fibrés en cercles, ni par une autre puissance du
rayon d’injectivité indépendante de la dimension.

3.3.2. Fibrés principaux en tores

Dans [Ja04], je me suis penché sur le cas des fibrés principaux s’effondrant
sur leur base — la fibre étant alors nécessairement un tore. Cette hypothése
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permet d’étudier le comportement du spectre de maniére détaillée en repre-
nant certaines techniques utilisées dans [CCO0] pour les fibrés en cercles.

Un premier résultat est qu’a courbure et diamétre bornés, on ne peut pas
minorer le spectre par une puissance du rayon d’injectivité indépendante de
la. dimension. Pour tout entier k, on peut construire un fibré dont 1’effon-
drement produit une valeur propre pour les 1-formes décroissant au moins
comme le rayon d’injectivité & la puissance 2k :

Théoréme 3.16 ([Ja04]). Pour tout entier k > 1 et pour toute variété
(N, h) telle que by(N) > k, il existe un fibré principal M en tore T* sur N,
une famille de métrique (gg)ge]o,l] sur M, et des réels strictement posilifs
C(k,(N,h)) et eg(k,(N,h)) tels que la courbure et le diamétre de (M, ge)
sotent uniformément bornés par rapport a €, Vol(M, ge) = € pour tout €, et

A1 (M, ge) < C - inj** (M, g) (3.17)

pour p =1 et 2, et pour tout € < gp.
De plus, si bi(N) > bo(M), on a aussi pour p =2 et 3

Ap,bl(N)be(M)(M7 96) < CanZk(Mv gﬁ) (318)

Remarque 3.19. Dans ces exemples, la valeur propre A, (M, g:) est en
fait de Pordre de €2 et le rayon d’injectivité de I'ordre de £'/%. Si on fixe la
dimension de la base N et qu’on choisit k suffisamment grand, ces valeurs

contredisent 'inégalite (3.15]).

En petite dimension, on peut trouver des valeurs propres décroissant plus
vite que inj?(M) pour tous les degrés :

Corollaire 3.20 ([Ja04]). Pour n =5 et 7, il existe un fibré M en tores
T? sur une variété de dimension n — 2, une suite de métrique (g.) sur M et
une constante C' > 0 telles que la suite (ge) effondre le fibré M sur sa base
a courbure et diamétre bornés quand € tend vers zéro, et que

M1 (M, ge) < C-inj*(M, ge) (3.21)
pour 1 <p<n-—1.

Le second résultat de [Ja04] consiste & minorer le spectre en restriction
aux 1-formes a la fois par le volume au carré et par une puissance du rayon
d’injectivité qui dépend de la dimension de la fibre. Cette minoration montre
que 'exposant du rayon d’injectivité dans les majorations du théoréme [3.16
et du corollaire [3.20] est optimal :

Théoréme 3.22 (|Ja04]). Soit deux réels a et d strictement positifs, un en-
tiern > 3 et (N, h) une variété riemannienne de dimension strictement infé-
rieure a n. Il existe des constantes eo(n, a,d, (N, h)) >0, C(n,a,d,(N,h)) >
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0 et C'(n,a,d,(N,h)) > 0 telles que si (M,g) est une variété rieman-
nienne de dimension n vérifiant diam(M,q) < d, |[K(M,g)| < a et si
7 : (M,g) — (N,h) est une fibration principale de fibre T* qui soit une
e-approzimation de Hausdorff avec € < gq, alors

)\I,I(Mvg) ZCVO]2(M79) ZCIIDJQk(Mag) (323)

Les résultats de [Ja04] permettent de préciser la question : la bonne
conjecture serait de minorer le spectre par le carré du volume.

3.4. Questions

3.4.1. Effondrements A courbure bornée

Comme on I’a remarqué au paragraphe pour une variété quel-
conque, on ne connait pas de minoration du spectre a courbure de diamétre
bornés qui soit vraiment explicite par rapport au volume ni méme par rap-
port au rayon d’injectivité.

Question 3.24. Peut-on donner une minoration du spectre sur une variété
quelconque qui soit explicite par rapport au rayon d’injectivité ?

Le théoreme ne donne qu’une minoration du spectre sur les fibrés
principaux et en restriction aux 1-formes, ce qui pose le probléme de sa
généralisation.

Question 3.25. Peut-on généraliser la minoration du spectre sur les fibrés
principavs aur p-formes différentielles, pour tout p ?

Enfin, on peut reformuler la question au vu des résultats présentés
au paragraphe précédent :

Question 3.26. La minoration du spectre par le volume au carré de la va-
riété se généralise-t-elle 4 d’autres familles de variétés ?

3.4.2. Effondrements a courbure minorée

Plus récemment a été abordé le probléeme de l'existence de petites va-
leurs propres sous une hypothése géométrique plus faible, & savoir que la
courbure sectionnelle est seulement bornée inférieurement, le diamétre res-
tant majoré. Plus précisément, des exemples de petites valeurs propres ont
été exhibés pour une famille d’effondrements & courbure minorée présentée
par T. Yamaguchi dans [Ya9l|] : soit M une variété sur laquelle agit un
groupe de Lie compact G (cette action n’est pas nécessairement libre). On
munit M et G des métriques bi-invariantes g et g respectivement, et pour
tout € ont définit sur M la métrique g comme étant la métrique quotient de
((G,€2g) x (M, g))/G pour Paction diagonale de G. La variété (M, g.) tend
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pour la distance de Gromov-Hausdorff vers M /G quand € — 0, la courbure
de g. restant uniformément minorée.

J. Takahashi a exhibé dans [Ta02] un premier exemple de petite valeur
propre en considérant une action de S! sur S?" (remarque : comme la ca-
ractéristique d’Euler des sphéres de dimension paire est non nulle, elles ne
peuvent pas s’effondrer a courbure bornée). J. Lott a généralisé ce résultat
dans [Lo04] en donnant pour tous les effondrements de Yamaguchi décrits
ci-dessus une minoration du nombre de petites valeurs propres qui dépend
de la topologie de M et M/G.

Les connaissances sur ce probléme restent trés limitées. On ne sait par
exemple pas si la liste de petite valeurs propres donnée dans [Lo04] est ex-
haustive. En outre, le comportement asymptotique du spectre dépend de
la géométrie de I'effondrement, comme le montre ’exemple des sphéres de
dimension impaire :

Exemple 3.27. On considére I'action de SO(2n) sur la sphére 271, Lef-
fondrement de Yamaguchi (S?"~!, g.) associé a cette action est une simple
homothétie qui effondre la sphére sur un point sans produire de petite valeur
propre. Cependant, comme S?"~! est muni d’une structure de fibré en cercle,
on peut ensuite appliquer le théoréme [3.4] et effondrer ce fibré de maniére
a obtenir une suite de métriques g telle que g < g. et A\;1(M,gl) < e, la
courbure restant uniformément minorée.

Remarque 3.28. IL’exemple peut se généraliser aux fibrés en cercles
dont la base s’effondre a courbure minorée. On peut noter par ailleurs qu’on
utilise le fait que la variété admet une petite valeur propre a courbure bornée.

Question 3.29. Friste-1-il une variété M dont le volume minimal est nul,
qui n’admet pas de petite valeur propre a courbure sectionnelle bornée mais
qui en admel & courbure minorée ¢

On peut aussi envisager d’affaiblir encore 'hypothése sur la courbure :

Question 3.30. FEriste-i-il une wvariété qui n’admet pas de pelite valeur
propre G courbure sectionnelle minorée mais qui en admet G courbure de
Ricei minorée ?

Enfin, on peut reformuler la question avec ces hypotheéses :

Question 3.31. A diamétre borné et courbure minorée, peut-on minorer la
premiere valeur propre du laplacien de Hodge-de Rham par le volume de la
variété au carré ?
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Chapitre 4

Spectre et géométrie conforme

Si g est une métrique riemannienne sur une variété M, la classe conforme
de g est définie par

[9] = {h?g, h € C>(M), h > 0}. (4.1)

L’étude des invariants géométriques et analytiques d’une classe conforme est
un sujet ancien qui fait I’objet d'un vaste littérature, une des principales
motivations étant le probléme de Yamabe, c’est-a-dire la recherche d’une
meétrique de courbure scalaire constante dans une classe conforme donnée.

On peut s’intéresser au probléme des petites valeurs propres du laplacien
de Hodge-de Rham dans ce contexte. Dans ce chapitre, nous allons nous pen-
cher sur cette question en I’élargissant & d’autres opérateurs et au probléme
de l'existence de grandes valeurs propres :

Question 4.2. Peut-on faire tendre les valeurs propres d’un opérateur géo-
métrique vers 0 ou +0o en fizant la classe conforme C' et en posant Vol(M) =
17

Formulé autrement, le probléme consiste a étudier les extrema de la fonc-
tionnelle )
g = A(M, g) Vol(M, g) =, (4.3)

ou \;(M, g) désigne une valeur propre d’'un opérateur géométrique d’ordre
deux, par exemple le laplacien. On s’intéressera plus précisément au laplacien
usuel, au laplacien de Hodge-de Rham et au carré de 'opérateur de Dirac.

Pour ces opérateurs, la réponse a la question est maintenant connue,
grace & des travaux effectués des années 80 jusqu’a aujourd’hui. Le tableau
qui suit résume ces résultats pour la premiére valeur propre de 'opérateur.

On va présenter ces résultats de maniére plus détaillée dans la suite du
chapitre.

La premiére section sera consacrée au cas du laplacien usuel. On dévelop-
pera en particulier des résultats concernant le volume conforme, un invariant
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infyec M SUPgec A1
< 400
fonctions =0
(Li & Yau, El Soufi & Tlias)
opérateur > 0 (Lott,
= 400 (Ammann & J.)

de Dirac Hijazi, Ammann)
formes, p = 5 >0 (J.) +00
formes, p # 5 =0 (J.) (Colbois & El Soufi)

TABLE 4.1 — extrema de A1 dans une classe conforme

conforme introduit par P. Li et S. T. Yau et qui permet de majorer la premiére
valeur propre du laplacien. Ma contribution & I’étude du volume conforme
consiste & montrer que sur une variété donnée, on peut toujours trouver une
classe conforme dont le volume conforme est inférieur & une constante ne

dépendant que de la dimension (voir paragraphe [4.1.3]).

Dans la seconde section, on traitera le cas de 'opérateur de Dirac, et plus
généralement des opérateurs conformément covariants, comme le laplacien
conforme ou 'opérateur de Paneitz : en effet, les résultats concernant 1’exis-
tence ou non de bornes conformes sur le spectre sont liées de maniére cruciale
a cette propriété de covariance conforme qu’on rappellera. Avec B. Ammann,
nous avons en particulier montré ’absence de borne supérieure pour les va-
leurs propres & volume fixé.

On verra enfin le cas du laplacien de Hodge-de Rham. J’ai montré pour
cet opérateur qu’il existe une minoration conforme du spectre du méme type
que celle qui existe pour l'opérateur de Dirac, mais uniquement pour les
formes de degré n/2 en dimension n paire, et pour les formes coexactes de
degré [n/2] en dimension impaire. Il n’existe pas d’autres rigidités : B. Colbois
et A. El Soufi ont montré qu’on peut faire tendre les valeurs propres vers
Iinfini pour tous les degrés autres que 0 et 1, et j’ai montré que pour les
degrés pour lesquels on ne connaissait pas de bornes conformes, on pouvait
en fait prescrire le début du spectre & volume fixé.

Ce chapitre doit beaucoup a l'article d’exposition [Ja0T7a] que j’ai écris

pour les actes du Séminaire de théorie spectrale et géométrie, certains passage
ayant toutefois été remaniés ou mis a jour.
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4.1. Laplacien agissant sur les fonctions

4.1.1. Spectre conforme

On peut assez facilement déformer la métrique d’une variété compacte
de sorte que la premiére valeur propre du laplacien tende vers zéro, il suffit
de construire une haltére de Cheeger, et cette déformation peut se faire de
maniére conforme. Le procédé se généralise sans probléme & plusieurs valeurs
propres.

En revanche, déterminer la borne supérieure d’une valeur propre dans
une classe conforme est beaucoup plus délicat. On sait toutefois, grace aux
travaux de N. Koorevar que cette borne supérieure est finie :

Théoréme 4.4 ([Ko93|). Soit M une variété compacte de dimension n et
C' une classe conforme de métriques sur M. Il existe une constante a(C) > 0
telle que
2 2
sup A (M, g) Vol(M, g)n < a-kn.
geC

Pour k£ = 1, une telle majoration avait déja été obtenue par A. El Soufi et
S. Hlias dans [ESI86) (voir paragraphe suivant).

Ce résultat permet de définir des invariants conformes de la variété M
en considérant la borne supérieure de A\ (M, g) Vol(M, g)% dans une classe
conforme. ces invariants ont été définis et étudiés par B. Colbois et A. El Soufi
dans [CES03) :

Définition 4.5 (JCESO03]). Soit M wune variété riemannienne compacte
et C' une classe conforme de métriques sur M. La k-iéme valeur propre
conforme de (M,C) est définie par

3o

(M, C) = sup A\,(M, g) Vol(M, g)
geC

La suite (A\;,(M,C)), est appelée spectre conforme de (M,C).

On connait peu de valeurs exactes des Af(M,C). Outre le cas de la 1
valeur propre de certaines variétés s’immergeant isométriquement minimale-
ment dans des sphéres que nous verrons au paragraphe le seul exemple
semble étre AS(S?, Cean) = 167 calculé par N. Nadirashvili dans [Na02].

B. Colbois et A. El Soufi obtiennent dans [CES03| quelques estimées
générales des valeurs propres conformes, & commencer par une minoration
par le spectre conforme de la sphére :

Théoréme 4.6. Pour toute classe conforme C sur une variété M de dimen-
ston n, et tout entier k>0 on a

MM, C) > A(S™, Cean)-
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Ce résultat était déja connu pour k =1 (JEN99]).
Leur second résultat est que la différence entre deux valeurs propres
conformes consécutives est uniformément minorée :

Théoréme 4.7. Pour toute classe conforme C sur une variété M de dimen-
sion n, et tout entier k>0 on a

€M, C)2 = No(M,C)2 > N(S™, Cean)® = n2wy,
ol wy, désigne le volume de S™ pour sa métrique canonique.
On peut en déduire une minoration de Af,(M, C) en fonction de n et k :

Corollaire 4.8. Pour toute classe conforme C sur une variété M de dimen-
ston n, et tout entier k>0, on a

2
Xe(M,C) > nwy k.

Notons que dans cette derniére égalité, on a égalité sur les sphéres pour k = 1
et n quelconque, ainsi que pour k =n = 2.

La question se pose naturellement de savoir quelles métriques peuvent
réaliser le maximum de A (M, g) dans une classe conforme. A. El Soufi et
S. Tlias montre dans [ESI03| que pour une telle métrique, la valeur propre
A:(M, g) est nécessairement multiple. On peut en déduire, en conjonction
avec le théoréme qu’une métrique ne peut pas maximiser trois valeurs
propres consécutives dans sa classe conforme.

4.1.2. Volume conforme et premiére valeur propre du lapla-
cien

Le cas de la premiére valeur propre du laplacien est particulier car
A. El Soufi et S. Ilias, généralisant en toute dimension un résultat obtenu en
dimension 2 par P. Li et S. T. Yau [LY82], en ont donné une majoration plus
précise que celle de N. Korevaar — et en un sens optimale — en utilisant le
volume conforme.

Si on note Gy le groupe des diffeomorphismes conforme de la sphére SV
munie de sa structure conforme canonique, le volume conforme de la variété
M pour la classe conforme C, introduit par P. Li et S. T. Yau dans [LY82],
est défini par

Vo(M,C) =inf inf Vol M)), 4.9
(M, C) =i Y ol(y 0 p(M)) (4.9)

I'application ¢ parcourant I’ensemble des immersions conformes de (M, C)
dans S™.
La propriété du volume conforme qui nous intéresse ici est la suivante :
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Théoréme 4.10 (JLY82|,|[ESI86]). Si (M,g) est une wvariété rieman-
nienne compacte, alors

M (M, g) Vol(M, g)= < nVe(M, [g])7.

La principale motivation de P. Li et S. T. Yau était d’utiliser le théo-
réme pour démontrer des cas particuliers de la conjecture de Willmore.
Cette conjecture affirme que pour toute immersion 72 — R? du tore, l'inté-
grale fTQ H 2dvg du carré de la courbure moyenne est minorée par 272 (voir
le survol [Wi00] de T. J. Willmore). Li et Yau ont montré qu’on peut la
minorer en fonction du volume conforme, ce qui leur a permis de démontrer
cette conjecture pour certaines classes conformes d’immersion du tore.

Signalons que cette inégalité a trouvé récemment une nouvelle applica-
tion : en la généralisant a des orbivariétés, I. Agol a montré dans [Ag06] qu’il
n’y a quun nombre fini de groupes de réflexions kleiniens arithmétiques
maximaux.

Outre le fait qu’elle est plus explicite que la majoration obtenue par
N. Korevaar, I'inégalité du théoréme [4.10| a 'intérét qu’on peut caractériser
le cas d’égalité et en exhiber des exemples.

Définition 4.11 ([ESI92]). On dit qu’une métrique g sur une variété com-
pacte M est A\i-minimale si (M,g) s’immerge isométriquement minimale-
ment dans une sphére par ses premiéres fonctions propres.

Théoréme 4.12 (JESI86]). Soit (M, g) est une variété riemannienne com-
pacte. On a l'égalité \y (M, g) Vol(M, g)% = nV.(M, [g])% si et seulement si
(M, g) est \i-minimale.

Remarque 4.13. La A\j-minimalité est aussi fortement liée & I'extrémalité
de la métrique pour la fonctionnelle (4.3)) pour k = 1 dans 'espace de toute
les métriques (voir [Na96| et [ESIO0]).

La condition de Aj-minimalité a été étudiée par T. Takahashi dans [Ta66],
ou il montre qu’elle est équivalente a 'existence d'une famille de premiéres
fonctions propres (fi,..., fr) telle que g = Zle df?, et que cette condi-
tion est vérifiée sur les variétés homogénes irréductibles. Elle ’est aussi sur
les variétés fortement harmoniques ([Be78|) et sur quelques autres exemples
(IMOUS84]). On peut en déduire les valeurs exactes du volume conforme et
de la premiére valeur propre conforme sur les espaces projectifs munis de
leur métrique canonique :

Remarque 4.14. En dimension 2, la fonctionnelle est uniformément
majorée sur 'espace de toutes les métriques, et une métrique réalisant son
maximum est A{-minimale. Qutre le cas de la sphére, on connait deux valeurs
explicites de A{ dans cette situation. Sur le tore, le maximum est atteint par
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HP" mo | (= Z“ ) ik | 8m(n+ 1)(2n + 1)1 73
CaP? 16 6(3m)" 487 (5;)
11! 11!

TABLE 4.2 — Quelques variétés Aj-minimales

2072
[Na96]). Ce maximum a aussi été récemment calculé sur la bouteille de Klein
dans [ESG.JOT].

le tore équilatéral T2 = R?/ ((1,0)2 @ (3 f)Z) et \{(Toq) = %WQ (voir

Remarque 4.15. La propriété de Aj-minimalité est stable par produit :
on peut facilement vérifier que si deux variétés ont méme premiére valeur
propre et que leur métrique peut s’écrire sous la forme g = Zle d ff ou les
fi sont des premiéres fonctions propres, il en va de méme pour leur produit.
On peut construire ainsi d’autres exemples comme le tore de Clifford S* x S?.

4.1.3. Volume conforme et chirurgies

L. Friedlander et N. Nadirashvili ont redemontre de maniére indépen-
dante dans [FN99] que A\i(M,g) Vol(M, g)n est majoré dans une classe
conforme. Ils définissent aussi un nouvel invariant différentiable de M
par v(M) = infy X{(M,[g]) et montrent qu’il est toujours minoré par
A{(S™, Cean). On peut définir un « spectre conforme minimal » pour M
en étendant cet invariant aux autres valeurs propres par

(M) = inf (M, [g). (4.16)

Ces invariants sont trés mal connus. On peut déduire des résultats évo-
qués précédemment que v1(S™) = A{(S™, Cean), on peut aussi affirmer que
12(S?) = 167 et v1(RP?) = 127 en utilisant le fait que ces deux variétés n’ont
qu’une classe conforme. A. Girouard a récemment montré dans [Gi09] que
v1(T?) = v1(K?) = 87 ot K? désigne la bouteille de Klein, et on conjecture
que pour toute surface compacte ¥ autre que RP2, on a v1(X) = 8.

Il est difficile d’extrapoler ce que peut étre le comportement de ces inva-
riants & partir d’aussi peu d’exemples, surtout que la dimension 2 pourrait
étre pathologique. Le cas du plan projectif montre cependant que 'invariant
v1(M) n’est pas trivial.
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Pour étudier cet invariant, j’ai proposé dans [Ja08al] d’introduire un nou-
vel invariant des variétés différentielles, que j’ai baptisé volume de Mdbius,
et défini & I'aide du volume conforme :

Définition 4.17. Si M est une variété différentielle compacte, on définit le
volume de Mobius de M par

Via(M) = inf Ve(M, [g]).

On a alors la majoration suivante, qui découle immédiatement du théo-
reme 10 :
2
vi(M) < nVp(M)n. (4.18)

Pour définir le volume conforme minimal, il suffit dans la relation de
supprimer la condition que I'immersion ¢ soit conforme, c’est a dire qu’on
a:
Vm(M) = inf sup Vol(y o p(M)). (4.19)
P:M—SF o eq(Sk)

Contrairement au spectre conforme minimal dont la définition fait appel a
des structures riemanniennes et conformes sur la variété, on a donc seulement
besoin ici de la structure différentielle de M et de la structure conforme de
la sphére canonique, ce qui justifie la dénomination de volume de Mobius.

Les seules valeurs exactes connues du volume de M&bius sont Vay(S™) =
wy et Vi (RP?) = 67. On peut cependant montrer qu’a dimension fixée, il
est uniformément majoreé :

Théoréme 4.20 ([Ja08a]). Pour tout entier n > 2, il existe une constante
c(n) > 0 telle que pour toute variété compacte M de dimension n, on a

V(M) < c(n).

On en déduit immédiatement que U'invariant v (M) est uniformément majoré
a dimension fixée.

Le principe de la démonstration est d’étudier comment varie le volume
de Mobius quand on pratique des chirurgies sur la variété. On peut montrer
en particulier les deux relations qui suivent :

Proposition 4.21. Sojjn >2 et 0< k< n-—2. I existe une constante
c(n, k) > 0 telle que si M est une variété obtenue par chirurgie de degré k sur

une variété compacte M de dimension n, alors V(M) < sup{Vm (M), c}.

Proposition 4.22. [l existe une constante c(n) > 0 telle que si M
et My sont deur wvariétés compactes de méme dimension n > 3 alors

Vm(Mi#EMz) < sup(Va(Mi), Va(Mz), c).

En se basant sur ces résultats, on montre que le volume conforme est uni-
formément majoré sur toute classe de cobordisme, et on conclut en utilisant
le fait que I’ensemble des classes de cobordisme est un groupe de type fini
pour la somme connexe.
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4.2. Opérateur de Dirac et opérateurs conformé-
ment covariants

4.2.1. Opérateurs conformément covariants

Nous allons ici nous intéresser & des opérateurs qui peuvent étre assez dif-
férents dans leur construction mais qui partagent une propriété de covariance
conforme. Avant de définir cette propriété, commencons par une présentation
des deux principaux exemples de tels opérateurs.

Si (M, g) est une variété riemannienne munie d’une structure spinorielle
X, on peut définir 'opérateur de Dirac D agissant sur les sections du fibré
des spineurs ¥4 M (voir par exemple [LM89)] ou [Hi01]). C’est un opérateur
elliptique du 1° ordre dont le spectre n’est pas borné inférieurement. Par
commodité, et pour garder une certaine cohérence des notations par rapport
aux autres opérateurs traités dans ce texte, nous considérerons le spectre de
D2, que nous noterons

0< M(M,x,9) < Ao(M,x,9) < ... (4.23)

On notera en outre AT(M, x, g) la premiére valeur propre strictement posi-
tive.

Le laplacien conforme, appelé aussi opérateur de Yamabe, qui agit sur
les fonctions de M est défini, quand la dimension n est au moins égale & 3,
par

—9
Lg:f»—>Af—|—4n

=1 scalg f, (4.24)

ou scal, désigne la courbure scalaire pour la métrique g (en dimension 2, la
laplacien conforme s’identifie au laplacien usuel). Il suscite un intérét parti-
culier du fait de son lien avec le probléme de Yamabe. Le spectre de L est
borné inférieurement, mais peut contenir un nombre fini de valeurs propres
négatives. Nous noterons son spectre complet par

M(M,Ly) < Ao(M,L,) < ... (4.25)

et par AT (M, Lg) (resp. A~ (M,L,)) la plus petite valeur propre (en valeur
absolue) strictement positive (resp. strictement négative).

Les opérateurs D et L ont en commun une propriété de covariance
conforme : on dit qu’on opérateur T d’ordre j est conformément covariant
s’il vérifie la relation s -

Tpeg=h""2 Tgh 2z (4.26)

oll h est une fonction strictement positive et Ty désigne I'opérateur T pour la
métrique g. Cette propriété est vérifiée par d’autres opérateurs, par exemple
lopérateur de Paneitz (pour j = 4). On peut déduire immédiatement de
cette relation que la dimension du noyaux de T'— donc en particulier ceux
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de D et L — est un invariant conforme, ce qui justifie le fait de ne s’intéresser
ici qu’a leurs valeurs propres non nulles.

Certaines connivences entre les spectres de ces deux opérateurs sont bien
connues, citons par exemple 'inégalité suivante due a O. Hijazi ([Hi86]) sur
laquelle nous reviendront :

n
n—2

Cette inégalité n’est significative que si A\q(M, L) est strictement positif.

M(M, x,9) = M (M, Ly). (4.27)

4.2.2. Minoration conforme du spectre

Le comportement du spectre des opérateurs conformément covariants, au
moins dans le cas sous-critique (c’est-a-dire quand 'ordre de 'opérateur est
strictement inférieur & la dimension de la variété), contraste avec celui du
spectre du laplacien usuel. Un premier résultat en ce sens est qu’on ne peut
pas faire tendre les valeurs propres vers zéro dans une classe conforme :

Théoréme 4.28. Soit (M, x) une variété spinorielle compacte et C une
classe conforme de métrique sur M. Alors

inf AT (M, x, g) Vol(M, g)= > 0.
geC

Ce théoréme a été démontré par J. Lott ([Lo86]) dans le cas ou l'opérateur
de Dirac est inversible, et dans le cas général par B. Ammann ([Am03]). Les
deux auteurs remarquent que la démonstration est valable pour n’importe
quel opérateur elliptique autoadjoint conformément covariant de degré stric-
tement inférieur & n, et quel que soit le signe des valeurs propres. On peut
donc remplacer A\T(M,x,g) par |\~ (M,x,g)|, AT (M,Ly) ou |\~ (M,Ly,)]
dans le théoréme 28]

Dans [Am09|, B. Ammann étudie 'existence de métriques réalisant la
borne inférieure du théoréme [£.28] Dans le cas ou cette borne est strictement
plus petite que celle de la sphére canonique (cette condition est étudiée plus
en détail dans [ATIMO6], elle est en particulier vérifite par M = RP+3
pour AT ou A~ selon le choix de la structure spinorielle), il montre qu’elle
est atteinte en élargissant la classe conforme C' & des métriques dégénérées
de la forme h%g ou g est une métrique de C et h une fonction C>* qui peut
s’annuler.

Dans le cas o l'invariant de Yamabe, défini par

1,d
Y(M,C) = inf g sealy dvy. (4.29)

est strictement positif, ce qui est une restriction topologique et géométrique
assez importante, on a aussi 'identité classique pour n > 3
n—2

mY(M, o), (4.30)

inf Ay (M, L) Vol(M, g) =
geC
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qui nous dit que AT(M,Ly) = Ai(M,L;) en donnant au passage une
minoration optimale de AT (M,Ly) Vol(M, g)%, et qui fournit aussi en
conjonction avec l'inégalité de Hijazi une minoration explicite de
M (M, x,9g) Vol(M,g)% pour n > 3. C. Bér a étendu dans [Ba92| cette in-

égalité a la dimension 2 :
Mi(S%, x, 9) Vol(S?,x, g) > 4. (4.31)

Pour les surfaces de genre supérieur ou égal a 1, l'invariant de Yamabe est
négatif ou nul, et donc I'inégalité est triviale.
Signalons aussi que dans [AHO6b], B. Ammann et E. Humbert étudient

2
n.

'existence de métriques minimisant Ay (M, Lg) Vol(M, g)

4.2.3. Invariants o et 7

On a vu que la majoration de la premiére valeur propre du laplacien
dans une classe conforme permettait de définir un invariant différentiel par
un min-max. On peut définir des invariants similaires & ’aide de I'opérateur
de Dirac et du laplacien conforme et d’un max-min.

Un invariant de ce type a déja été défini a l'aide de l'invariant de Ya-
mabe. Cet invariant, introduit indépendamment par O. Kobayashi [Ko87] et
R. Schoen [Sc87], est noté o(M) et appelé invariant de Schoen ou invariant
de Yamabe différentiel :

o(M) = Sup Y(M, [g]), (4.32)

2
Comme pour toute classe conforme C' on a Y(M,C) < n(n — 1)w; cette
2

borne supérieure est finie, et o(M) < n(n — 1)w,;. Dans le cas ou o(M)
est strictement positif, ’égalité (4.30)) nous dit que c’est I'invariant annonce
pour le laplacien conforme (& une constante multiplicative prés) :

Aln —1
4 =) o inf A (M, L;) Vol(M, §) . (4.33)

M:
(M) n—2 g gelg

Remarque 4.34. L’invariant qu’on pourrait définir de la méme maniére
avec AT (M,Ly) semble moins pertinent (et plus difficile & étudier) car le
nombre de valeurs propres négatives ou nulles de L dépend de la classe
conforme.

L’invariant o a été plus étudié que linvariant v de Friedlander-
Nadirashvili vu au paragraphe en raison de ses liens avec le probléme
de Yamabe, I'existence de métriques de courbure scalaire positive et la re-
cherche de métriques d’Einstein (voir par exemple [Sc89]). Un certain nombre
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de travaux récents portent sur I’évolution de o(M) quand on proceéde a des
chirurgies sur M (voir notamment [Pe98], [Pe00], [PY99] et [ADH]). Je ne
présenterai pas ici ’ensemble des résultats obtenus, je me contenterai de
rappeler quelques valeurs exactes connues de l'invariant o.

En dimension quelconque, on sait calculer l'invariant o sur les variétés
suivantes (voir [Ko87| et [Sc89]) :

o(S™) = o(#i(S™ x S1)) = n(n — 1wy, et o(T"#N) = 0

pour tout entier ¢ € N* et toute variété N telle que o(N) > 0.
Une attention particuliére a été portée aux variétés de dimension 3 : pour
tous entiers 7, j, k et [ telsque i+ 7 > 1, on a

o(Hi(RPP) ] (RP? x S")#k(S” x SO#I(S? x §1)) = 65 0(2523)

)

o1 5? x S1 désigne le fibré non orientable en cercle sur S? (voir [ANQ7] et les
références qui y sont données). L’exemple de RP3, calculé par H. L. Bray et
A. Neves dans [BN04|, vient conforter la conjecture selon laquelle pour les
quotients de la sphéres, on a o(I'\S™) =n(n —1) (wn/]F])%

Dans [AHO6a], B. Ammann et E. Humbert définissent I'invariant corres-
pondant pour 'opérateur de Dirac

7(M, x) = sup inf \/A(M, X, §) Vol(M, 3)7, (4.35)
g 9€ldl
I'une des motivations étant que que l'inégalité de Hijazi le lie & 'invariant
de Schoen : n
M,x)*> ———a(M). 4.36
r(MX)? 2 o) (4.36)
Dans ce cas aussi le nombre de valeurs propres nulles peut varier avec la
classe conforme, c’est la raison pour laquelle on considére A\j (M, x, g) et pas
AT(M, X, 9)- 1
On a la majoration 7(M, x) < 7(S™, x) = Sw); (voir [Am03], [AGHMOS]
et [AHMO04]) et on connait la valeur de 7 sur quelques variétés : dans [AHO06al,
B. Ammann et E. Humbert déduisent de (4.36) que

T(Sn—l « SlaX) — gwﬁl = ’T(Sn,X), (437)

et montrent que 7(72,x) = 0 ou 2/7 selon la structure spinorielle . Dans
[AHOS8|, ils étendent ce dernier résultat aux autres surfaces orientables com-
pactes et montrent en toute dimension que 7(M,x) croit par adjonction
d’anses. Comme dans le cas de l'invariant ¢, Ammann, Dahl et Humbert ont
obtenu plus récemment des estimées de l'invariant 7 quand on procéde a des
chirurgies plus générales (JADHO9D]).
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4.2.4. Grandes valeurs propres

En ce qui concerne le question de savoir si on peut faire tendre les valeurs
propres vers 'infini, le comportement des opérateurs conformément covariant
est 1a encore différent de celui du laplacien. Avec Bernd Ammann, nous avons
montré que les valeurs propres ne sont pas bornées :

Théoréme 4.38 (JAJ11]). Soit M une variété compacte de dimension n
et C une classe conforme de métrique sur M. Sin > 3, alors

sup AT (M, L) Vol (M, g) = +o00,
geC
et ,
inf \™(M,Lgy) Vol(M, g)n = —o0.
geC

Sin > 2 et que M est munie d’une structure spinorielle x, alors

sup AT (M, x, g) Vol(M, g)% = 4o00.
geC

Ce résultat est en fait valide pour les autres opérateurs conformément
covariant sous une hypothése technique d’inversibilité sur les cylindres. Plus
précisément, on dit qu’un opérateur conformément covariant vérifie I’hypo-
thése (*) 8l est invariant sur la variété S~ 1 x R munie de la métrique
produit, S?~! étant munie de sa métrique canonique.

Théoréme 4.39 (JAJ11]). Soit T un opérateur elliptique conformément
covariant d’ordre k défini sur les variétés de dimension n > k et vérifiant
Uhypotheése (*). Si M est une variété compacte de dimension n et qu’on note
AT (M, T,g) la premiere valeur propre strictement positive de T sur (M, g),
alors

3o

sup AT (M, T, g) Vol(M, g)
geC

= +OO
pour toute classe conforme C sur M.

La démonstration de ce théoréme utilise des métriques, baptisées « métriques
Pinocchio » dans [ABO0], qui sont telles qu'un domaine de la variété soit
presque isométrique a la réunion d’un cylindre arbitrairement long et d’une
demi-sphére collée a I'une de ses extrémité (le « nez » de la métrique).
L’hypothese (*) est satisfaite par les opérateurs conformément covariant
les plus courants; on peut le vérifier en exploitant la positivité de certains
termes de courbure sur S ! x R. Dans le cas de I'opérateur de Dirac en
dimension n > 3, on utilise la formule de Schrédinger-Lichnerovicz

1
D? = V*V + Zscalg. (4.40)
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4.3. Laplacien de Hodge-de Rham

4.3.1. Obstruction conforme en degré médian

On a vu que le comportement du spectre du laplacien agissant sur les
fonctions — c’est-a-dire les formes différentielles de degré 0 — dans une
classe conforme est en un sens opposé & celui de I'opérateur de Dirac. On va
voir que pour les formes de degré supérieur, on trouve des comportements
commun a 'un ou a 'autre de ces deux opérateurs.

On va commencer par s’intéresser & un phénomeéne qui contraste avec le
cas des fonctions : en restriction aux formes de degré [%], il apparait une
rigidité semblable & celle de 'opérateur de Dirac. Elle est liée aux inégalités
de Sobolev présentées dans la section et plus particuliérement au fait

que les constantes K, définies en (2.19)) sont des invariants conformes :

Théoréme 4.41 (|[Ja07b]). Soit M™ une variété compacte de dimension
n > 3, C une classe conforme de métriques sur M. Pour toute méltrique
gelC,ona

2

#ia]1 (M, ) VOl(M, g) > K[n)(M, C)72.
Si n est pair, cette inégalité est optimale.

Remarque 4.42. On peut facilement t2rouver des variétés qui s’effondrent
en faisant tendre ,u[%]’l(M, g) Vol(M, g)n vers zéro. On ne peut donc pas
donner de majoration uniforme de K (2] (M, C) en fonction de bornes sur le
diameétre et la courbure de la variété pour une métrique g € C.

Remarque 4.43. De maniére assez inattendue, le théoréme [4.41] s’est ré-
vélé avoir des applications a la construction de valeurs propres multiples
et a la prescription de spectre avec multiplicité, dans [Ja09al], et surtout
dans [Jalla] ou il joue un réle crucial : on verra en effet au chapitre [6] que
la construction de valeurs propres multiples faite dans [Jallal] s’appuie sur
un résultat de convergence du spectre d’une variété vers celui d’'un de ses
domaines pour les degrés autres que [5], cette convergence étant obtenue au
moyen de déformations conformes (théoréme ; le théoréme permet
de controler le spectre pour le degré [§] dans cette construction et de garantir
en particulier qu’il n’apparait pas de petite valeur propre dans ce contexte.

Comme pour les fonctions, on peut définir un spectre conforme pour les
formes différentielles par

2
n

1k (M, C) = inf pn) (M, g) Vol(M, g) (4.44)

3
Le théoréme donne la valeur de la premiére valeur propre conforme en
fonction de la constante K, en dimension paire, et une minoration en dimen-
sion impaire. On peut aussi donner une majoration du spectre conforme en
fonction de celui de la sphére :
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Théoréme 4.45 ([Ja07bl). Pour toute classe conforme C sur la variété
compacte M et tout k > 1, on a

2 n
lu‘lcf(M7 C) S :ui(sna CCan) S k"ﬂf{(s aCcan),
0l Cean est la classe conforme de la métrique canonique de la sphére.

Un probléme naturel est de déterminer si la borne inférieure uf(M,C)
est atteinte par une métrique réguliére, en particulier si k¥ = 1. Dans |Ja07b],
on établit le critére suivant :

Théoréme 4.46. Soit g une métrique lisse de volume 1 sur M telle que
lon ait /L[g]J(Mu‘J) = p§(M,[g]). Sin =3 mod 4, alors il existe une [3]-
forme propre coexacte non nulle de valeur propre p§(M,[g]) et de longueur
constante. Si n est pair, toutes les formes propres coeractes de degré 5 — 1

et de valeur propre u§(M, [g]) sont de longueur constante.

Remarque 4.47. Sur les sphéres munies de leur métrique canonique, les
premiéres formes propres ne sont pas de longueur constantes (voir 'appendice
de [GMT75]). Contre toute attente, la métrique canonique de la sphére n’est
donc pas extrémale pour la premiére valeur propre! Le théoréme laisse
présager que les métriques extrémales pour les formes différentielles sont en
général trés différentes de celles des fonctions.

En dimension 4, on peut déduire du théoréme une condition nécessaire
sur la topologie pour 'existence de métriques extrémales lisses :

Corollaire 4.48. Si M est une variété compacte de dimension 4 et de ca-
ractéristique d’Fuler non nulle, il n'existe pas de métrique régquliére g de
volume 1 telle que p11(M, g) = u§$(M,|g]).

Il est rare dans ce genre de probléme d’obtenir de critére topologique aussi
simple pour 'existence de métriques extrémales. Dans le cas des fonctions on
connait des conditions nécessaires sur les métriques extrémales (cf. [ESI03]),
mais pas d’obstruction topologique comme celle du corollaire

4.3.2. Prescription de spectre

Les résultats présentés au paragraphe précédent s’appuient sur l'inva-
riance conforme de certaines constantes de Sobolev en degré médian et ne
fournissent qu’une minoration des valeurs propres. On va voir maintenant
que ce sont en fait les seules rigidités conformes du spectre du laplacien de
Hodge.

Le premier résultat en ce sens (antérieur a ceux du paragraphe précédent)
a été obtenu par B. Colbois et A. El Soufi, qui montrent qu’on peut faire
tendre les valeurs propres vers 'infini, comme dans le cas de 'opérateur de
Dirac :
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Théoréme 4.49 (J[CESQ6]). Si M est une variété riemannienne compacte
de dimension n > 3 et C une classe conforme sur M, alors

sup inf pp1(M,g) Vol(M,g)% = 400. (4.50)
geC 1<p<%

Remarque 4.51. Ce théoréme est énoncé dans [CES06] pour les variétés
de dimension n > 4, mais la démonstration s’applique parfaitement aux
1-formes coexactes en dimension 3.

Les métriques utilisée par B. Colbois et A. El Soufi pour démontrer le théo-
réme sont des « métriques Pinocchio », comme dans le cas de 'opérateur
de Dirac, mais les outils d’analyse sont différents : on utilise le lemme de
McGowan (voir [Mc93], lemme 2.3), qui permet de minorer le spectre de la
variété en fonction des spectres d’une famille de domaines qui recouvre M.
Le théoréme 4.49| n’est bien stir pas valable pour p = 0 comme on I’a déja
V.

B. Colbois avait demandé dans [Co04] si on pouvait rendre les va-
leurs propres du laplacien de Hodge arbitrairement petite dans une classe
conforme, comme c’est le cas pour le laplacien usuel. On a vu que la réponse
est négative pour certains degrés. J’ai aussi montré qu’en revanche, elle est
positive dans les autres cas. En se basant sur le fait qu’on peut faire tendre
les valeurs propres vers 0 ou vers U'infini, on peut en fait montrer un résultat
beaucoup plus précis, a savoir qu’on peut prescrire le début du spectre (sans
multiplicité) pour plusieurs degrés simultanément.

Théoréme 4.52 ([Ja08bl). Soit M une variété compacte, conneze, orien-
table et sans bord de dimension n = 2k + 3 ou 2k +4 ot k € N*, C une
classe conforme de métriques riemanniennes sur M, V un réel strictement
positif et N > 1 un entier. On se donne pour tout entier p € {1,...,k} une
suite de réels 0 < vp1 <vp2 <...<VpnN.

1l existe une métrique g € C telle que

~ tpi(M,g) = vp; pour tout t < N etpe{l,...,k};

— pk+11(M, g) > sup, i{vpi} ;s

- Vol(M,g) =V.

Remarque 4.53. La minoration pg11,1(M,g) > sup, {vp,:} assure qu’'on
a légalité App1:(M,g) = pri(M, g) pour i < N. On peut donc prescrire les
N premiéres valeurs propres des (k 4 1)-formes, les formes propres corres-
pondantes étant alors exactes, de valeurs propres égales a (g (M, g))N. Si
n est impair, on prescrit ainsi le spectre en tout degré 2 < p <n — 2. En di-
mension paire, le degré p = n/2 = k+2 fait exception. En degré 1 et n—1 on
ne prescrit pas arbitrairement le début du spectre car on ne controle pas les
po,i(M, g), mais on peut assurer que les valeurs vy 1, ..., y sont contenues
dans (A1,i(M, g))iz1 et (An—1,i(M, g))iz1.
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On peut se demander si la prescription du spectre en degré n/2 serait
possible si on supprimait la contrainte sur le volume de la variété, ou, de
maniére équivalente, si on peut faire tendre une unique valeur propre vers
zéro sans fixer le volume. Ce probléme reste & éclaircir.

4.4. Questions

4.4.1. Estimées d’invariants conformes

La plupart des problémes ouverts dans ce contexte peuvent sont de deux
sortes : d’une part estimer la valeur des différents invariants conformes qui
sont apparus au cours de cet étude et préciser les liens entre eux (comme
ceux découlant de I'inégalité de Hijazi), d’autre part, déterminer la nature des
métriques extrémales (en particulier dire §’il existe une métrique extrémale
lisse et exhiber des exemples).

On va détailler quelques unes de ces questions. Les premiéres concernent
le volume conforme. Tout d’abord, on peut chercher a améliorer le théo-
réeme de Koorevar en majorant toutes les valeurs propres a l'aide du
volume conforme.

Question 4.54. Peut-on majorer A\, (M,C) en fonction de V.(M,C) pour
tout k 7

Un autre probléme est qu’on connait peu de valeurs explicites du volume
conforme, et qu’en général on ne sait pas comment ’estimer. Une approche
possible serait d’expliciter la constante ¢ qui majore le volume de Md&bius
dans le théoréme 4.20} ou de trouver d’autres estimées du volume de Mébius.

Question 4.55. Peut-on majorer explicitement le volume de Mobius d’une
variété en fonction de sa topologie ?

Concernant les opérateurs conformément covariants, le cas de la dimen-
sion critique (c’est-a-dire quand 'ordre de l'opérateur est égal a la dimension,
par exemple la dimension 4 pour Uopérateur de Paneitz) reste a éclaircir. En
effet, les résultats présentés précédemment ne concernent que le cas sous-
critique.

Au sujet des formes différentielles, la principale question est d’expliciter
la minoration conforme du théoreme .41} Rappelons qu’elle repose sur les
inégalités de Sobolev présentées dans la section et dont la démonstration
n’est pas constructive.

Question 4.56. Peut-on expliciter les constantes de Sobolev du théo-
réme en fonction d’autres invariants géométriques, et en particulier les
constantes Kp(M,C) en fonction d’autres invariants conformes ¢
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4.4.2. Meétriques extrémales

Une premiére question concernant les métriques extrémales, qui va
de paire avec la détermination d’invariants conformes, est la recherche
d’exemples de métriques réalisant 'extremum d’une valeur propre. Pour la
premiére valeur propre du laplacien usuel, on connait une condition néces-
saire & cette propriété liée au volume conforme et plusieurs variétés rieman-
niennes qui la réalisent, mais il serait intéressant de trouver d’autres classes
de variétés vérifiant cette condition.

Pour les autres opérateurs, la question est presque complétement ouverte.
Pour l'opérateur de Dirac, le seul exemple de métrique extrémale semble étre
la spheére ronde. Dans le cas du laplacien de Hodge, le probléme semble encore
plus difficile puisque la sphére n’est méme pas un exemple.

Un deuxiéme probléme consiste & montrer I'existence d'un métrique ex-
trémale dans chaque classe conforme, en élargissant éventuellement cette
classe & des métriques singuliéres. C'est ce qu’a fait B. Ammann dans [Am09]
pour lopérateur de Dirac en considérant des métriques de la forme h?g ou
g est une métrique de C' et h une fonction C%® qui peut s’annuler. On peut
chercher un résultat analogue pour le laplacien de Hodge, et pour les deux
opérateurs tenter de restreindre la classe de métriques singuliéres considérée.
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Chapitre 5

Petites valeurs propres des
variétés hyperboliques

Les variétés hyperboliques counstituent un champ d’études géométriques
et topologiques trop vaste pour étre résumé ici. L’aspect qui nous intéressera
est qu’en dimension 2 et 3, on peut trouver des suites de variétés hyperbo-
liques compactes qui dégénérent en tendant vers une variété non compacte de
volume fini. On peut alors étudier le comportement asymptotique du spectre
du laplacien. Comme dans les deux chapitres précédents, on s’intéressera plus
particuliérement aux valeurs propres qui tendent vers 0.

Ce chapitre sera partagé en deux sections, correspondant respectivement
aux dimensions 2 et 3, qui seront suivi de quelques questions concernant les
dimensions 3 et plus.

En dimension 2, le spectre du laplacien sur une surface hyperbolique
non compacte posséde [%, +oo[ comme spectre continu, on s'intéresse donc
au comportement des valeurs propres dans l'intervalle [0, i[ On présentera
d’abord le résultat de convergence spectral obtenu par B. Colbois et G. Cour-
tois pour les surfaces hyperboliques compactes qui dégénérent vers une sur-
face non compacte. On s’intéressera ensuite & une propriété remarquable
des surfaces hyperboliques : le nombre de valeurs propres contenu dans I’in-
tervalle [0, i[ est controlé par la topologie. L’étude de ce phénoméne a été
amorcée par P. Buser et récemment J.-P. Otal et E. Rosas ont apporté une
réponse compléte & cette question dans le cas des surfaces compactes et par-
tielle dans le cas des surfaces non compactes de volume fini. Dans un travail
en cours, j'étends certains de ces résultats aux surfaces de volume infini.

En dimension 3, on ne peut pas déformer la métrique d’une variété com-
pacte en maintenant la courbure égale & -1, mais on peut trouver des suites
de variétés hyperboliques compactes topologiquement distinctes qui tendent
vers une variété non compacte de volume fini. Sur la variété limite, le spectre
du laplacien de Hodge de-Rham pour les 1-formes est [0, +oo[, on s’attend
donc & ce que les valeurs propres des variétés compactes s’accumulent en 0
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quand la suite dégénére. Aprés avoir rappelé les résultats de J. McGowan
et J. Dodziuk qui donnent des estimées du nombre de valeurs propres ten-
dant vers 0, je présenterai mes propres résultats qui consistent a minorer la
premiére valeur propre en fonction du diamétre de la variété.

5.1. Surfaces hyperboliques

5.1.1. Convergence de variétés et convergence de spectre

On va g’intéresser ici au comportement du spectre d’une surface hyper-
bolique compacte qui dégénere. Plus précisément, on considére une famille
Se de surfaces hyperboliques compactes, de genre g fixé qui tend vers une
surface Sp. Chaque surface se décompose en une union de pantalons hyper-
boliques Se = Py U...UP5,_5, So = P1U...U Py_3 et on suppose qu’au
moins une des géodésiques qui bordent les pantalons voit sa longueur tendre
vers 0 quand ¢ tend vers 0. La surface S est donc une surface non compacte
d’aire finie, pas nécessairement connexe, et possédant au moins deux cusps.
On sait donc que spectre essentiel du laplacien sur S n’est pas vide et qu’il
est constitué de la demi-droite [%, +00[. En outre, la multiplicité de la valeur
propre nulle de Sy est égale au nombre de composantes connexes de Sy.

Dans ce contexte, B. Colbois et G. Courtois se sont intéressés dans [CC89]
au comportement du spectre dans 'intervalle [0, %[ quand la surface dégénére.
Ils montrent en particulier que le spectre de Se tend vers celui de Sy. Par
commodité, on notera ici 0 = A1 < A9 < ... les valeurs propres du laplacien
en comptant la ou les valeurs propres nulles.

Théoréme 5.1 (JCCR9|). Sic est suffisamment petit, alors Sz a au moins
autant de valeurs propres que Sy dans lintervalle [0, %[, et en notant N le
nombre de valeurs propre de Sy dans [0, i[, on a

lim A\, (S:) = Ak(So) pour k<N

e—0
1
lim Ak (Se) = =

lim 1 Pour k> N.

En particulier, si S n’est pas connexe, certaines valeurs propres de S. vont
tendre vers 0. On sait alors estimer ces valeurs propres en fonction de la
longueur des géodésiques qui dégénérent (voir par exemple [CCAVS8E]).

Le théoréme posseéde une généralisation au variétés hyperboliques de
dimension 3 qu’on verra a la section suivante.

5.1.2. Petites valeurs propres et topologie

On sait qu’en dimension 2, la topologie a une certaine influence sur le
comportement du spectre du laplacien. On verra au chapitre [6] qu’elle impose
des bornes sur la multiplicité des valeurs propres (ce phénomeéne n’existe
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pas en dimension plus grande). On va s’intéresser ici & une autre rigidité
topologique du spectre des surfaces, a savoir que le nombre de petites valeurs
propres est controlé par le genre.

Dans [Bu77|, P. Buser a montré que toute surface compacte de genre
g admet une métrique hyperbolique telle que les 2g — 3 premiéres valeurs
propres non nulles soient arbitrairement petites (le principe de la démons-
tration consiste & décomposer la surface en pantalons et & faire dégénérer
les géodésiques qui les bordent). Il montre aussi que la (4g — 2)-iéme valeur
propre non nulle est strictement plus grande que 1/4 pour toute métrique
hyperbolique.

Récemment, J.-P. Otal et E. Rosas ont amélioré le résultat de P. Buser
en donnant la minoration optimale qui suit. Elle reprend une méthode sui-
vie par J.-P. Otal pour majorer la multiplicité des petites valeurs propres
(JOt08]), qui elles méme s’appuyait sur une nouvelle technique développée
par B. Sévennec [Sé02] pour majorer la multiplicité de la 2¢ valeur propre des
opérateur de Schrédinger. La technique est principalement topologique, et
s’appuie sur la décomposition de la surface définie par les domaines nodaux
d’une combinaison linéaire de fonction propres.

Théoréme 5.2 (JORO9|). Soit S une surface hyperbolique compacte de
genre g. Alors Aag_o(S) > .

Autrement dit : le nombre de valeurs propres inférieures a % (en comptant

la valeur propre nulle) est au plus égal au nombre de pantalons composant
la surface. Dans J[OR09], Otal et Rosas montrent en fait ce théoréme pour
n’importe quelle métrique analytique de courbure négative, la conclusion
étant que Agg—2(S) est strictement supérieur au bas du spectre du revétement
universel de S.

Ils obtiennent un résultat analogue pour les surfaces hyperboliques de vo-
lume fini. On dit qu’un telle surface des de type (g, n) si elle est diffécomorphe
a une surface compacte de genre g privée de n points distincts :

Théoréme 5.3 (JORO09]). Soit S une surface hyperbolique d’aire finie et de
type (g,n). Alors il existe au plus 2g — 2+ n valeurs propres dans lintervalle
0, 5[-

Ici encore, le nombre de petites valeurs propres est majoré par le nombre de
pantalons, qui est de 2g — 2 + n pour une surface de type (g,n).

Le cas des surfaces non compactes est plus délicat car on ne sait pas si
les lignes nodales des combinaisons linéaires de fonctions propres forment un
graphe fini, il pourrait donc y avoir une infinité de domaines nodaux. Le cas
des surfaces hyperboliques de volume infini est n’est pas abordé dans [Ot08]
et [OR0Y|, et surtout une question est laissée ouverte au sujet du spectre
parabolique (ce spectre est constitué des valeurs propres dont les fonctions
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propres tendent vers 0 dans tous les cusps) : le nombre de valeur propre
paraboliques dans l'intervalle [0, X[ est-il majoré par 2g — 27

Dans un travail en cours, je cherche & élucider certaines questions laissées
sans réponses & ce sujet, et j'obtiens en particulier :

Théoréme 5.4. Si S une surface de type (g,n) muni d’une métrique hyper-
bolique, alors il existe au plus 29 — 2 + n valeurs propres dans l'intervalle
[0, %[, dont au plus 29 — 2 valeurs propres paraboliques.

Le principe de la démonstration est de se ramener a la situation d’une surface
compacte a bord a ’aide d’une fonction de coupure.

5.2. Spectre des variétés hyperboliques de dimen-
sion 3

5.2.1. Topologie et géométrie des 3-variétés hyperboliques

Le phénomeéne de dégénérescence de variétés hyperboliques compactes
existe aussi en dimension 3, mais sous une forme différente qu’en dimen-
sion 2. En effet, selon le théoréme de rigidité de Mostow, la topologie d’une
variété hyperbolique de volume fini et de dimension supérieure ou égale & 3
détermine entiérement sa métrique, on ne peut donc pas déformer la mé-
trique en conservant une courbure constante. En dimension 3, on peut en
revanche trouver des suites de variétés hyperboliques compactes topologi-
quement distinctes qui tendent vers une variété non compacte de volume
fini.

Dans ce paragraphe, on va détailler cet aspect de la géométrie hyperbo-
lique en précisant au passage quelques résultats utiles a I’étude du spectre
sur ces variétés. On se référera principalement a [Gr81) et [BP92].

Pour toute variété hyperbolique de dimension 3 de volume fini et tout
réel a > 0, on notera M, = {z € M,inj(x) > a} ensemble des points de M
dont le rayon d’injectivité est plus grand que a.

Selon le lemme de Margulis, il existe une constante cyy > 0 telle que
la topologie et la géométrie de la partie mince de M, c’est-a-dire le com-
plémentaire M,, de M., , soient simples. Plus précisément, en dimension 3,
la partie mince M,, posséde un nombre fini de composantes connexes, cha-
cune étant soit un cusp (isométrique a T2 x [0, +-oo[ muni d’une métrique
g = e %gp @ da?, oil gr est une métrique plate sur le tore 72), soit un
voisinage tubulaire 7 d’une géodésique fermée de longueur [. Ce tube T est
difféomorphe & B2 x S! et isométrique au produit B%(R) x [0,1] muni de la
métrique

g = cosh?r dt? + dr? + sinh? r d§? (5.5)
ol t désigne la coordonnée le long de la géodésique, r la coordonnée radiale
sur la boule B? et 6 la coordonnée angulaire, les bord B x {0} et B x {I}
étant identifiés par une isométrie de B2,

50



Si on se donne une borne V sur le volume, il existe qu’un nombre fini
de types de difféeomorphisme possibles pour la partie épaisse de la variété
(|BP92], théoréme E.4.8). De plus, si on considére une suite infinie de variétés
compactes distinctes et de volume majoré, on peut en extraire une sous-suite
qui converge vers une variété avec un ou plusieurs cusps. Notons que, de fait,
ce phénoméne n’existe qu’en dimension 3 : en dimension supérieure ou égale
a4, il n’existe qu'un nombre fini de variétés hyperboliques de volume inférieur
& une constante donnée.

On peut déduire en particulier de ce qui précéde que I’ensemble des mé-
triques induites sur une partie épaisse (ou plus généralement sur M,) de
topologie fixée est borné :

Fait 5.6. Soit a > 0 et V > 0. Il existe une constante 7(V) > 0 telle
que si (M, g) et (M',g') sont deuzx variétés hyperboliques de dimension 3
de volume inférieur a V et telles que M, et M soient difféomorphes, alors
19 < g < g en restriction a M, et M.

Si on considére une suite de variétés hyperboliques dont la partie épaisse
est de topologie donnée et dont le diametre tend vers l'infini, la topologie
des éléments de la suite dépend de la maniére dont les tubes 7 ~ B? x S!
sont recollés sur la bord de la partie épaisse. Pour chaque composante de la
partie mince, les recollements possibles (topologiquement) sont paramétrés
par une élément de

P = {(p,q) € Z*, p et q premiers entre eux} U co (5.7)

(voir [BP92], section E.4). Comme le fait s’applique au bord de la partie
épaisse, la géométrie, donc I’aire, du bord du tube reste controélée, et converge
quand le rayon R du tube tend vers 4+o00. Ceci implique que le produit de
la circonférence du tube avec la longueur tend vers une constante. Compte
tenu de 'expression de la métrique sur le tube donnée en , on a donc

1R — cfe (5.8)

quand R — 4o00.

Enfin, W. Thurston a montré ([Th97], théoréeme E.5.1 de [BP92]) qu’une
variété de volume fini possédant k cusps est la limite d’une suite de varié-
tés compactes ayant la méme partie épaisse (on parle alors de remplissage
compact de la variété non compacte). Plus précisément, comme le bord d’'un
cusp est un tore T2, on peut remplir topologiquement ce cusp par un tube
~ B? x S!, chaque remplissage étant paramétré par un élément (py, q) € P.
Thurston montre alors qu’il existe K > 0 tel que si pg, g > K pour tout k,
alors la variété compacte obtenue peut étre munie d’'une métrique hyperbo-
lique. En particulier, si la variété initiale n’a qu’un seul cusps, alors presque
tout remplissage est hyperbolique.
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5.2.2. Petites valeurs propres

On va maintenant s’intéresser au comportement du spectre du laplacien
de Hodge-de Rham, et en particulier des premiéres valeurs propres, quand
une suite de 3-variétés hyperboliques dégénére a volume majoré. Comme
il n’existe qu’un nombre fini de telles variétés non compactes de volume
inférieur & une constante donnée, on peut se ramener a ’étude d’une suite
de variétés compactes tendant vers une variété non compacte donnée.

Rappelons qu’en restriction aux p-formes, une variété hyperbolique non
compacte de dimension n posséde un spectre continu formé de la demi-droite
[W, +oo[, p < §. Si n = 3, le spectre continu est donc [1, +-oo[ pour
les fonctions et [0, +oo[ pour les 1-formes.

Pour les fonctions, Uintervalle [0,1] joue le méme role que lintervalle
[0, %[ dans le cas des surfaces. B. Colbois et G. Courtois ont montré dans
ce contexte un résultat analogue au théoréme : s1 une suite de 3-variétés
hyperboliques converge, le spectre converge vers le spectre de la variété limite
en restriction a l'intervalle [0, 1[. Par ailleurs, R. Schoen donne dans [Sc82] en
toute dimension supérieure ou égale & 3 une minoration uniforme du spectre
du laplacien agissant sur les fonctions & volume majoré (voir aussi [DRS6,
[Do87] et [BCDI3]).

Dans le cas des 1-formes, la valeur 0 est dans le spectre continu de la
variété limite, on peut donc s’attendre & ce que des valeurs propres s’accu-
mulent en 0 quand une suite de variétés compactes tend vers une variété non
compacte. On sait que c’est effectivement le cas (cf. [CC90)|, théoréme 0.3).
J. McGowan a étudié plus en détail ces petites valeurs propres et a montré
qu’on pouvait controler leur nombre en fonction du diameétre de la variété :

Théoréme 5.9 ([Mc93]). Il existe des constantes C1,Cs,C5 >0 et V >0
telles que si (M, g) est une variété hyperbolique compacte de dimension 3 de
diamétre d et de volume inférieur a 'V, alors

1
1. # {,u,i(M,g) < W} < GV

1
Ce résultat a été précisé dans [DM95], ou J. Dodziuk et J. MacGowan
donnent une estimée du nombre de valeurs propres dans un petit intervalle
[0, 22] donné pour une suite de variétés qui dégénére :

Théoréme 5.10 (JDM95]). Soit Mo une 3-variété hyperbolique de volume
fini, My une suite de 3-variétés hyperboliques tendant vers My et © > 0 un
réel. On note q le nombre de cups de My, (Ri), 0 <5 < gq, les rayons
des q parties minces correspondantes de My et Ni(x) le nombre de valeurs
propres du laplacien agissant sur les 1-formes coexactes de My contenues

52



dans Uintervalle [0,2%]. On a alors

q
Ny(z) = 2; ST R+ 04(1)
j=1

quand k tend vers l'infini.

Les résultats de J. Dodziuk et J. MacGowan laissent ouvert le probléme
de minorer explicitement la premiére valeur propre en fonction du diamétre.
Dans [JalOb], j’ai apporté une réponse a cette question :

Théoréme 5.11 ([Jal0b)]). Pour tout réel V- > 0, il existe une constante
c(V) > 0 telle que si M est une variété hyperbolique compacte de dimension 3
de volume inférieur a 'V, de diamétre d et possédant k parties minces, alors
(M) > 55 et p1 (M) > 5.

La démonstration de ce théoréme repose sur la technique, introduite par Mc-
Gowan, consistant & utiliser un recouvrement de la variété par des ouverts
dont on sait controler le spectre. Ici, on recouvre la variété par deux ouverts,
I'un étant la partie mince, Pautre contenant la partie épaisse (plus préciseé-
ment, un domaine du type M, défini au paragraphe précédent). On controle
le spectre de la partie mince en utilisant les symétries de la métrique définie
en et celui de la partie épaisse en se basant sur le fait que sa métrique
varie peu (fait . Une amélioration notable par rapport aux travaux de
McGowan consiste & étudier U'interaction entre les cohomologies des deux
ouverts pour minorer la premiére valeur propre.

Les estimées de J. Dodziuk et J. McGowan pouvaient laisser espérer une
minoration de la premiére valeur propre qui soit quadratique par rapport au
diametre. Le second résultat de [JalOb] consiste & montrer que pour certaines
variétés, on a effectivement une telle minoration :

Théoréme 5.12 ([Jal0bl). Pour toute variété hyperbolique Mo, non com-
pacte de dimension 3 et de volume fini, il existe une constante ¢ > 0 et une
suite (M;) de remplissages compacts de My, de diamétre d; — +oo et telle
que pn(Mi) = 3.

Si on essaie de généraliser la démonstration de cette minoration a toutes
les variétés hyperboliques, une difficulté liée & Iinteraction entre les coho-
mologies des parties mince et épaisse de la variété apparait. Cet aspect to-
pologique du probléme n’avait pas été mis en évidence par les travaux de
McGowan et Dodziuk.

Ces résultats laissent la possibilité qu’il existe pour chaque partie mince
une petite valeur propre & décroissance exponentielle par rapport au dia-
meétre, mais cette valeur propre n’apparaitrait que pour des topologies par-
ticuliéres. Comme en dimension 2, 'existence d’une partie mince n’implique
pas forcément D'existence d’une valeur propre exponentiellement petite par
rapport au diameétre.
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5.3. Questions

Les principales questions autour de ce sujet, en dimension 3 ou plus
grande, concernent ’existence de petites valeurs propres.

En dimension 3, il s’agit de savoir si la minoration du théoréme [5.11]est
optimale ou non :

Question 5.13. FEziste-t-il des suites de 3-variétés hyperboliques de volume
majoré produisant des valeurs propres exponentiellement petites par rapport
au diamétre ?

En dimension supérieure ou égale a 4, le probléme se pose difféeremment
car il n’y a qu'un nombre fini de variétés hyperboliques de volume inférieur
a une constante donnée. On ne peut donc pas faire tendre de valeur propre
vers 0 & volume majoré, mais on peut chercher & minorer le spectre :

Question 5.14. Peut-on minorer explicitement les valeurs propres d’une
variété hyperbolique compacte en fonction de son volume ¢

Pour finir, un autre probléme se posant en grande dimension est de trou-
ver des exemples de petites valeurs propres. Plus précisément :

Question 5.15. Pour les formes différentielles de degré p donné, peut-on
trouver des exemples de variétés hyperboliques de dimension n (compactes
ou non) ayant une valeur propre non nulle inférieure au bas du spectre de
l’espace hyperbolique H™ 2

Ce probléme est motivé par les liens que peuvent entretenir les valeurs
propres plus petites que le bas du spectre hyperbolique et 'asymptotique
du spectre des longueurs de la variété (voir par exemple [GNO6|] et les réfé-
rences qui y sont données pour le cas des fonctions, et [Pal(] pour les formes
différentielles).
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Chapitre 6

Multiplicité de valeurs propres

On peut trouver une motivation a ’étude de la multiplicité des valeurs
propres du laplacien dans des problémes de physique : en effet, ce sujet est
lié¢ aux phénomeénes de type effet tunnel. Mais les travaux présentés ici tirent
surtout leur origine d’un résultat remarquable de S. Y. Cheng montrant que
la multiplicité des valeurs propres du laplacien (et plus généralement d’un
opérateur de Schrodinger) agissant sur les fonctions d’une surface compacte
ne peut pas étre arbitrairement grande et qu’on peut la majorer en fonction
du genre de la surface.

Le théoréme de Cheng a stimulé un certains nombre de travaux, princi-
palement durant les années 80, concernant la multiplicité des valeurs propres
du laplacien sur les surfaces ou en dimension plus grande, et le probléme a
été étendu aux opérateur de Schriodinger avec champ magnétique. La sec-
tion qui suit sera consacrée au rappels de ces résultats. J'y aborderai aussi le
phénoméne de transversalité dit & Arnol’d, popularisé par Colin de Verdiére
et qui joue un réle crucial dans la construction de grandes multiplicités.

Ce probléme de multiplicité était resté ouvert concernant les opérateurs
sur les fibrés vectoriels naturels (formes différentielles, spineurs). Dans la
deuxiéme section, je présenterai ma contribution & ce sujet : j’ai en grande
partie résolu le probléme pour le laplacien de Hodge-de Rham en étendant les
résultats de prescription de multiplicité que Colin de Verdiére avait obtenu
pour le laplacien usuel. J’ai aussi abordé cette question pour le laplacien
de Witten, qu’on peut interpréter comme un analogue de ’opérateur de
Schrodinger pour les formes différentielles.

J’exposerai enfin quelques questions qui restent sans réponse & ’heure
actuelle. On évoquera a cette occasion le cas de Uopérateur de Dirac, pour
lequel le sujet est presque entiérement vierge.

Le probléme de la multiplicité des valeurs propres du laplacien a aussi
été étudiée sur des graphes. Nous n’aborderons pas ici ce sujet, sur lequel on
peut consulter le chapitre 5 de [CdV9§].

Comme certains des chapitres précédents, celui-ci reprend, en ’étoffant
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parfois, une partie d’un texte que j’ai consacré au sujet dans les actes du
Séminaire de théorie spectrale et géométrie [Ja09b|. S’y ajoute aussi la pré-
sentation de résultats plus récents.

6.1. Opérateurs sur les fonctions

6.1.1. Surfaces

Soit (M™, g) une variété riemannienne compacte. Rappelons qu’on note
Ae(M, g) la k-iéme valeur propre non nulle du laplacien.

Le premier résultat concernant la multiplicité des valeurs propres du
laplacien sur une surface est dt & S. Y. Cheng :

Théoréme 6.1 (JCh76]). Pour touty € N et k > 1, il existe une constante
c(v, k) telle que si M est une surface compacte de genre 7y, alors la multipli-
cité de \p,(M, g) est majorée par c.

Cette majoration est aussi valable pour les opérateurs de Schrédinger et
a été ameéliorée (voir [Be80), [Na8§|, [HOHON99]), le meilleur résultat connu
pour la deuxiéme valeur propre des opérateurs de Schrédinger sur les sur-
faces de caractéristique d’FKuler négative ayant été obtenu par B. Sévennec
([Se94], [Se02]). Le tableau ci dessous résume ces résultats, en notant mg ()
la multiplicité maximale de la k-iéme valeur propre d’un opérateur de Schro-
dinger sur la surface 3 (c’est-a-dire la (k — 1)-iéme valeur propre non nulle
dans le cas du laplacien) :

mg mi, 1> 3
S? 3 [Ch76] < 2i — 3 [HOHON99)
RP? 5 [BeS0] <2i+1 [NaS§|
T2 6 [Bel0] < 2i+2 [Na8g|
K? 5 [CAVET <2i+1 [Nas§|
X <0 | <5—x[5e02] | <2i—2x+1 [Na8§|

TABLE 6.1 — Majoration de la multiplicité sur les surfaces

Pour les surfaces de petit genre, on connait la valeur exacte de mo car
Y. Colin de Verdiére en a donné une minoration en fonction du nombre
chromatique chr(X) de la surface, c’est-a-dire le nombre de sommet du plus
grand graphe complet plongeable dans X :

Théoréme 6.2 (JCAV8T]). Sur toute surface compacte ¥, on a l'inégalité
ma(X) > chr(3) — 1.
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Il conjecture en outre qu’on a en fait mq(X) = chr(X) — 1 sur toute sur-
face compacte. Le tableau [6.2] compare la majoration de mo donnée dans le
tableau et la minoration du théoréme 6.2 pour les surfaces de caractéris-
tique d’Euler comprise entre —1 et —8.

X(M) |-1]|-2[-3|-3|-5|-6/|-7]-8
M) |6 |7 |89 |10]11]12][13
~1]6|7[8[8[9|9]9]10

TABLE 6.2 — Estimées de msy

Selon les résultats des tableaux[6.1] et cette conjecture est vraie pour
x(2) < —3. 1l faut noter que chr(X) croit comme la racine carrée du genre
de ¥ alors que la majoration donnée dans le tableau[6.1]est seulement linéaire.
Démontrer la conjecture de Colin de Verdiére nécessiterait donc un saut
qualitatif important dans ’amélioration de cette majoration.

Ce probléme a aussi été étudié en dimension 2 pour des opérateurs avec
champ magnétique (J[CAVTI3], [BCCIg|, [Ex02]). Dans ce cas, la multiplicité
des valeurs propres peut étre arbitrairement grande.

6.1.2. Variétés de grande dimension

11 est naturel de se demander si ces liens entre topologie et multiplicité en
dimension 2 admettent une généralisation. Sur les variétés de dimension plus
grande, Y. Colin de Verdiére a montré qu’il n’en est rien et que toute rigidité
disparait : on peut prescrire arbitrairement toute partie finie du spectre.

Théoréme 6.3 ([CAV86|,[CAVET]). Sin > 3, pour toute suite finie 0 <
a1 <ag <...<ap, il existe une métrique g sur M telle que A\ (M, g) = ay,
pour k < N.

En particulier, on peut prescrire la multiplicité des valeurs propres du lapla-
cien. Autrement dit, & partir de la dimension 3, ni la multiplicité des valeurs
propres, ni le début du spectre ne contiennent d’information sur la topologie
de la variété. Ce résultat a été amélioré par J. Lohkamp qui montre dans
[Lo96] qu’on peut prescrire simultanément le volume, le début du spectre et
certains invariants de courbure.

6.1.3. L’hypothése de transversalité d’Arnol’d

Pour construire des valeurs propres multiples du laplacien, Y. Co-
lin de Verdiére fait appel & un principe de transversalité da & V. Arnol’d
et que nous allons rappeler ici.
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Cette propriété de transversalité et son utilisation sont illustrés sur la
figure : on suppose qu’on connait une famille de métriques modeéles (g,)
pour laquelle on contréle le spectre, en particulier on sait que pour une
métrique gg, une valeur propre A\g a la multiplicité souhaitée. En outre, on
s’assure que ’ensemble des métriques pour lesquelles on a la méme multipli-
cité coupe transversalement I'espace de métriques modéles en gy (on verra
plus loin comment vérifier cette propriété).

multiplicité

métriques modéles

FIGURE 6.1 — Propriété de transversalité d’une valeur propre multiple

Si on perturbe la famille modele de métriques (ligne pointillée sur la
figure , I’hypothése de transversalité garantit que la famille perturbée
contient une métrique ¢’ pour laquelle on a la méme multiplicité que pour
go-

La famille (g,) est généralement une famille de métriques sur un espace
singulier (un graphe dans [CdV86], un domaine de la variété dans [CAV86],
[CAV&T]). On cherche alors & montrer que pour tout a, il existe une fa-
mille (g q) de métriques sur M qui fait tendre le spectre de M vers celui
de I'espace singulier de maniére uniforme par rapport au paramétre a. La
famille perturbée de la figure est alors la famille (g.,) pour un e fixé et
suffisamment petit.

Il s’avére que la propriété de transversalité peut se vérifier de maniére
intrinséque a la famille (g,). Dans [CAV88|, Y. Colin de Verdiére énonce
deux critéres qui impliquent cette propriété et que nous allons rappeler. On
suppose que le paramétre a prend ses valeurs dans une boule BF de RF
centrée en 0 et que pour la métrique gg, la valeur propre Ag a un espace
propre Fg de dimension IN. Pour les petites valeurs de a, le laplacien associé
a g, posséde des valeurs propres proches de )y dont la somme des espaces
propres est de dimension N. On identifie alors cette somme & Ej et on note
qq la forme quadratique associée & g, transportée sur Ej.

Définition 6.4. On dit que g vérifie ’hypothése de transversalité forte

(resp. faible) si Uapplication ¥ : a — q, de B* dans Q(Ey) est une sub-
mersion en 0 (respectivement essentielle en 0).
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Rappelons que ¥ est essentielle en 0 s'il existe ¢ > 0 tel que si ® : B¥ —
Q(Ep) verifie | — @|| < &, alors il existe ag € B* tel que ®(ag) = go. On
peut vérifier que I’hypotheése forte implique ’hypothése faible.

Supposons que la famille de métriques (g,) vérifie 'hypothése faible de
transversalité. Si (gz o) est une perturbation suffisamment petite de la famille
(9a) et qu’on note ®(a) la forme quadratique sur Ej associée & g 4, alors on
aura ||¥ — @||o < e. Il existe donc un parameétre ag tel que ®(ag) = qo, et
la métrique ¢’ de la figure est alors ge q,.

Il y a relativement peu d’exemples pour lesquels on sait montrer la stabi-
lité de la multiplicité de maniére directe. Il s’agit principalement des graphes
complets ([CAV86]), de toutes les valeurs propres de la sphére ronde S? et de
certaines valeurs propres de T2 ([CAVSS]), de surfaces obtenues par adjonc-
tion d’anse (JAn90]), et des valeurs propres doubles obtenues dans [Ja09b]
par une technique qu’on décrira au paragraphe Heureusement, comme
on le voit sur la figure la, valeur propre multiple obtenue par perturba-
tion hérite de la méme propriété de transversalité (on peut le vérifier a partir
de la définition de I’hypothése faible de transversalité donnée en . Cette
transitivité de la stabilité assure par exemple que la multiplicité obtenue
sur certaines surfaces de courbure constante dans [CCdV88| est bien stable
(cette propriété est exploitée dans [CAV8T7|). Une autre propriété, utilisée
dans [CAV87| et [Jallal, est que la stabilité peut étre préservée par produit
riemannien.

6.2. Opérateurs sur les formes différentielles

6.2.1. Laplacien de Hodge-de Rham

Ces résultats sur la multiplicité des valeurs propres du laplacien agissant
sur les fonctions soulévent la question de leur généralisation au laplacien de
Hodge-de Rham, qui agit sur les formes différentielles. En effet, cet opérateur
interagit généralement plus avec la topologie que la laplacien usuel. En par-
ticulier, la multiplicité de la valeur propre nulle est un invariant topologique,
ce qui peut laisser espérer que la topologie intervienne dans la multiplicité
des autres valeurs propres.

On considére dans la suite une variété compacte qu’on supposera orien-
table et sans bord. Rappelons que dans ce contexte, l’ensemble du spectre
du laplacien de Hodge se déduit du spectre (u, (M, g)) de sa restriction aux
formes coexactes de degré p < ”Tfl C’est a la multiplicité des py, (M, g)
qu’on va s’intéresser.

Commencons par mentionner deux faits élémentaires concernant la mul-
tiplicité des valeurs propres du laplacien de Hodge-de Rham. Le premier est
Pexistence de valeurs propres multiples en dimension n = 1(mod4) pour des
raisons purement algébriques :
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Proposition 6.5. Si (M™,g) est une variété riemannienne compacte sans
bord de dimension n = 1(mod4), alors la multiplicité des u[%“(M,g) est
toujours paire.

Démonstration : Si on note * : QP(M,g) — Q" P(M,g) la dualité de
Hodge, I'opérateur xd restreint aux [5]-formes coexactes est un endomor-
phisme qui commute avec le laplacien. En outre, si n = 1(mod4), il est
antisymétrique (on a dans ce cas A = —(xd)? pour les [%]-formes coexactes).
En restriction & un espace propre, il est donc antisymétrique et non dégé-
néré, ce qui implique que cet espace est de dimension paire. Par conséquent,
,u[%],i(M, g) est de multiplicité paire pour tout i. [ |

Le second fait est qu’en effectuant le produit riemannien de deux variétés
dont 'une est munie d’une métrique pour laquelle le laplacien agissant sur
les fonctions a une premiére valeur propre de grande multiplicité, on peut
construire des exemples de variétés admettant des valeurs propres de grandes
multiplicités pour les formes d’un degré p donné. Par exemple, le résultat qui
suit est démontré dans [Ja09b] :

Proposition 6.6 ([Ja09b]). Pour tout entiern >4, et tout 1 < p <n/2, il
existe une variété compacte M de dimension n telle que pour tout entier k >
1, il existe une métrique g sur M telle que p,1(M,g) soit de multiplicité k.

Ce résultat montre qu’on ne peut pas avoir en général de majoration de
la multiplicité en fonction de la topologie comme dans le théoréme de
Cheng. Mais les exemples de la proposition ont une topologie particuliére
(variétés produits) et on ne controle la multiplicité de la premiére valeur
propre que pour certains degrés qu’on ne peut pas choisir indépendamment
de la topologie.

Il s’avére que ces exemples de grandes multiplicités ne sont pas des excep-
tions. J'ai en effet géneralisé le théoreme(6.3]de Colin de Verdiére en montrant
que sur toutes les variétés de dimension n > 6, on peut prescrire le début du
spectre du laplacien de Hodge pour presque tous les degrés simultanément :

Théoréme 6.7 (|[Jallal). Soit M™ une variété compacte connere orien-
table sans bord de dimension n > 6 et N € N*. 8¢ on se donne un réel
V> 0, une suite 0 < a1 < a12 < a13 < ... < ayn et des suites
0 <ap1 < app < ... < apn pour 2 < p < [”T_g], alors il existe une
métrique g sur M telle que

— (M, g) = apy pour 1 <k < N et 1 <p<[253];

= tynzay (M, g) > sup; y api ;
- Vol(M,g) =V.

Si la dimension est suffisamment grande, on obtient donc le méme résultat
que pour les fonctions, en exceptant la valeur propre 1, ainsi que le degré

60



p= [”51] pour lesquels le probléme reste ouvert. On peut souligner que la
difficulté en degré [”T_l] est liée la rigidité conforme du spectre du laplacien

de Hodge pour ce degré qu’on a vu au chapitre [4]
Dans le cas de la valeur propre pi,, j'obtiens aussi le résultat partiel

suivant :

Théoréme 6.8 ([Jallal). Si M™ est une variété compacte conneze orien-
table sans bord de dimension n > 5, alors il existe sur M une métrique g
telle que la multiplicité de p111(M, g) soit égale & 5.

La méthode utilisée ne permet cependant pas de prescrire les autres valeurs
propres.

La démonstration des théorémes et suit la stratégie élaborée par
Y. Colin de Verdiére rappelée au paragraphe [6.1.3| et qui combine deux in-
grédients : un théoréme de convergence spectrale et la construction d’espaces
modeéles ayant la multiplicité souhaitée et vérifiant I’hypothése de transver-
salité d’Arnol’d.

Le théoréme spectral utilisé pour le théoréme consiste a déformer la
métrique de la variété M pour faire tendre le spectre vers celui d’'un domaine
U C M et a été démontré par Colin de Verdiére [CdV86| dans le cas des
fonctions. Une des difficultés de son extension aux formes différentielles tient
a l'interaction entre les cohomologies du domaine et de la variété, qui peut
provoquer 'apparition de petites valeurs propres indépendantes du spectre
de U. Pour contréler cette interaction, on introduit un nouvel espace de
cohomologie construit comme le quotient des formes fermées de U par la
restriction des formes fermées de M :

HP(U/M) = {w € QP(U), dw:O}/{wW, weQP(M) et dw=0} (6.9)

Comme une forme exacte de U est toujours la restriction d’une forme exacte
de M, HP(U/M) est isomorphe au quotient de HP(U) par l'image de I'ap-
plication naturelle HP(M) — HP(U) définie par restriction des formes fer-
mées et exactes. En particulier, HP(U/M) est de dimension finie, et on pose
d, = dim HP(U/M). Le résultat de convergence spectral peut alors s’expri-
mer comme suit :

Théoréme 6.10 ([Jallal). Soit (M™,g) une variété riemanienne com-
pacte sans bord de dimension n et U un domaine de M a bord C*. Il existe
une suite de métriques (g;) sur M conformes a g telle que
- Vol(M, g;) — Vol(U, g) quand i — oo ;
~ pp (M, g;) = 0 pour p < @ et k <d, quand i — oo ;
~ fpkrd, (M, gi) = pp (U, g) pour p < [n—g?'] et k> 1 quand i — oo avec
convergence des espaces propres.
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2
ce degré, le spectre du laplacien est uniformément minoré dans une classe

conforme (cf. théoréme au chapitre . On peut donc construire des
contre-exemples en choisissant M et U tels que H (2] (M/U) soit non trivial
(il suffit de prendre comme U un voisinage tubulaire d’une sphére de dimen-
sion [%71] qui est contractile dans M). Un autre type de contre-exemple est
obtenu en choisissant un domaine U de volume fixé dont la premiére valeur
propre est plus petite que la minoration donnée par le théoréme quand
Vol(M) — Vol(U). C’est possible d’aprés [Gu04] : P. Guérini montre qu’on
peut construire des domaines euclidiens de volume contro6lé et possédant une
valeur propre arbitrairement petite, il suffit de plonger un tel domaine dans
la variété M.

La construction des modéles de multiplicités stables se fait en partant
des modeéles connus pour le laplacien sur les fonctions et en utilisant le fait
que la stabilité est préservée par produit riemmannien. On en procédant
par récurrence, on obtient des modéles en toute dimension n > 5 pour les
degrés p < [";3]. La principale difficulté de la construction consiste a éviter
lapparition de petite valeurs propres en appliquant le théoréme On
y parvient en choisissant judicieusement la topologie des domaines et en

exploitant la rigidité conforme en degré médian.

On sait que I’énoncé du théoréme est faux pour p = [%51], car pour

6.2.2. Laplacien de Witten

Les résultats présentés au paragraphe précédent ne sont pas compléte-
ment satisfaisants car la construction échoue pour certains degrés et en petite
dimension, il est donc naturel d’étendre le problémes & d’autres opérateurs
agissant sur les formes différentielles pour tenter de contourner ces difficultés.

Une approche possible consiste & s’intéresser au laplacien de Witten,
qu’on peut interpréter comme un opérateur de Schrédinger pour les formes
différentielles. En effet, en restriction aux fonctions, il coincide avec les opéra-
teurs de Schrodinger dont la premiére valeur propre est nulle. C’est d’ailleurs
I’approche utilisé par Y. Colin de Verdiére pour démontrer le théoréme [6.2
elle permet en particulier de s’affranchir des rigidités conformes qui existent
en dimension 2.

Dans [JalOc|, je montre que le découplage entre la métrique et la mesure
induit par la laplacien de Witten permet effectivement de faire disparaitre
toute rigidité conforme, mais en contrepartie les petites valeurs propres sont
plus difficiles & controler. Cette stratégie est toutefois fructueuse et permet
de prescrire le spectre avec multiplicité en dimension n > 4. Rappelons que
pour la donnée d’une métrique g et d’une fonction ¢, on note fi, (M, g, )
la k-iéme valeur propre du laplacien de Witten A, pour la métrique g en
restriction aux p-formes coexactes pour la codifférentielle tordue § associée

a ¢ (voir section [2.6).
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Théoréme 6.11. Soit M™ une variété compacte connexe orientable (avec
ou sans bord) de dimension n >4 et N € N*. Si on se donne un réel V> 0
et et des suites 0 < ap1 < apo < ... < apn pour 1 < p < n—1, alors il
eziste une métrique g et une fonction ¢ sur M telles que

~ fpp(M,g,0) =app pour 1 <k <Netl<p<n-1;

- Vol(M,g) =V.

On peut donc en particulier prescrire la multiplicité des premiéres valeurs
propres pour tous les degrés non nuls simultanément.

Une des techniques utilisées consiste a pratiquer des déformations
conformes qui affectent non seulement la métrique mais aussi la fonction
@ définissant le laplacien de Witten. Plus précisément, on fixe un coefficient
a € R, et pour la donnée d’une métrique g et d’une fonction ¢ on définit la
classe conforme de poids a de (g, ) par

9, ¢la = {(®g, 0 — au), u€ C®(M)}. (6.12)

On peut adapter U'inégalité de Sobolev du théoréme [2.17 au cas ou le vo-
lume dv, est remplacée par 6_2‘pdvg. J’ai montré qu’on a alors une rigidité
conforme du spectre pour les classes conformes pondérées, analogue a celle
du théoréme [.41] L’intérét est qu’en jouant sur le poids «, on peut choisir
le degré pour lequel apparait cette rigidité.

Comme dans [Jallal, certaines techniques échouent en dimension 3. On
peut cependant construire une premiére valeur propre multiple dont la mul-
tiplicité dépend de la topologie, étendant ainsi le résultat obtenu par Colin
de Verdiere sur les surfaces (cf. théoreme [6.2)). Rappelons qu’on note C(X)
le nombre chromatique d’une surface 3, c’est-a-dire le plus grand entier k
tel que le graphe complet & k sommets se plonge dans X. Le résultat qu’on
peut obtenir en dimension 3 est le suivant :

Théoréme 6.13. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimen-
ston 8. Pour toute surface plongée 3 — M telle que ['application naturelle
HY(M) — HY(X) en cohomologie de Rham soit surjective, il eviste une mé-
trique g et une fonction ¢ sur M telles que fi11(M, g, ) soit de multiplicité
cx) - 1.

La condition de surjectivité de H*(M) — H'(Z) peut s’interpréter comme
un analogue cohomologique de la notion de surface incompressible.

En appliquant le théoréme avec ¥ = S2, on obtient :

Corollaire 6.14. Soit M une variété compacte de dimension 3. Il existe
une métriqgue g et une fonction ¢ sur M telles que ji11(M,g,p) soit de
multiplicité 3.
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6.2.3. Construction de valeurs propres doubles et tresses
quantiques

Dans [Ja09al, j’ai montré comment obtenir un nombre arbitraire de valeur
propres doubles pour le laplacien de Hodge-de Rham en toute dimension.
C’est un travail antérieur & ceux présentés au paragraphe précédent mais la
technique utilisée est trés différente, ce qui justifie une exposition séparée.
En outre, ce résultat ne peut pas se déduire entiérement du théoréme [6.7]:

Théoréme 6.15. Soit M une variété compacte, conneze, orientable et sans
bord de dimension n > 3, V un réel strictement positif et N > 1 un entier.
On se donne pour tout entier 1 < p < [252] (oup =1 sin = 3) une suite de
réels 0 < vp1 < vpo < ... < vy N, chaque valeur apparaissant au plus deux
fois pour p donné.

1l existe une métrique g sur M telle que

= ppi(M,g) =vp; pour tout i < N et 1 <p < [251];

- Vol(M,g) =V.

Par rapport aux théorémes et le théoréme fournit un nombre
arbitraire de valeurs propres doubles en dimension 3 et en degré médian.

La construction utilisée repose sur un phénoméne lié & la multiplicité
baptisé « diabolo » dans [BW84], utilisé pour détecter numériquement l'exis-
tence de multiplicité et dont on peut par exemple trouver la description dans
JAxr76| (appendice 10) et [CAV98]| (chapitre 5). Nous allons ici en donner une
description en termes de tresses quantiques, c’est-a-dire des tresses dont les
brins représentent des espaces propres du laplacien.

Pour décrire ce phénomeéne, on va rappeler le prototype des formes qua-
dratiques sur R? sur lequel se base la construction : on fixe un réel \g et un
£ > 0 petit, et on considére les deux familles de formes quadratiques sur R?
représentées par les matrices

o Ao+t 0 [ Ao+t €
At_< 0 Ao—t)etBt’€_< £ )\0—t>

oll t est un paramétre réel. Les spectres des formes quadratiques A; et By .
sont représentés sur la figure [6.2] Un point crucial est que dans le cas de la
famille By ., les deux droites propres échangent leur position en faisant un
quart de tour quand t varie.

Pour faire coincider deux valeurs propres, on commence par construire
une famille de métrique (gq4), a € [0, 1], de maniére a reproduire le phénomeéne
décrit ci-dessus pour la famille de forme quadratique B;. avec deux valeurs
propres du laplacien. Si les deux valeurs propres restent distinctes pour tout
a, les deux droites propres associées permutent leurs positions en tournant
d’un quart de tour. On prolonge ensuite cette famille de métrique pour a €
[1,2] de sorte que ga = go et que les deux droites échangent une seconde fois
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Be,t
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FIGURE 6.2 — Perturbation d’une valeur propre double

leurs positions, en s’assurant qu’elles tournent d nouveau dans le méme sens
(par exemple en utilisant des propriétés de symétrie de la métrique).

Si on représente les deux droites propres par les brins d’une tresse a deux
brins, on obtient la figure [6.3la : les deux brins échangent deux fois leurs
positions pour former une tresse non triviale.

go \ 90
g
g
2 / 92 = go
’ (@) (e)

()

fary

oy

FiGURE 6.3 — Dégénérescence de tresses quantiques

Pour achever la construction, on rétracte le lacet (g¢) sur go. Comme
la tresse correspondant & un lacet trivial est triviale, les brins de la tresse
doivent s’intersecter au cours de la déformation du lacet (figures [6.3]b a
f). Cette dégénérescence s’interpréte spectralement par le fait que les
deux valeurs propres coincident.
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6.3. Questions

6.3.1. Laplacien de Hodge-de Rham

Différents problémes subsistent au sujet de la multiplicité de valeurs
propres. Concernant les opérateurs sur les fonctions, on peut rappeler la
conjjecture de Colin de Verdiére selon laquelle on a égalité dans 'inégalité du
théoreme [6.2] :

Conjecture 6.16. Sur toute surface compacte X, on a l’égalité mo(X) =
cX) - 1.

Concernant les opérateurs sur les formes différentielles, on n’a pas abordé
le cas des domaines euclidiens. P. Guerini a montré dans [Gu04| qu’on pou-
vait prescrire le début du spectre du laplacien de Hodge sur un domaine de
topologie donné, mais en supposant que les valeurs propres sont simples.

Question 6.17. Peut-on prescrire la multiplicité (pour le laplacien de Hodge
ou de Witten) sur un domaine euclidien de topologie donnée ?

Sur les variétés, le théoréme qui prescrit le spectre du laplacien de
Hodge laisse quelques cas en suspens, pour les formes de degré 1 et [”771}

Question 6.18. La multiplicité des wvaleurs propres p11(M,g) et
/.L[E]k(M, g) peut-elle étre arbitrairement grande sur une variété quel-
2 b

conque ?

Enfin, le probléme le plus intéressant semble étre de comprendre ce qui
se passe en dimension 3. En effet, les exemples produits de la proposition
sont de dimension au moins 4. L’énoncé de S. Y. Cheng pourrait donc
s’étendre aux 1-formes coexactes en dimension 3 :

Question 6.19. Sur une variété M de dimension 3, existe-t-il une borne
sur la multiplicité de py (M, g) dépendant uniquement de k et de la topologie
de M ?

Bien sfir, la méme question se pose pour le laplacien de Witten.

Pour établir un tel résultat, on peut difficilement espérer adapter la dé-
monstration de Cheng dont les arguments sont spécifiques aux fonctions
(domaines nodaux) et a la topologie en dimension 2. Mais de maniére un
peu paradoxale, si la multiplicité est bornée en dimension 3, on pourrait en
déduire le théoréme par intermédiaire du produit d’une surface et d’'un
cercle.
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6.3.2. Opérateur de Dirac

Pour l'opérateur de Dirac, le probléme de la multiplicité des valeurs
propres est presque totalement ouvert. M. Dahl a montré dans [Da05] qu’on
pouvait prescrire toute partie finie non nulle du spectre de 'opérateur de
Dirac sur les variétés compactes de dimension n > 3, & condition que les va-
leurs propres soient simples. Le probléme de prescrire leur multiplicité reste
& résoudre.

L’opérateur de Dirac souléve un probléme particulier. En effet, la dimen-
sion de son noyau n’est pas un invariant topologique. Le théoréme de I'indice
en donne seulement une minoration qui s’exprime en fonction du fl—genre ou
du a-genre de la variété. Plus précisément, dimker D > djs avec

|A] sin=0 mod 4,

dy = 1 sin=1 mod8et a(M) #0,
2 sin=2 mod8etalM)#0,
0  dans les autres cas.

On sait depuis peu, grace aux travaux de B. Ammann, C. Bér, M. Dahl et
E. Humbert que cette minoration est optimale :

Théoréme 6.20 (|[BDO02|, [ADHO09a]). Si M est une variété spin com-
pacte, alors dimker D = dp; pour un ensemble de métriques ouvert pour la
topologie C' et dense pour la topologie C°.

Mais le théoréme de l'indice ne fournit pas de majorant de cette dimension.

Question 6.21. Sur une variété spinorielle donnée, la dimension de ker D
peut-elle étre arbitrairement grande ?

On sait que sur une surface compacte de genre v, la dimension du noyau
est majorée par v+ 1 (voir [Hi74]). On conjecture cependant que la réponse
a la question est positive sur toute variété de dimension n > 3. Cette
conjecture n’est actuellement démontrée que pour la sphére S3 ([Hi74]) et
pour les spheéres de dimension 0(mod4) ([Se00]).

Par ailleurs, en dimension n # 3(mod4) le spectre de l'opérateur de
Dirac est symétrique par rapport & 0, ce qui implique que la dimension
du noyau ne peut varier que de 2 en 2. Sur une variété ol 'opérateur de
Dirac est inversible pour certaines métriques, la simple existence de spineurs
harmoniques est donc un probléme de multiplicité.
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Chapitre 7

Masse positive et probléme de
Yamabe

7.1. Masse d’une variété asymptotiquement eucli-
dienne

On définit une variété (M, g) asymptotiquement euclidienne comme étant
difféomorphe, en dehors d’un compact, & 'espace euclidien privé d’une boule
et telle que la métrique g tende vers la métrique euclidienne & l'infini. Plus
précisément, on dit que la métrique g est asymptotiquement euclidienne
d’ordre 7 > 0 si, dans des coordonnées (z1,. .., x,) définies sur R™\ B(0, rp),
on a

Gij = 5ij + O(T‘iT), 3kg¢j = O(TﬁT*l) et 8klgij = O(T7772). (71)
On définit alors la masse de la variété (M, g) par

1 B
m(g) = — lim 5 -dS, (7.2)

Wp, T+ S,

ou wy désigne le volume de la sphére de dimension n et 4 est le champ
de vecteur défini par v; = 0;g9;; — 0jgii- Cette définition dépend a priori
d’un choix de coordonnée, mais R. Bartnik a montré dans [Ba86| que si
7 > (n —2)/2, la masse est bien un invariant intrinséque de la variété et ne
dépend pas du choix de carte.

Comme le suggére son nom, I’étude de la masse est motivée par des ques-
tions de physique. En fait, cette définition peut s’interpréter heuristiquement
de la maniére suivante dans le cadre de la relativité générale : si (M, g) est
une hypersurface de type espace dans un espace-temps, le vecteur 4 mesure
ce que serait champ gravitationnel dans ’approximation newtonnienne; la
masse m(g), qui est la limite de ce flux a travers des sphéres arbitrairement
grande, serait donc, d’un point de vue newtonnien, la quantité de maniére

69



présente dans 'espace. Cependant, en relativité générale, on ne peut pas in-
terpréter m(g) comme l'intégrale d’'une grandeur physique scalaire (densité
de matiere).

La littérature sur le sujet est trop vaste pour étre présentée ici (on peut
consulter entre autres [LP87] ou [He98| a ce sujet). 1l est toutefois impossible
de ne pas énoncer la principale question concernant la masse :

Conjecture 7.3. Si (M,g) est une variété asymptotiquement euclidienne
de courbure scalaire positive ou nulle, alors m(g) > 0. De plus, m(g) =0 si
et seulement si (M, g) est isométrique a un espace euclidien.

Cette conjecture est actuellement démontré dans les cas suivants :

— les variétés de dimension n < 8 ([SY79], [SYS81]);

— les variétés spinorielles ([Wi81]) ;

— les projections stéréographiques de variétés conformément plates

([SY&8]).

Dans le dernier cas intervient une propriété remarquable de la masse qui
est son lien avec certaines questions de géométrie conforme, et en particulier
le probléeme de Yamabe. Nous allons développer cet aspect (et définir les
projections stéréographiques) dans la section qui suit.

7.2. Projections stéréographiques et probléme de
Yamabe

Le probléme de Yamabe consiste & trouver dans chaque classe conforme
d’une variété compacte une métrique dont la courbure scalaire est constante.
Aprés avoir décelé une erreur dans la solution [Ya60] proposée par Yamabe,
N.-S. Trudinger a pu la corriger dans [Ir68| pour les classes conformes n’ad-
mettant pas de métrique a courbure scalaire strictement positive. Les cas
restants ont été résolu par T. Aubin [Au76] pour les variétés non conformé-
ment plate de dimension n > 6 et par R. Schoen [Sc84] en dimension 3 & 5
et pour les variétés conformément plates (voir [LP87]).

La démonstration de R. Schoen consiste & se ramener a 1’étude d’une
variété asymptotiquement euclidienne de la maniére suivante : si le laplacien
conforme L, = 4(n__21)Ag + scaly est inversible (en particulier s’il existe une
meétrique de courbure scalaire strictement positive dans la classe conforme
de g), il existe pour tout point P € M une fonction de Green I'p telle
que LyI'p = dp au sens des distributions. Comme cette fonction admet un
développement de la forme

1

T —
p() 4(n — 1)wy_1rn—2

+ Ap + f(z) (7.4)

ou r = d(P,x), f(x) = O(r) et wp—1 désigne le volume de la sphére ca-
4

nonique S"~!, la variété (M\{P},Tp?g) est asymptotiquement euclidienne
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(cf. [LP87]). On appelle souvent projection stéréographique cette construction
car elle géenéralise la projection classique de S™\{P} sur R". Dans [Sc84],
R. Schoen montre d’une part qu’on peut résoudre le probléme de Yamabe si
Ap > 0, et d’autre part que la constante A peut s’identifier & la masse de

4
(M\{P},Tp%g), on est donc ramené au probléme de la masse positive.

Par ailleurs E. Witten a proposé dans [Wi81] une démonstration du théo-
réme de la masse positive sur les variétés asymptotiquement euclidiennes uti-
lisant les spineurs. Dans [AH05|, B. Ammann et E. Humbert 'ont simplifiée
dans le cas des projections stéréographiques en utilisant la compacité de la
variété d’origine; sur les variétés conformément plates leur démonstration
est particuliérement concise et élégante. Cependant, ces résultats nécessitent
I’hypothése topologique que la variété soit spin.

Dans [Jallb]|, j’ai proposé une modification de argument de [AHO05| de
maniére 4 g’affranchir de la condition spin. L’argument ne fonctionne qu’en
dimension paire, mais il n’y a aucune autre restriction topologique sur la
variété, pas méme ’orientabilité :

Théoréme 7.5. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte et confor-
mément plate, de courbure scalaire strictement positive et de dimensionn > 4
paire. Pour tout P € M, la masse Ap est positive, et Ap = 0 si et seulement
st (M, g) est conforme a la sphére canonique.

La démonstration de Witten reposait sur le fait suivant : sur une variété
asymptotiquement euclidienne, si on construit un spineur harmonique ¢ qui
est asymptotique & un spineur paralléle de R™ de norme ponctuelle 1, la
formule de Schrodinger-Lichnerowicz et une intégration par partie donnent

Wn

L) = [ (Ve + P, (76
dont on peut déduire la positivité de la masse.

Dans |[AHO5], B. Ammann et E. Humbert commencent par construire
un spineur sur la variété compacte avant d’effectuer la projection stéréogra-
phique. Ce spineur est singulier au point P par rapport auquel on effectue
le projection. En utilisant la covariance conforme de 'opérateur de Dirac,
on obtient alors un spineur harmonique sur la variété asymptotiquement eu-
clidienne auquel on peut appliquer la formule de Witten . L’apport de
cette démonstration est qu’elle permet de s’affranchir des prérequis d’ana-
lyse sur les variétés non compactes, en particulier concernant 1'utilisation des
espaces 4 poids. Dans ce contexte, la démonstration de la formule de Witten
se trouve aussi simplifiée.

On a vu au chapitre [2| (théoréme que sur les variétés conformément
plates de dimension n paire, la formule de Weitzenbdck pour les formes
différentielles de degré n/2 ne faisait intervenir que la courbure scalaire,
comme la formule de Schrédinger-Lichnerowicz, ce qui laisse espérer qu’on
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puisse avoir une formule de Witten pour les formes différentielles. En outre,
pour ce degré, le fait d’étre fermé ou cofermé est une propriété conformément
invariante.

Cependant, on doit au préalable construire une forme différentielle adé-
quate. On va détailler cette construction car elle contient un différence no-
table avec celle de [AHO5]. On commence par construire un modéle eu-
clidien de forme harmonique : soit ¢g € AZR" une forme alternée qu’on
identifie & la 5-forme différentielle invariante correspondante sur R". Cette
forme est parallele, donc dgpg = dpg = 0. L’inversion ¢ par rapport a la
sphére unité est un difféomorphisme conforme de R™\{0}, on a donc aussi
di*(po) = 8i*(vo) = 0. Si on note r la coordonnée radiale sur R™, on a
i*(Geuct) = 7 *geuct, donc |i*(pg)| = =™ et de plus V,.(i*(r"pg)) = 0 car la
forme i*(r"pg) est constante le long d'une droite passant par 'origine.

Avec les hypothéses du théoréme on peut se ramener au cas ol
la métrique est euclidienne dans une petite boule Bp(rg) centrée en P
(voir [Jallb]).

Lemme 7.7. Soit pg € AZR™. Il existe une 5-forme ¢ harmonique sur
M\{P} et telle que o = i*(po) + ¢’ sur Bp(ro)\P, ¢’ étant une forme lisse
sur Bp(ro).

Démonstration : On commence par choisir une fonction de coupure 7
qui vaut 1 sur Bp(ro/2) et 0 en dehors de Bp(rg), et on note ¢ la forme
deéfinie sur M\{P} par ¢ = ni*(pg) sur Bp(rg) et prolongée par 0 en dehors.
Comme dp = 0 sur Bp(ro/2)\{P}, forme différentielle dp se prolonge de
maniére lisse en une forme fermée sur M & support dans Bp(rg); le lemme
de Poincaré a support compact ([BT82], corollaire 4.7.1) assure alors qu'il
existe donc une §-forme 6 a support dans Bp(rg) telle que df = d@ sur
Bp(ro)\{P}. En particulier, dg est la restriction & M\{P} d'une forme
exacte sur M.

Par théorie de Hodge, on peut donc classiquement trouver une forme lisse
01 telle que dfy = dp sur M\{P} et 80; = 0 (on utilise ici seulement le fait
que d est l'adjoint de d, 'hypothése d’orientation est superflue). Comme on
a aussi 8¢ = 0 sur Bp(ro/2)\{P}, le méme argument permet de trouver une
forme 65 lisse et fermée sur M vérifiant 802 = dp. Il suffit alors de choisir
o =p—01—0s. u

Il v a ici une différence cruciale avec la démonstration utilisant les spi-
neurs. Dans [AHO05|, on utilise le fait que 'opérateur de Dirac est inversible
(cette condition est assurée par le fait qu'il y a une métrique a courbure
scalaire positive dans la classe conforme). La condition analogue pour les
formes différentielles serait que les (4 + 1)-formes fermées soient exactes, ce
qui est une restriction topologique. C’est le lemme de Poincaré qui permet
de s’affranchir de cette hypothése.
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La forme ¢ ainsi construite reste harmonique sur la projection stéréogra-
phique de M. On peut facilement montrer une formule de Witten pour cette
forme particuliére par un simple développement limité (voir [Jallb| pour les
détails).

7.3. Questions

Le théoréme[7.5]résulte de la conjonction un peu miraculeuse de plusieurs
phénomeénes : l'invariance conforme de I’harmonicité pour les formes diffé-
rentielles de degré médian, la formule de Weitzenbdck pour ce degré et le
lemme de Poincaré. Il semble a priori difficile de pouvoir exploiter ces tech-
niques dans des situations plus générales. Méme en montrant une formule
de Witten pour les p-formes différentielles sur une variété asymptotiquement
euclidienne quelconque, on aurait besoin comme hypothése que la courbure
de Weitzenbdck en degré p soit positive, ce qui est une condition plus forte
que 'hypothése de la conjecture quel que soit p (en degré médian par
exemple, il faudrait que le tenseur de Weyl soit petit par rapport a la cour-
bure scalaire).

Cependant, les formes différentielles ouvrent peut-étre la voie a 'utilisa-
tion d’autres fibrés vectoriels. En effet, le laplacien de Hodge-de Rham est un
cas particulier de la construction suivante : & chaque représentation irréduc-
tible du groupe d’holonomie est associé un fibré vectoriel sur la variété muni
d’une connexion canonique, cette connexion permettant de définir plusieurs
laplacien naturels reliés entre eux par des formules de Weitzenbdck.

Partant de cette observation, un stratégie possible pour démontrer
d’autres théoréme de masse positive serait la suivante :

— déterminer un fibré vectoriel et une formule de Weitzenbock associée

dont le terme de courbure est convenable;

— vérifier §’il existe une formule de Witten pour le laplacien considéré,
c’est-a-dire si on peut obtenir la masse de la variété comme terme de
bord d’intégrations par partie.

Le terme de courbure cherché serait idéalement la courbure scalaire, mais

un terme faisait intervenir la courbure scalaire et le tenseur de Weyl permet-
trait de montrer un analogue du théoréme en dimension impaire.
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