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1. Introduction

L'objectif de ce survol est de présenter les résultats connus sur le problème
la multiplicité des valeurs propres du laplacien, et plus généralement des opé-
rateurs géométriques classiques, sur une variété riemannienne compacte.

La section 2 sera consacrée aux opérateurs agissant sur les fonctions (la-
placien et opérateurs de Schrödinger), pour lesquels l'étude de ce problème a
été menée dans les années 70 et 80. Dans la section 3, je présenterai les résul-
tats que j'ai obtenu récemment concernant le laplacien de Hodge-de Rham,
qui agit sur les formes di�érentielles. J'évoquerais dans la section 4 le cas de
l'opérateur de Dirac pour lequel le sujet reste presque entièrement vierge.

Les deux dernières sections seront dédiées à la présentation des techniques
utilisées pour construire des valeurs propres multiples. Nous verrons d'abord
l'hypothèse de transversalité d'Arnol'd, qui a été popularisée par Colin de
Verdière et qui est utilisée pour prescrire la multiplicité d'une valeur propre
(section 5), puis une technique plus originale permettant de créer des valeurs
propres doubles (section 6).

2. Opérateurs sur les fonctions

Soit (Mn, g) une variété riemannienne compacte. Dans la suite, on notera
λk(M, g) la k-ième valeur propre non nulle du laplacien.

Une premier résultat concernant la multiplicité des valeurs propres a été
obtenu par S. Y. Cheng qui montre que sur une surface compacte, la multi-
plicité de λk est majorée en fonction de la topologie :
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Théorème 2.1 ([Ch76]). Pour tout γ ∈ N et k ≥ 1, il existe une constante

c(γ, k) telle que si M est une surface compacte de genre γ, alors la multiplicité

de λk(M, g) est majorée par c.

Cette majoration est aussi valable pour les opérateurs de Schrödinger et a été
améliorée (voir [Be80], [Na88], [HHN99]), le meilleur résultat connu sur les
surfaces de caractéristique d'Euler négative ayant été obtenu par B. Sévennec
([Sé94], [Sé02]). Le théorème qui suit résume ces résultats, en notant mk(Σ)
la multiplicité maximale de la k-ième valeur propre d'un opérateur de Schrö-
dinger sur la surface Σ (c'est-à-dire la (k − 1)-ième valeur propre non nulle
dans le cas du laplacien) :

Théorème 2.2. La multiplicité mk véri�e :

� m2(S2) = 3 et mk(S2) ≤ 2k − 3 pour k ≥ 3 ;

� mk(Σ) ≤ 2k + 1 pour Σ = RP 2 ou K2 (la bouteille de Klein) ;

� mk(T 2) ≤ 2k + 2 ;

� mk(Σ) ≤ 2k − 2χ(Σ) si χ(Σ) < 0.

Par ailleurs, Y. Colin de Verdière a donné une minoration de m2 en fonc-
tion du nombre chromatique C(Σ) de la surface, c'est-à-dire le nombre de
sommet du plus grand graphe complet plongeable dans Σ :

Théorème 2.3 ([CdV87]). Sur toute surface compacte Σ, on a m2(Σ) ≥
C(Σ)− 1.

Il conjecture en outre qu'on a en fait m2(Σ) = C(Σ) − 1 sur toute surface
compacte. Selon les résultats du théorème 2.2, cette conjecture est vraie pour
χ(Σ) ≥ −3. Il faut noter que C(Σ) croît comme la racine carrée du genre
de Σ alors que la majoration donnée au théorème 2.2 est seulement linéaire.
Démontrer la conjecture de Colin de Verdière nécessiterait donc un saut qua-
litatif important dans l'amélioration de cette majoration.

Ce problème a aussi été étudié en dimension 2 pour des opérateurs avec
champ magnétique ([CdVT93], [BCC98]). Dans ce cas, la multiplicité des
valeurs propres peut être arbitrairement grande.

En dimension plus grande Y. Colin de Verdière a montré que toute rigidité
disparaît et qu'on peut prescrire arbitrairement toute partie �nie du spectre :

Théorème 2.4 ([CdV86],[CdV87]). Si n ≥ 3, pour toute suite �nie 0 <
a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ aN , il existe une métrique g sur M telle que λk(M, g) = ak

pour k ≤ N .

En particulier, on peut prescrire la multiplicité des valeurs propres du lapla-
cien.
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3. Laplacien de Hodge-de Rham

Ces résultats sur la multiplicité des valeurs propres du laplacien agissant
sur les fonctions soulèvent la question de leur généralisation au laplacien de
Hodge-de Rham, qui agit sur les formes di�érentielles.

Précisons d'abord quelques notations. Si (Mn, g) est une variété rieman-
nienne compacte orientable de dimension n, le laplacien ∆p agissant sur l'es-
pace Ωp(M) des p-formes di�érentielles est dé�ni par ∆ = dδ+δd où δ désigne
la codi�érentielle. Nous noterons son spectre

0 = λp,0(M, g) < λp,1(M, g) ≤ λp,2(M, g) ≤ . . . (3.1)

où les valeurs propres non nulles sont répétées s'il y a multiplicité. La multipli-
cité de la valeur propre nulle, si elle existe, est un invariant topologique : c'est
le nombre de Betti bp(M). Par théorie de Hodge, le spectre (λp,i(M, g))i≥1 est
la réunion de (µp,i(M, g))i et (µp−1,i(M, g))i où

0 < µp,1(M, g) ≤ µp,2(M, g) ≤ . . . (3.2)

désigne les valeurs propres du laplacien restreint à l'espace des p-formes co-
exactes, et on a en outre µp,i(M, g) = µn−p−1,i(M, g) pour tout p et i siM n'a
pas de bord. Le spectre complet du laplacien se déduit alors des µp,i(M, g)
pour p ≤ n−1

2 , c'est donc à la multiplicité de ces valeurs propres qu'on va
s'intéresser.

Commençons par mentionner deux faits élémentaires concernant la mul-
tiplicité des valeurs propres du laplacien de Hodge-de Rham. Le premier est
l'existence de valeurs propres multiples en dimension n = 1(mod4) pour des
raisons purement algébriques :

Proposition 3.3. Si (Mn, g) est une variété riemannienne compacte sans

bord de dimension n = 1(mod4), alors la multiplicité des µ[n
2
],i(M, g) est

toujours paire.

Démonstration : Si on note ∗ : Ωp(M, g)→ Ωn−p(M, g) la dualité de Hodge,
l'opérateur ∗d restreint aux [n

2 ]-formes coexactes est un endomorphisme qui
commute avec le laplacien. En outre, si n = 1(mod4), il est antisymétrique
(on a dans ce cas ∆ = −(∗d)2 pour les [n

2 ]-formes coexactes). En restriction à
un espace propre, il est donc antisymétrique et non dégénéré, ce qui implique
que cet espace est de dimension paire. Par conséquent, µ[n

2
],i(M, g) est de

multiplicité paire pour tout i.

Le second fait est qu'en e�ectuant le produit riemannien de deux variétés
dont l'une est munie d'une métrique pour laquelle le laplacien agissant sur
les fonctions a une première valeur propre de grande multiplicité, on peut
construire des exemples de variétés admettant des valeurs propres de grandes
multiplicités pour les formes d'un degré p donné. Par exemple, le résultat qui
suit est démontré dans [Jaa] :
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Proposition 3.4 ([Jaa]). Pour tout entier n ≥ 4, et tout 1 ≤ p < n/2, il

existe une variété compacteM de dimension n telle que pour tout entier k ≥ 1,
il existe une métrique g sur M telle que µp,1(M, g) soit de multiplicité k.

Ce résultat montre qu'on ne peut pas avoir en général de majoration de la
multiplicité en fonction de la topologie comme dans le théorème 2.1 de Cheng.
Mais les exemples de la proposition 3.4 ont une topologie particulière (varié-
tés produits) et on ne contrôle la multiplicité de la première valeur propre
que pour certains degrés qu'on ne peut pas choisir indépendamment de la
topologie.

Récemment, j'ai démontré une généralisation partielle du théorème 2.4 :

Théorème 3.5 ([Jab]). Soit Mn une variété compacte connexe orientable

sans bord de dimension n ≥ 6 et N ∈ N∗. Si on se donne une suite 0 <
a1,1 < a1,2 ≤ a1,3 ≤ . . . ≤ a1,N et des suites 0 < ap,1 ≤ ap,2 ≤ . . . ≤ ap,N pour

2 ≤ p ≤ [n−3
2 ], alors il existe une métrique g sur M telle que µp,k(M, g) = ap,k

pour 1 ≤ k ≤ N et 1 ≤ p ≤ [n−3
2 ].

Si la dimension est su�samment grande, on obtient donc le même résultat
que pour les fonctions, en exceptant la valeur propre µ1,1 ainsi que le degré
p = [n−1

2 ] pour lesquels le problème reste ouvert :

Question 3.6. La multiplicité des valeurs propres µ1,1(M, g) et

µ[n−1
2

],k(M, g) peut-elle être arbitrairement grande sur une variété quel-

conque ?

En utilisant les mêmes techniques que pour le théorème 3.5, on peut apporter
un début de réponse en ce qui concerne les 1-formes :

Théorème 3.7 ([Jab]). Si Mn une variété compacte connexe orientable

sans bord de dimension n ≥ 5, alors il existe sur M une métrique g telle

que la multiplicité de µ1,1(M, g) soit égale à 3.

La méthode utilisée ne permet cependant pas de prescrire les autres valeurs
propres.

Le problème le plus intéressant semble être de comprendre ce qui se passe
en dimension 3. En e�et, les exemples produits de la proposition 3.4 sont de
dimension au moins 4. L'énoncé de S. Y. Cheng pourrait donc s'étendre aux
1-formes coexactes en dimension 3 :

Question 3.8. Sur une variétéM de dimension 3, existe-t-il une borne sur la

multiplicité de µ1,k(M, g) dépendant uniquement de k et de la topologie de M?

Pour établir un tel résultat, on peut di�cilement espérer adapter de la
démonstration de Cheng dont les arguments sont spéci�ques aux fonctions
(domaines nodaux) et à la topologie en dimension 2. Mais de manière un peu
paradoxale, si la multiplicité est bornée en dimension 3, on pourrait déduire
le théorème 2.1 par l'intermédiaire du produit d'une surface et d'un cercle.
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Le seul élément de réponse connu à la question 3.8 est donné dans [Jaa] :
par une technique assez di�érente de celle du théorème 3.5 et décrite dans la
section 6, j'ai montré qu'on pouvait construire un nombre arbitraire de valeurs
propres doubles sur les variétés de dimension 3. Le problème de l'existence de
multiplicité plus grande reste posé.

4. Opérateur de Dirac

Pour l'opérateur de Dirac, le problème de la multiplicité des valeurs
propres est presque totalement ouvert. M. Dahl a montré dans [Da05] qu'on
pouvait prescrire toute partie �nie non nulle du spectre de l'opérateur de
Dirac sur les variétés compactes de dimension n ≥ 3, à condition que les va-
leurs propres soient simples. Le problème de prescrire leur multiplicité reste
à résoudre.

L'opérateur de Dirac soulève un problème particulier. En e�et, la dimen-
sion de son noyau n'est pas un invariant topologique. Le théorème de l'indice
en donne seulement une minoration (on sait grâce aux travaux récents de
B. Ammann, C. Bär, M. Dahl et E. Humbert qu'elle est optimale, cf. [BD02]
et [ADH09]), et on conjecture que cette dimension peut être arbitrairement
grande sur toute variété de dimension n ≥ 3. Cette conjecture est démontrée
pour la sphère S3 ([Hi74]) et pour les sphères de dimension 0(mod4) ([Se00]).
En revanche, sur une surface compacte de genre γ, la dimension du noyau est
majorée par γ + 1 (voir [Hi74]).

Par ailleurs, en dimension n 6= 3(mod4) le spectre de l'opérateur de Dirac
est symétrique par rapport à 0, ce qui implique que la dimension du noyau ne
peut varier que de 2 en 2. Sur une variété où l'opérateur de Dirac est inversible
pour certaines métriques, la simple existence de spineurs harmoniques est donc
un problème de multiplicité.

5. Propriété de stabilité d'une valeur propre mul-

tiple

5.1. Les formes quadratiques de R2

Pour comprendre les di�cultés que posent la prescription de multiplicité,
nous allons d'abord étudier le jouet des formes quadratiques de R2.

On �xe un réel λ0 et un ε > 0 petit, et on considère les deux familles de
formes quadratiques sur R2 représentées par les matrices

At =
(
λ0 + t 0

0 λ0 − t

)
et Bt,ε =

(
λ0 + t ε
ε λ0 − t

)
où t est un paramètre réel. Les spectres des formes quadratiques At et Bt,ε

sont représentés sur la �gure suivante :
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t t

At Bε,t

λ

λ0

0

λ

Fig. 1 �

Pour la famille At, on a une valeur propre double pour t = 0, mais pour
la famille Bt,ε la perturbation ε détruit cette multiplicité et faire varier t ne
su�t pas à la rétablir.

On peut imaginer que ces formes quadratiques sont la restriction du lapla-
cien à l'espace engendré par deux fonctions (ou formes) propres. La famille At

correspondant à une famille de métriques modèles gt pour lesquelles on sait
calculer le spectre et Bt,ε à une perturbation de ces métriques. On voit que,
contrairement à la prescription d'une valeur propre simple qui peut se faire
par simple application du théorème des valeurs intermédiaires, on n'obtient
pas de valeur propre multiple de manière automatique avec une famille à un
paramètre de métriques.

Remarque 5.1. Pour la famille Bt,ε, la droite propre associée à la plus
grande valeur propre est proche de l'axe (Ox) pour t � ε et proche de (Oy)
pour t � −ε. Quand t change de signe, les deux droites propres de Bt,ε

échangent donc leur position. Cette propriété interviendra dans la section 6.

5.2. L'hypothèse de transversalité d'Arnol'd

Pour construire des valeurs propres multiples du laplacien, on fait appel
à un principe de transversalité du à Arnol'd et popularisé par Y. Colin de
Verdière, et qui généralise le principe des valeurs intermédiaires évoqué plus
haut.

Cette propriété de transversalité et son utilisation sont illustrés sur la �-
gure 2 : on suppose qu'on connaît une famille de métriques modèles (ga) pour
laquelle on contrôle le spectre, en particulier on sait que pour une métrique
g0, une valeur propre λ0 a la multiplicité souhaitée. En outre, on s'assure
que l'ensemble des métriques pour lesquelles on a la même multiplicité coupe
transversalement l'espace de métriques modèles en g0 (on verra plus loin com-
ment véri�er cette propriété).
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multiplicité

g0

g′

métriques modèles

Fig. 2 �

Si on perturbe la famille modèle de métriques (ligne pointillée sur la �-
gure 2), l'hypothèse de transversalité garantit que la famille perturbée contient
une métrique g′ pour laquelle on a la même multiplicité que pour g0.

La famille (ga) est généralement une famille de métrique sur un espace
singulier (un graphe dans [CdV86], un domaine de la variété dans [CdV86],
[CdV87] et [Jab])). On cherche alors à montrer que pour tout a, il existe une
famille (gε,a) de métrique sur M qui fait tendre le spectre de M vers celui de
l'espace singulier de manière uniforme par rapport au paramètre a. La famille
perturbée de la �gure 2 est alors la famille (gε,a) pour un ε �xé et su�samment
petit.

Il s'avère que la propriété de transversalité peut se véri�er de manière
intrinsèque à la famille (ga). Dans [CdV88], Y. Colin de Verdière énonce deux
critères qui implique cette propriété et que nous allons rappeler. On suppose
que le paramètre a prend ses valeurs dans une boule Bk de Rk centrée en
0 et que pour la métrique g0, la valeur propre λ0 a un espace propre E0 de
dimension N . Pour les petites valeurs de a, le laplacien associé à ga possède
des valeurs propres proches de λ0 dont la somme des espaces propres est de
dimension N . On identi�e alors cette somme à E0 et on note qa la forme
quadratique associée à ga transportée sur E0.

Dé�nition 5.2. On dit que λ0 véri�e l'hypothèse de transversalité forte (resp.

faible) si l'application Ψ : a 7→ qa de Bk dans Q(E0) est une submersion en

0, (respectivement essentielle en 0).

Rappelons que Ψ est essentielle en 0 s'il existe ε > 0 tel que si Φ : Bk → Q(E0)
véri�e ‖Ψ − Φ‖∞ ≤ ε, alors il existe a0 ∈ Bk tel que Φ(a0) = q0. On peut
véri�er que l'hypothèse forte implique l'hypothèse faible.

Supposons que la famille de métriques (ga) véri�e l'hypothèse faible de
transversalité. Si (gε,a) est une perturbation su�samment petite de la famille
(ga) et qu'on note Φ(a) la forme quadratique sur E0 associée à gε,a, alors on
aura ‖Ψ− Φ‖∞ ≤ ε. Il existe donc un paramètre a0 tel que Φ(a0) = q0, et la
métrique g′ de la �gure 2 est alors gε,a0 .
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6. Valeurs propres doubles et tresses quantiques

Il existe un autre procédé permettant d'obtenir des valeur propres mul-
tiples, mais se limitant à la multiplicité 2. Il est exploité dans [Jaa] pour
construire un nombre arbitraire de valeur propre double du laplacien de
Hodge-de Rham, y compris en dimension 3.

Cette construction repose sur un phénomène lié à la multiplicité et baptisé
� diabolo � dans [BW84], dont on peut par exemple trouver la description dans
[Ar76] (appendice 10) et [CdV98] (chapitre 5). Nous allons ici en donner une
description en termes de tresses quantiques, c'est-à-dire des tresses dont les
brins représentent des espaces propres du laplacien.

Pour faire coïncider deux valeurs propres, on commence par construire
une famille de métrique (ga), a ∈ [0, 1], de manière à reproduire le phénomène
décrit au paragraphe 5.1 pour la famille de forme quadratique Bt,ε. Si les
deux valeurs propres restent distinctes pour tout a, les deux droites propres
associées permutent leurs positions en tournant d'un quart de tour (cf. re-
marque 5.1). On prolonge ensuite cette famille de métrique pour a ∈ [1, 2]
de sorte que g2 = g0 et que les deux droites échangent une seconde fois leurs
positions, en s'assurant qu'elles tournent à nouveau dans le même sens (par
exemple en utilisant des propriétés de symétrie de la métrique).

Si on représente les deux droites propres par les brins d'une tresse à deux
brins, on obtient la �gure 3.a : les deux brins échangent deux fois leur positions
pour former une tresse non triviale.

(a) (d) (e) (f)

g1

g1

g0 g0

g2 = g0g2
(c)(b)

Fig. 3 �

Pour achever la construction, on rétracte le lacet (gt) sur g0. Comme la
tresse correspondant à un lacet trivial est triviale, les brins de la tresse doivent
s'intersecter au cours de la déformation du lacet (�gures 3.b à 3.f). Cette dégé-
nérescence s'interprète spectralement par le fait que les deux valeurs propres
coïncident.

Dans [Jaa], on donne une démonstration précise de l'existence d'une va-
leur propre double et une construction explicite pour le laplacien de Hodge-
de Rham.
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