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RESUME.— On étudie le comportement des premiéres valeurs propres du laplacien agis-
sant sur les formes différentielles lors d’un effondrement adiabatique d’un flot riemannien
JF sur une variété compacte M. Le nombre de petites valeurs propres peut alors se calcu-
ler en fonction de la cohomologie basique de F, et on donne des critéres spectraux pour
l’annulation des classes d’Alvarez et d’Euler du flot. En outre, on définit un invariant de
nature diophantienne du flot qui est lié au comportement asymptotique des petites valeurs
propres. Un appendice est consacré aux propriétés arithmétiques des flots riemanniens.
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1. Introduction

On sait qu’a diameétre borné et courbure de Ricci minorée, la premiére valeur
propre du laplacien agissant sur les fonctions d’une variété compacte est uniformé-
ment minorée. Dans [CC90], B. Colbois et G. Courtois ont montré que ce résultat
ne g’étendait pas au laplacien agissant sur les formes différentielles et que méme
avec une hypothése de courbure sectionnelle bornée, on pouvait trouver des variétés
admettant une suite de métriques telle que la premiére valeur propre du laplacien
tende vers 0. De plus, ils mettent en évidence qu’a courbure bornée, ce phénoméne
de petites valeurs propres est lié au fait que le volume — ou de maniére équivalente
le rayon d’injectivité — de la variété tend vers 0, c’est-a-dire qu’elle s’effondre. Ces
résultats motivent le probléme suivant :

Question 1.1. A quelles conditions une variété qui s’effondre admet-elle une ou
plusieurs petites valeurs propres ¢ Peut-on estimer & quelle vitesse ces valeurs propres
tendent vers zéro par rapport au volume ou au rayon d’injectivité ¢

Ces questions ont déja fait I'objet de plusieurs travaux ([CC00], [Lo02], [Ja03],
[Ja04], voir [Ja05] pour une présentation synthétique de ces résultats), mais les



situations étudiées sont celles d’une variété M tendant pour la distance de Gromov-
Hausdorff vers une variété lisse N de dimension inférieure, M ayant alors une struc-
ture de fibré sur NV, alors que ’espace limite d'un variété qui s’effondre est en général
une variété stratifiée. Et les seuls exemples connus de petites valeurs propres dans
le cas ou la variété M tend vers un espace métrique qui n’est pas une variété lisse
sont des exemples de fibrés de Seifert ([CC90]), situation trés proche des fibrés en
cercles étudiés en détail dans [CCOQ)].

On va s’intéresser ici & des situations plus générale que les fibrés, a savoir les
feuilletages, en se restreignant au cas plus simple ot les feuilles sont de dimension 1,
c’est-a-~dire aux flots, et on considérera des effondrements obtenus en faisant varier
la métrique le long des feuilles. Le choix des feuilletages est en particulier motivé par
le fait qu’il permet d’exhiber facilement des exemples de petite valeur propre dans
le cas ou la variété s’effondre sur un espace singulier (voir ci-dessous), et il fera en
outre apparaitre des différences notables avec le cas des espaces limites lisses (voir
remarque . La restriction aux flots s’explique par le fait que méme dans le cas
des fibrés, la seule situation vraiment élucidée est celle ou la fibre est un cercle. Le
fait que la variété s’effondre & courbure bornée impose aussi certaines contraintes
sur le feuilletage que nous détaillerons plus loin.

Il s’avére que ’exemple le plus simple d’effondrement sur un espace singulier, qui
est I'effondrement d’un flot isométrique, fournit un exemple petite valeur propre.
Et contrairement aux exemples donnés dans [CC90], on peut faire en sorte que les
feuilles ne soient pas compactes :

Exemple 1.2. On considére sur la sphére S = {(a,b) € C2, |a]®> + |b]?> = 1}
I'action isométrique du tore T2 définie par (61,602) - (a,b) = (¢1a, e2b). Si on se
donne un irrationnel a € R\Q, on peut lui associer un flot sur S par le plongement
de R dans T2 défini par ¢ — (t, at) en considérant l’action induite sur S3.

Pour construire 'effondrement, on décompose la métrique canonique g en la
somie g = gy P gy d’une composante verticale, tangente au flot, et d’'une compo-
sante horizontale gy sur ’espace orthogonal au flot. On définit alors la famille de
métriques g. = gy ® 2gy. Comme « est irrationnel, 'adhérence de chaque feuille
est une orbite de Iaction de T2, et donc (5%, g.) tend vers $3/T? = [0, 3] pour la
distance de Gromov-Hausdorfl quand ¢ tend vers 0.

On considére la 1-forme différentielle w = ou X est le champ de vecteur

X
[XT2
associé au flot. Sa codifférentielle dw est nulle : en effet, dw est une fonction invariante
par le flot, donc ddw est partout orthogonale a w, et donc ||8w||? = (w,ddw) = 0.

En outre, sa différentielle vérifie ¢ xdw = Lxw — dixw = 0. Le quotient de Rayleigh

2
de w d’écrit donc R(w) = ”ﬁ:"H”Q :

tend vers I'infini et ||dw||? reste constant. On est alors assuré quune valeur propre

du laplacien agissant sur Q!(S®) tend vers zéro quand on effondre le sphére, et cette
valeur propre est non nulle puisque by (S%) = 0.

et tend vers 0 quand ¢ tend vers zéro, car ||w|?

On va chercher dans cet article & comprendre dans quelle mesure cet exemple se
généralise aux autres flots. On considére donc un flot F — c¢’est-a-dire un feuilletage
orientable de dimension 1, a prior: sans parameétre — sur une variété M et si on
se donne une métrique g sur M, on définit comme dans 'exemple une famille
de métriques (g-) en décomposant g sous la forme gy @ gy, ol gy est la métrique



le long des feuilles et gy la composante de la métrique g orthogonale aux feuilles,
et en posant g. = gy ® e2gy pour € < 1. On appellera « effondrement adiabatique
associé a g » la famille de métrique ainsi construite.

Il est rare qu’une telle déformation de la métrique maintienne la courbure bor-
née, méme avec I’hypothése que les feuilles sont de dimension 1. On supposera donc
en outre que le flot F est riemannien, c’est-a-dire qu’il admet une métrique, dite
« quasi-fibrée », dont la composante orthogonale au feuilles est invariante par le flot
(cette propriété ne dépend pas du paramétrage choisi sur le flot). En effet, Y. Car-
riere a montré (|[Ca84b|) que si g est une telle métrique, la courbure sectionnelle de
ge est uniformément bornée par rapport a €, cette propriété étant fausse pour les
feuilletages riemanniens de dimension plus grande (méme en supposant par exemple
que le feuilletage est défini par une action localement libre de R¥). Les flots rieman-
niens fournissent ainsi un grand nombre d’exemples d’effondrements sur des espaces
singuliers (nous en rappelerons certains dans la section. Rappelons aussi une autre
propriété de ces métriques, que nous n’utiliserons pas ici mais qui intervient dans
d’autres contextes (voir par exemple [Gh83], [Mo05|, [Ma] et les références qui y
sont données) et qui motive I'étude des flots riemanniens en général : si on se donne
un champ d’hyperplans sur une variété riemannienne, il est totalement géodésique
si et seulement si la métrique est quasifibrée pour le flot orthogonal, ce flot étant
alors riemannien.

Sous ces hypothéses, nous allons mettre en évidence quels sont les points com-
muns et surtout les différences avec les effondrements de fibrés. En particulier, nous
tacherons d’éclairer les liens entre comportement du spectre, géométrie de I'effon-
drement et dynamique du flot qui n’étaient qu’esquissés dans [Ja04].

Si X est un champ de vecteur tangent au flot, on définit la cohomologie basique
H*(M/F) du flot comme étant la cohomologie de ’espace des formes basiques
V(M/F) ={w € Q*(M), 1xw = 1xdw = 0}. On sait (JEKSHS5|) que si le flot
est riemannien, cette cohomologie est de dimension finie. On va montrer qu’on peut
calculer le nombre de petites valeurs propres pour l'effondrement (g.) en fonction
de cette cohomologie. Pour tout p, on notera A\, o(M, g) la valeur propre nulle pour
les p-formes, si elle existe, et A\, 1(M,g) < Ap2(M,g) < ... les valeurs propres non
nulles des p-formes, en les répétant s’il y a multiplicité.

Théoréme 1.3. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n, F
un flot riemannien sur M et (g:) Ueffondrement adiabatique associé a une métrique
g quasi-fibrée pour F. Alors :

1. le nombre de petites valeurs propres non nulles sur les p-formes pour ’effon-
drement (ge) est

m,, = dim HP(M/F) + dim H" P(M/F) — b,(M) ;

2. il existe une constante c(g,F) > 1 telle que pour tout p, tout 1 < k < my,, et
tout 0 <e<1,onact -2 <A\ p(M,g.)<c-e

Remarque 1.4. Le théoréme s’applique en particulier aux fibrés en cercles, ce
qui permet de retrouver un partie des résultats de [CCQ0].



Remarque 1.5. En revanche, contrairement & ce qui se passe pour les effondre-
ments de fibrés sur leur base, ce n’est pas la cohomologie de I'espace limite qui inter-
vient ici mais celle de la structure transverse. Cela contraste aussi avec les exemples
d’effondrements a courbure minorée étudiés par J. Lott dans [Lo04] pour lesquelles
le nombre de petite valeurs propres se calcule a ’aide de la cohomologie de I'espace
limite. La structure de fibré sur 'espace limite ne semble donc pas pertinente pour
étudier dans toute sa généralité le probléme posé par la question

On peut déduire du théoréme un lien entre les propriétés spectrales du flot
et deux invariants cohomologiques, les classes d’Alvarez et d’Euler, dont nous allons
rappeler les définitions :

On se donne une métrique g quasi-fibrée pour le flot, un champ de vecteur X
unitaire et tangent au flot. La forme caractéristique du flot est y = X > et sa forme
de courbure moyenne est x = Ly . Dans [AL92], J.-A. Alvarez Lopez a montré que
la, composante basique de cette forme de courbure est fermée, et que la classe de
cohomologie basique de cette composante ne dépend pas de la métrique. On appelle
classe d’Alvarez cette classe de cohomologie et on la note [k] € H'(M/F). On sait
que cette clagse est nulle si et seulement si le flot est géodésible, ou de maniére
équivalente qu’il est isométrique — c’est-a-dire qu’il existe une métrique sur M et
un paramétrage du flot tels que le flot agisse par isométrie.

On définit la forme d’Euler du flot par e = dy — k A x. Cette forme est fermée
pour 'opérateur différentiel tordu d_, défini par d_,w = dw+ kK Aw, et il existe une
meétrique quasi-fibrée pour laquelle cette forme est basique. La forme e représente
donc une classe de cohomologie [e] dans la cohomologie basique tordue H?, (M /F)
définie comme la cohomologie de Q*(M/F) pour la différentielle tordue d_. La
classe [e] est appelée classe d’Euler du flot F. Elle dépend de la métrique, mais
pas le fait qu’elle soit nulle : on peut montrer ([RP01a], [RP01b]) que [e] = 0 si et
seulement s’il existe un feuilletage transverse & F dont la torsion est basique.

On peut alors écrire :

Corollaire 1.6. S’il existe p tel que X\p1(M,g:) tend vers 0 quand ¢ tend vers 0,
alors [e] # 0.
La valeur propre A\ 1(M, g:) tend vers 0 quand ¢ tend vers 0 si et seulement si

[k] =0 et [e] # 0.

Remarque 1.7. Si H'(M) = {0}, par exemple si M est simplement connexe, on
a neécessairement [k] = 0 et [e] # 0 (voir remarque dans la section [2)). Cette
situation est illustrée par ’exemple

Dans le cas ou le flot est isométrique, on a donc une condition nécessaire et
suffisante sur le spectre — & savoir 'absence de petites valeurs propres — pour que
la classe d’Fuler s’annule, comparable & celle qui est déja connue dans le cas des
fibrés en cercle (JCCOQ]). Cette condition ne se généralise cependant pas au cas des
flots non isométriques : on donnera au paragraphe un exemple de flot dont
la classe d’Euler est non nulle mais dont I’effondrement ne produit pas de petite
valeur propre. On verra aussi dans la section 2] que ce phénoméne peut s’exprimer
en termes cohomologiques (remarque .



Le théoréme donne l'ordre de grandeur de la vitesse & laquelle les petites va-
leurs propres tendent vers zéro par rapport a &, c’est-a-dire par rapport au volume.
Dans le cas des fibrés en cercles, le volume, le rayon d’injectivité et la distance de
Gromov-Hausdorfl sont tous du méme ordre au cours de l'effondrement ; ce n’est
pas le cas pour des effondrements plus généraux, et en particulier pour les effon-
drements de flots riemanniens dont les feuilles ne sont pas toutes compactes. On a
construit dans [Ja04]| des exemples d’effondrement de flots isométriques pour les-
quels le comportement asymptotique de la premiére valeur propre non nulle par
rapport au rayon d’injectivité dépend d’une propriété de nature dynamique du flot
et qui s’exprime en termes d’approximations diophantiennes. Ces exemples ne se
généralisent pas a tous les flots riemanniens (voir la remarque , mais on peut
définir un invariant diophantien lié au comportement asymptotique des petites va-
leurs propres par rapport a la distance de Gromov-Hausdorff entre M et 1'espace
limite de 'effondrement, dans le cas d’effondrements adiabatiques.

On sait que les adhérences des feuilles d’'un flot riemannien sont des tores et
qu’en restriction a 'adhérence d’une feuille, le flot est conjugué & un flot linéaire
(cf. [Ca84al). On peut donc décrire le flot sur une adhérence de feuille difféomorphe
a T* par un vecteur (1,a) avec a € RF~!. Ce vecteur n’est défini qu’a un difféo-
morphisme linéraire du tore prés, mais cela n’influe pas sur ses propriétés diophan-
tiennes. On peut en fait montrer qu’il existe un entier k et un flot linéaire Fy sur
T* tels que sur presque toutes les adhérences des feuilles du flot F, la restriction
de F est conjuguée a Fy (voir lemme pour un énoncé précis), ce qui permet
de considérer les propriété diophantiennes de Fy comme des propriétés globales du
flot F. On parlera d’adhérence générigue pour désigner les éléments de la classe de
conjugaison de Fy, et de feuille générique pour désigner les feuilles dont ’adhérence
est générique. On peut aussi montrer que la dimension maximale des adhérences
des feuilles est celle de I’adhérence générique.

Supposons dans un premier temps que ’adhérence générique du flot F est de
dimension 2. En restriction & une adhérence générique le flot s’identifie & un flot
linéraire sur R?/Z? induit par un vecteur qui peut s’écrire (1, ) dans une base de
72, avec a € R\Q. L’exposant d’irrationalité (appelé aussi mesure d’irrationalité)
de « est défini par

1
p(a) = sup {u, la — E| < — a une infinité de solutions (p, q) € 22} . (L.8)
q q

Rappelons que 'exposant d’irrationalité est au moins égal & deux sur les irration-
nels, qu’il vaut exactement 2 pour presque tout réel, en particulier pour les réels
algébriques, et que les réels pour lesquels il est infini sont exactement les nombres
de Liouville.

Cet exposant ainsi associé & un flot linéaire sur T2 ne dépend pas de la base de
Z? choisie et, en vertu du lemme , on peut définir un invariant global du flot en
considérant 'exposant d’irrationalité du flot sur une adhérence générique :

Définition 1.9. Soit F un flot riemannien sur une variété compacte M dont les
adhérences génériques sont de dimension 2. On appelle exposant d’irrationalité du
flot, noté pu(F), I’ exposant d’irrationalité du vecteur directeur du flot restreint &
une adhérence générique.



On a alors, en notant 0(M, F, g-) la distance de Gromov-Hausdorff entre (M, g.)
et I'espace limite de effondrement :

Théoréme 1.10. Soit M une variété riemannienne compacte et F un flot rieman-
nien sur M dont la dimension mazimale des adhérence des feuilles est 2. Alors,
pour tout effondrement adiabatique (gz) du flot, on a

Iné(M,F,g:) 1

lim inf = 1.11
S e a) L

ot W(F) est Uexposant d’irrationalité du flot.
Remarque 1.12. On en déduit que sous les hypothéses du théoréme [1.10] on a

| (M
lim sup n )\p,z( y gs)

I TE)  9)(F), 1.13
e—0 (M, F,ge) HF) (1.13)

pour tout entier p et tout 0 < i < my,.

Remarque 1.14. On verra dans la section {| (paragraphe [4.1.2) que pour tout
i € [2,+00], on peut construire des flots dont I’exposant d’irrationalité est p.

La démonstration du théoreme ne se généralise pas quand la dimension
des adhérences des feuilles dépasse 2. Cependant, si la direction du flot sur une
adhérence générique est difficilement approchable, ¢’est-a-dire induite par un vecteur
(1, ) € R¥ tel qu'il existe c(a)>0 pour lequel

o= 2 > —
q q F1

(1.15)

pour tout ¢ € Z* et p € ZF~1, on peut déterminer précisément le comportement
asymptotique de 6(M,F,g.) :

Théoréme 1.16. Soit M une variété riemannienne compacte et F un flot rieman-
nien sur M. Si les adhérences génériques du flot sont de dimension k et que sur
ces adhérences, la direction du flot est difficilement approchable, alors pour tout
effondrement adiabatique (ge) du flot, il existe une constante ¢ > 0 telle que

1

Cc

™
e
Eall

<M, F,g:) <c-e (1.17)

pour tout € €]0, 1].

Remarque 1.18. On peut en déduire un résultat sur le spectre comme pour le
théoréme : sous les hypotheses du théoréme [1.16] il existe une constante ¢ > 0

telle que
1

- O(M, g™ < 0 i(M, go) < (M. F, ge) ™, (1.19)
pour tout entier p, tout 0 < ¢ < m,, et tout € €]0, 1]. Notons aussi que dans [Ja04], on
ne donnait des exemples de valeurs propres de I'ordre de §(M, F, g.)** uniquement
en degré inférieur & 3. Ici, on peut effectivement avoir de tels valeurs propres en tout

degré (voir paragraphes et 4.1.2)).



On verra dans la section Ml comment construire des flots dont la direction est
difficilement approchable (paragraphes et [4.2.3). On peut aussi énoncer le
critére suivant (voir remarque de 'appendice) :

Proposition 1.20. Si F est un flot riemannien non isométrique dont la dimen-
ston de l'adhérence générique est un nombre premier, alors la direction du flot est
difficilement approchable.

Remarque 1.21. Dans le cas ou 'adhérence générique est de dimension 2, le fait
que la direction du flot F soit difficilement approchable implique que u(F) = 2.
L’exposant d’irrationalité ne peut donc étre prescrit que dans le cadre des flots
isométriques. On a la une illustration du caractére « rigide » des flots riemanniens
non isométriques.

Le théoreme [L3] et le corollaire [L6] seront démontrés dans la section 2l La
section |3| sera consacrée a I'étude de 6(M,F,g.) et a la démonstration des théo-
rémes et Dans la section ] nous présenterons plusieurs exemples. Nous
terminerons par un appendice sur les propriétés arithmétiques des flots riemanniens
qui nous serons utiles pour construire certains exemples et pour établir le proposi-

tion

2. Cohomologie et spectre des flots riemanniens

2.1. Suite spectrale des flots riemanniens

Les démonstrations du théoréme [1.3] et du corollaire s’appuient essentielle-
ment sur les résultats de J. A. Alvarez Lopez et Y. A. Kordyukov qui montrent dans
JALKOO] qu’on peut calculer le nombre de petites valeurs propres lors d’'un effon-
drement adiabatique (sans hypothése sur la courbure) d’un feuilletage riemannien a
laide de la suite spectrale différentielle du feuilletage (nous renvoyons au chapitre 4
de [To97] ou & [ALKOQ] pour une définition de la suite spectrale différentielle d'un
feuilletage riemannien). Afin de ne pas alourdir le texte, nous noterons E;"" ce qui
est noté £ dans [ALKO0] :

Théoréme 2.1 (JALKOO|). Soit F un feuilletage riemannien sur une variété com-
pacte M, g une métrique sur M et (ge) Ueffondrement adiabatique associé. On a
alors, pour tous entiers p et k > 0, en notant E;:’* la suite spectrale du feuilletage
et en posant B} = @ Eg’b :

a+b=p

dim By | = #{i > 1, A\pi(M, gc) € O(**) quand & — 0} + by(M).

Pour obtenir une minoration des petites valeurs propres comme celle du théoréme
[1.3] on doit compléter ce résultat :

Théoréme 2.2. Sous les hypothéses du théoréme il existe ¢ > 0 dépendant de
g mais pas de € tel que pour tout entier p > 0 et tout entier i > dim E/,’C’Jrl —by(M),
on a
2k
c- e < Npi(M, ge)

pour tout € < 1.



Nous utiliserons ce résultat pour une métrique g quasi-fibrée, mais il est vrai pour
une métrique quelconque, comme le théoréme 2.1} Nous allons donc le montrer dans
le cas général.

Démonstration : Nous allons utiliser le fait (démontré dans [ALKO00]) qu’il
existe une suite décroissante de sous-espaces de Q*(M)

O(M)DHI DH;DH; D ... D HLY (2.3)

et un opérateur symétrique AL : Q*(M) — Q*(M) dont le spectre est le méme que
celui de A(M, g.), et verifiant les deux propriétés suivantes :

- H;, ~ E;;
— Si w; est une suite d’éléments de QP(M) telle que ||wi|| = 1 et (Alw;,w;) €
0(6?(k_1)) ou ¢; est une suite tendant vers 0, alors il existe une sous-suite

convergente de w; dont la limite est dans H}, (JALKOQ], théoreme B).
S'il existe une suite ; tendant vers 0 et telle que A,y (a1) (M, gc) -5;2]“ tende vers

zéro pour un m > dim Eﬁ 41, alors on peut construire une suite (B;)ien de famille
)

de vecteurs B; = (w;”’)1<j<m telle que chaque famille B; soit orthonormée et que

1
pour tout j, on a (A;w(]),wy)

§ ) € 0(¢?¥) quand i — +o00. On peut donc extraire de
(B;) une sous-suite convergente, dont la limite sera orthonormée et contenue dans
Hg_ﬂ. Mais alors on a dim H£+1 > m, ce qui contredit dim ’HZH = dim E1€+1 < m.

Le théoréme B de [ALKO00], utilise comme hypothése que la métrique g, et donc
Peffondrement (g.), est quasi-fibrée. Il reste donc & montrer qu’on peut étendre le
résultat qu’on vient d’obtenir & des métriques quelconques. Soit g une métrique
quasi-fibrée, ¢’ une métrique quelconque, et (g.) et (g.) les effondrements adiaba-
tiques associés. Comme la variété M est compacte, il existe des constantes 7 > 0 et
7' > 0 telles que 7'g < ¢’ < 7¢g. Comme l'ont remarqué Alvarez et Kordyukov dans
[ALKOQ] (section 4), on a alors 7'g. < gL < 7g. pour tout € > 0. Un théoréme de

J. Dodziuk (|[Do82|) assure alors que

3n 3n
1 /7\2 , 1/7\2
S(5) Ma) <npng) <= (5) 7 AkMig) (24
pour tout entiers k > 0 et p € [0,n], ce qui montre bien que le comportement
asymptotique du spectre lors de I’effondrement ne dépend pas de la métrique initiale
choisie. [

Dans le cas ou les feuilles sont de dimension 1, la suite spectrale du feuilletage
est assez simple : le complexe bigradué Q** (M /F) sur lequel est construit la suite se
réduit aux deux lignes Q*0(M/F) et Q%1 (M/F), Q*9(M/F) étant nul pour q > 2.
Le terme E;’O s’identifie & la cohomologie basique H*(M/F) comme pour tous
les feuilletages, et le terme E;’l est isomorphe & la cohomologie tordue Hi(M/F)
qui est la cohomologie des formes basiques pour 'opérateur différentiel tordu dy :
w — dw — k A w (JKT84], diagramme 2.18). Comme E;¢ est nul pour ¢ > 2, la
suite dégénére au rang 3, et on peut déduire du théoréme que toutes les petites
valeurs propres sont de 'ordre de €2 et que leur nombre se calcule en fonction de
H*(M/F), H:(M/F) et by(M) :

Fait 2.5. Le nombre de petites valeurs propres non nulles sur les p-formes pour un
effondrement (g:) associé a une métrique quasi-fibrée g est m, = dim H?(M/F) +



dim HE™ Y (M/F) — by(M), et il existe une constante c(g, F) > 1 telle que pour tout
p et tout 1 <k <myp, ona cl.g?2< )\pJg(M,gg) <c-e2.

Démonstration : La suite spectrale EZ* du feuilletage dégénére au rang 3, donc
dim EZ = b, pour tout k > 3. Les seules petites valeurs propres sont donc celles
correspondant & k = 1 dans les théorémes [2.1] et [2.2] Leur nombre est

m, = dimE}—b,
= dim EY° + dim E5~' — b,
= dim H?(M/F) + dim HE~Y(M/F) — b,, (2.6)

et les théoremes [2.1] et [2.2] assurent l'existence d'une constante ¢ telle que
-1, 2 2
c et <M, g.)<c-e (2.7)

pour tout 1 <k < my,. ]

La cohomologie basique ne vérifie en général pas la dualité de Poincaré, mais il
existe une relation de dualité avec la cohomologie tordue :

Fait 2.8 ([KT83]). Si F est un flot riemannien sur une variélé compacte M de
dimension n, alors on a H.(M/F) ~ H" 1={(M/F).

On en déduit que la constante m,, peut s’écrire
my = dim HP(M/F) + dim H""P(M/F) — by(M), (2.9)

Ce qui achéve la démonstration du théoréme (1.3

2.2. Suite de Gysin des flots riemanniens

Pour démontrer le corollaire on va préciser les roles des classes [k] €
HY(M/F) et [¢] € H2,(M/F) dans la cohomologie du flot. On a déja dit que
la classe d’Alvarez est nulle si et seulement si le flot est isométrique. Cette propriété
du flot posséde d’autres caractérisations :

Théoréme 2.10 ([Ca84a], [KT8&3], [MS85|, [AL92]). Soit F est un flot rie-
mannien sur une variété compacte M de dimension n. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

1. le flot F est isométrique ;

2. le flot F est géodésible ;

3. la classe d’Alvarez du flot est nulle ;

4o HPH(M/F) #0;

5. la cohomologie basique du flot vérifie la dualité de Poincaré.

La classe d’Euler [e] intervient dans une suite exacte longue de cohomologie,

construite par J. I. Royo Prieto et qui généralise la suite de Gysin des fibrés en
cercles :



Théoréme 2.11 (JRPO1al], [RP01b]). Si F est un flot riemannien sur une va-
riété compacte M, on a la suite exacte longue

. — H'(M/F) — H\(M) — H=Y(M/F) %S H+Y(M/F) — - - (2.12)

Remarque 2.13. Dans [RP01a], le théoréme est démontré en utilisant un
argument a la Mayer-Vietoris. On peut aussi le déduire de la suite spectrale du fibré
comme pour les fibrés en cercles, en s’appuyant sur le fait que la suite spectrale
vérifie Ey? = 0 pour ¢ > 2 et en suivant la méme démarche que dans [BT82]
(chapitre 3, §14).

Remarque 2.14. 1l est bien connu que si M est simplement connexe, alors le flot
est nécessairement isométrique : c’est par exemple un cas particulier d’un résultat
d’E. Ghys ([Gh84]) et on peut le retrouver en remarquant que [k] € H'(M/F) C
H'(M) = {0}. La suite de Gysin montre que 'hypothése H'(M) = {0} implique
aussi [e] # 0. En effet, on a alors la suite exacte

{0} — HAM/F) ™S H*(M/F) — (2.15)

et comme [k] =0, on a HO(M/F) = HY(M/F) ~ R. L’application Ae étant injec-
tive, elle est donc aussi non triviale. Par conséquent [e] # 0.

Le corollaire découle des résultats énoncés précédemment.
Démonstration du corollaire : Sila classe d’Euler [e] est nulle, la suite de
Gysin se décompose en suites exactes courtes de la forme

0— H(M/F)— H (M) — H-"Y(M/F) -0 (2.16)

On en déduit que b,(M) = dim H (M /F) + dim H:"*(M/F) et donc que m,=0.
Par contraposée, on obtient la premiére affirmation du corollaire.

Si la classe d’Alvarez est non nulle, alors H"~'(M/F) = 0 (théoréme [2.10) et
donc HY(M/F) = 0 (fait 2.8). On peut alors déduire de la suite de Gysin que
HY(M/F)~ H'(M), et on obtient finalement que m; = 0.

Il reste & montrer que si [k] = 0 et [e] # 0, alors on a effectivement une petite
valeur propres pour les 1-formes. Le début de la suite de Gysin s’écrit :

0— HYM/F) 5 HY(M) EN HY(M/F) S HX (M) F) — (2.17)

Le fait que [k] = 0 implique que HY(M/F) ~ H°(M/F) ~ R, le noyau de Ae est
donc R ou {0}. La cohomologie HY(M/F) étant alors représentée par les fonctions
constantes sur M, lapplication Ae est nulle si et seulement si [e] = 0. Si [e] # 0,
alors le noyau de Ae est {0} et Papplication j est nulle, et donc H*(M/F) ~ HY(M).
Si [k] = 0 et [e] # 0, on a finalement my = dim H" (M /F) = dim HY(M/F) = 1.
[

Remarque 2.18. L’absence de petite valeur propre se traduit sur la suite de Gysin
par le fait que toutes les applications H. (M /F) A H™(M/F) sont nulles. Si le
flot est isométrique, le cas i = 1 permet d’en déduire que la classe d’Euler est nulle,
mais le raisonnement ne se généralise pas aux autres flots, et on peut trouver des
flots pour lesquels toutes les applications Ae sont nulles sans que la classe d’Euler
soit nulle (voir paragraphe 4.2.2)).
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3. Géométrie des effondrements

Avant de démontrer les théorémes et nous allons d’abord justifier la
notion d’adhérence générique :

Lemme 3.1. Soit M une variété riemannienne compacte et F un flot riemannien
sur M. Il existe un flot linéaire Fo sur un tore T* tel que toute restriction du flot F
a une adhérence de feuille soit conjuguée a un flot quotient de Fo, et que la réunion
des adhérences des feuilles de F sur lesquelles le flot est conjugué a Foy forme un
ouvert dense de mesure pleine de M.

Les flots quotients de Fp sont les flots obtenus, pour tout | < k, en projetant
linéairement T% sur un tore T" (en incluant l'identité et les quotients d’indice fini,
sik=1).

Cette notion de feuille générique correspond & celle de feuille réguliére sans
holonomie introduite dans [AMS86]. Par ailleurs, on peut noter que les adhérences
des feuilles du flot sont de dimension au plus k.

Démonstration du lemme : On va s’appuyer sur le fait que toute feuille
F du flot admet un voisinage ouvert U, appelé « voisinage de Carriére », vérifiant
les propriétés suivantes (voir [Ca84al) :

— le voisinage U est saturé par le flot;

— il existe un diffeomorphisme U — S* x T* x B"* envoyant I’adhérence de F'

sur S x T% x {0} ;

— le flot restreint a U est conjugué au flot obtenu par la suspension d’un difféo-

morphisme T x R de T* x B* %=1 ou T est une translation irrationnelle et
R une rotation de la boule B"~F~1,
On peut décomposer la rotation R en somme de rotations planes :

R ... 0 0

R=| * " i 3.2
0 ... R, O (3:2)
0 ... 0 Id

ot les R; sont des rotations non triviales du plan.

Supposons d’abord que R # Id. On définit les points génériques de la boule
B F=1 comme étant les points qui ne sont fixés par aucune des rotations R;. Si
x et y sont deux tels points, il existe une matrice diagonale D et une rotation R’
commutant toutes deux avec R et telle que y = DR'(x). Les orbites de = et y
sous ’action de R sont conjuguées wia I'application DR’, donc leur orbites pour
le flot le sont aussi, ainsi que les adhérences de ces orbites. L’ensemble des points
génériques de la boule forme un ouvert de mesure pleine de B"*~! donc la réunion
de leurs orbites pour le flot est un ouvert de mesure pleine de U. On appellera feuilles
géneériques (resp. adhérences génériques) de U ces orbites (resp. leur adhérence). Si
on cousidére un point z non générique de la boule, 'adhérence de son orbite pour
le flot peut s’écrire comme le quotient de ’afhérence générique par ’adhérence du
groupe engendré par les rotation R} qui fixent ce point.

Si on suppose maintenant que R = Id, toutes les restrictions du flot aux adhé-
rences des feuilles de U sont conjuguées au flot sur F, qui représente alors la, feuille
générique de U.
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Par compacité, il suffit d’'un nombre fini de voisinages de Carriére pour recouvrir
la variété M. Si deux de ces ouverts ont une intersection commune, ils auront en
particulier une feuille en commun qui sera une feuille générique de chacun des deux
ouverts. Par connexité, on en déduit que tous les ouverts du recouvrement on la
méme adhérence générique. La réunion des feuilles génériques formant un ouvert
dense de mesure pleine sur chaque ouvert du recouvrement, leur réunion sur l’en-
semble de la variété est aussi un ouvert dense de mesure pleine. Il en va de méme
pour les adhérences génériques. [

Quand on effondre la variété M par g., elle tend vers un espace métrique X
qui est le quotient de M par les adhérences des feuilles du flot. La distance de
Gromov-Hausdorff §(M, F, g.) entre (M, g-) et X est alors de 'ordre du maximum
du diamétre des adhérences des feuilles pour la métrique induite. Plus précisément,
on sait (voir [CEG92]|, en particulier le théoréme 2.6) que si on note 7 : M — X la
projection de M sur X et qu’on pose

§(e) = 2161)[; diam (7 (z), g2), (3.3)

alors il existe une constante ¢ > 0 indépendante de ¢ telle que

1
= 0'(e) S O(M, F,g:) < c-'(e), (3.4)
c
pour tout € €]0,1]. En nous appuyant sur cette remarque, on va montrer que
O0(M,F,ge) est controlé par le diameétre d’'une adhérence générique.

Lemme 3.5. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte munie d’un flot rie-
mannien F d’adhérence générique (T*, Fo). Si § est une métrique sur T et en
notant (g.) et (g.) les effondrements adiabatiques de M et T* pour leur flot respec-
tif, alors il existe un constante ¢ > 0 ne dépendant pas de € telle que

1
- dlam(Tk7g€) S 5(Ma f) gE) S C- dlam(Tk7g6>
C

pour tout € €]0, 1].

Démonstration : Pour tout € X, la métrique g induit une métrique sur 71 (z).
On peut ainsi définir une application continue de X dans l'espace des métriques
du tore T* : Si z est Iimage par m d’une adhérence générique, I'image de = est
simplement la métrique g, induite par g sur cette adhérence, et on peut prolonger
cette application pas continuité sur les adhérences non génériques, quitte a ce que la
métrique g, soit dégénérée dans le cas ou 'adhérence de la feuille est de dimension
strictement inférieure & k, le diamétre de m—!(z) étant dans tous les cas majoré par
diam(T*, g,,).

L’espace X étant compact, on peut trouver une constante 7 > 0 telle que pour
tout € X, g, < 7§, ou g est la métrique canonique de R¥/ZF. En notant (g.¢) et
(Ge) les effondrements adiabatiques associés, on a g, . < 7ge, pour tout € > 0. On
en déduit que

diam (7~ 'z, g.) < diam(T*, g,..) < 7 diam(T*, g.) (3.6)

12



pour tout # € X et tout € €]0, 1], et donc que
' (e) < 7diam(T*, g.). (3.7)

Si on se donne un point zg € X qui soit la projection par m d’une adhérence
générique, on peut trouver 7 > 0 tel que 7/g < Jzo- On a alors

7' diam(T*, g.) < & (e) (3.8)
pour tout € €]0,1]. On peut alors conclure en utilisant 'encadrement (3.4). [ |
Le lemme |3.5| assure que
In§(M In diam(T*, g
i inf DO F9e) gy g Idiam(T ge) (3.9)
e—0 Ine e—0 Ine

Pour démontrer le théoréme [1.10], il reste donc & décrire la géométrie de I'effondre-
ment d'une adhérence générique dans le cas on elle est de dimension 2. Le flot est
entiérement déterminé par la donnée d’un irrationnel o € R, le flot étant induit par
le vecteur (1,a) € R% On va étudier le comportement asymptotique du diamétre
d’un tore T? plat au cours de 'effondrement d’un flot linéaire :

Lemme 3.10. Soit T? = R?/72, g le quotient sur T? de la métrique canonique de
R?, o un réel irrationnel et (g:) Ueffondrement adiabatique associé ¢ g et au flot
linéaire induit par le vecteur (1,a). On a alors :

Indiam(T?, g.) 1

lim inf = . 3.11
iy Ine p(o) (8.11)

Démonstration : On va en fait montrer que

Ininj(72 1
limsup Mg g1 (3.12)
e—0 1n€ IU/(O[)

le lemme s’en déduit en utilisant le fait qu’il existe une constante C' > 0 telle que
1
ok Vol(T?, g.) < inj(T?, g.) - diam(T?, g.) < C - Vol(T?, g.). (3.13)

et que Vol(T?,g.) = e.
Notons | - ||c la norme sur R? obtenue en relevant la métrique g.. On peut

remarquer que pour tout € > 0, on a
1
inj(7?,¢.) = = inf , 3.14
i(T7,9e) = 5 - 1P, @)l (3.14)
(p,q)#(0,0)

Le probléme est donc d’estimer la distance pour la métrique g. entre les points non
nuls de Z? et l'origine. On notera D la droite vectorielle de R? engendrée par (1, ),

et 6 'angle entre la droite D et I'axe des abscisses pour la métrique g.
On va d’abord minorer cette distance en fonction de I'exposant d’irrationalité
de a. Soit v un réel tel que v > p(a). L'inéquation | — §| < q% n’a alors qu’un
nombre fini de solutions, on peut donc trouver une constante 0 < ¢(a) < 1 telle que

a—=|>— (3.15)

p‘c
ql 9"
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pour tout (p,q) € Z2\(0,0). Pour tout ¢ > 0 on définit une partie A. de R? par :

1
A = {(m,y) ER? |lza—y|<c-e7v, |z| < } (3.16)
EV

Pour tout 0 < € < 1, le seul point & coordonnées entiéres contenu dans A est (0,0).
En effet, si (¢,p) € A. N7Z2, alors |q| < ¢ - et lga —p| < c-e'7v. Si g # 0 ceci
implique |ga — p| < =1, et donc lae — g\ < 47 ce qui contredit 1} Siqg=0,

alors |p| < c- el=v ce qui implique p = 0.

Le domaine A, est, pour la métrique g, un parallélogramme dont un coté, paral-
lele ala droite D, est de longueur ﬁe_?, et I’autre, parallele & I’axe des ordonnées,
est de longueur 2c- e!=4 . 1l contient donc un rectangle R dont les cotés, respective-
ment paralléles et orthogonaux a D, sont de longueurs 602398_? — 2¢|sin 9’81_% et
2c-cosf-e1 v Pour la métrique g., R est un rectangle de cotés el=s (=2;—2c|sinfle)
et 2¢-cosf - e'7v. On peut donc trouver un réel p > 0 ne dependant pas de € tel
que, pour la metrlque gs, la boule de centre (0,0) et de rayon pe'™v soit contenue

dans A. et donc ne contienne pas d’autre point & coordonnées entiére. On a par
conséquent la minoration

inj(T2, g.) > g =5 (3.17)
et, en tenant compte du fait que Ine est négatif, la majoration
In inj(77? 1 Inf
Ininj(T%ge) 1 M3 (3.18)
Ine Ine
En passant a la limite quand € — 0 puis v — pu(«), on obtient
Ininj(7? 1
limsupw <1——, (3.19)
£—0 Ine p(ca)

On va maintenant majorer inj(72, g, ) pour une suite (¢,,) tendant vers zéro. Soit
v < p(a). 1l existe deux suites d’entiers (pr) et (¢n) telles que (gp) soit strictement

croissante et ‘a — Z—”‘ < q% pour tout n € N.
n n

Soit P, le projeté orthogonal de (pn, ¢n) sur la droite D. On peut noter que P,
est indépendant du choix de la métrique dans la famille (g.). Si on note d et d’ les
distances pour la métrique canonique de Vorigine & P, et de P, & (pn,qn), on a
| (Pns @n)||? = €2d? + d’?. D’un part, la distance d’ peut s’écrire d' = |gpa — py| cos 6,

donc d' < gl7" cos §. D’autre part, comme Z" — «, on a la majoration
n

p2
& <p,+q =q <§
P2

+ 1) <@ (a+2). (3.20)

Si on pose €, = ¢,,”, on a finalement

2(1—

1
[(Prs an)|12, < @207 (cos? 0 + a4 2) = en, ”)(0082 0+a+2). (3.21)

On en déduit que

Ininj(7? In inj(7? 1
i sup P T 90) g T 0e) Sy 1 (3.92)

0 ne n——+o00 Ine,

R
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et, en passant a la limite quand v — p(a),

. 2
ninj(T%9e) oy 1 (3.23)

lim sup
()

e—0 Ine
|

Remarque 3.24. Le théoréme[1.10| apporte un élément de réponse & la question,
posée par P. Pansu dans [Pa85|, de savoir si dans Iexemple on peut mesurer
I’écart entre deux métriques obtenues en fixant € et en faisant varier . On voit
que si on choisit deux valeurs de a ayant des exposants d’irrationalité différents, on
pourra effectivement trouver des valeurs de € pour lesquelles la distance de Gromov-
Hausdorff entre les deux métriques est minorées.

Remarque 3.25. Les adhérences non génériques empéchent de controler le rayon
d’injectivité global en fonction de p(F). On peut voir dans I’exemple que le
rayon d’injectivité est donné par la longueur des feuilles compactes et qu’il est donc
de Pordre de € quel que soit u(F).

Une difficulté apparait si on cherche & généraliser le lemme [3.10] aux tores de
dimension supérieure. On peut représenter un flot linéaire sur 7% par un vecteur
(1,a) € RF avec av € RF~1 et deéfinir un exposant d’irrationalité de o par

1
w(a) = sup{v, |la— gH < — a une infinité de solutions (p,q) € Z*~! x Z} (3.26)
q q”

Cet invariant permet de controler le rayon d’injectivité du tore lors de 'effondre-
ment, mais la relation (3.13) se généralise par

ini*~1(T%) . diam(T%) < Vol(T*) < C(k) - inj(T*) - diam*~1(T%),  (3.27)

1
C(k)
ce qui ne permet pas de contréler le diamétre en fonction du rayon d’injectivité
aussi précisément qu’en dimension 2. Cependant, dans le cas ol « est difficilement
approchable, on a montré dans [Ja04] le résultat suivant :

Proposition 3.28. Soit o € R¥"! un vecteur difficilement approchable, F le flot
linéaire induit sur T par le vecteur (1,a), g une métrique sur T* et (g-) leffon-
drement adiabatique associé a F et g. Il existe une constante c(g, ) > 0 telle que

1
= er < inj(T*, ) < diam(T*, g.) < ¢ e*. (3.29)
C

Le lemme [3.5] permet d’en déduire directement le théoréme [I.16

4. Exemples

4.1. Flots isométriques
4.1.1. Effondrements de sphéres

Les sphéres ayant un gros groupe d’isométrie, elles permettent de construire
facilement des exemples de flots isométriques. En outre, on obtient aisément des
flots pour lesquels 'espace limite de I’effondrement est singulier. On peut généraliser
I'exemple [1.2] de la maniére suivante :
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Exemple 4.1. On considére la spheére
St — L(ay, ... a,) €CY, Jar)? + ...+ |an> = 1} (4.2)
sur laquelle le tore T™ agit isométriquement par
01,....0,) - (a1,...,a,) = (%ay, ..., e"ay,). (4.3)

Un sous-groupe & un parameétre du tore 7" induit un flot isométrique non singulier
sur $2"~1. Si ce sous-groupe est dense dans T, I'espace limite de Ieffondrement est
X = §?"=1/T" qu’on peut identifier & un domaine de la sphére S™~ 1 :

X={(z1,...,20) ER", 21>+ ...+ |z )> =1l et z1,...,2, > 0}. (4.4)

Cet espace est difféomorphe a un simplexe de dimension n — 1.

Le méme argument que dans 'exemple assure que ces effondrements pro-
duisent des petites valeurs propres. La classe d’Euler de ces flots est donc non nulle,
selon le corollaire [L.6l

Remarque 4.5. Comme les sphéres de dimension paire ont une caractéristique
d’Euler non nulle, non seulement elles n’admettent pas de flot non singulier mais
elles n’admettent pas non plus d’effondrement & courbure bornée.

Remarque 4.6. La suite de Gysin permet de calculer la cohomologie basique du
flot, on a HP(M/F) = R quand p est pair et HP(M/F) = {0} quand p est impair.
On a donc des petites valeurs propres en tout degré autre que 0 et n.

4.1.2. Prescription de ’exposant d’irrationalité

Dans l'exemple [I.2] comme sur n’importe quelle variété dont le groupe d’iso-
métrie contient un tore T2, on peut construire pour tout a € R\Q un flot dont le
vecteur directeur sur une adhérence générique est (1, ). Pour tout u € [2,+0o0],
on peut construire un o dont l'exposant d’irrationalité est p en utilisant le fait
que 'exposant d’irrationalité peut se calculer a ’aide du développement en fraction
continue de « :

Théoréme 4.7 ([So04]). Soit o un irrationnel, [ag, a1, as,...] son développement

. . n > . - ,
en fraction continue et — les réduites successives de ce développement. On a alors
an

1 1
wla) =1 —i—limsupm = 2+ limsup %.

n—+oo 1lGn n—+oo 11Qp
Sachant qu’on a aussi ¢u+1 = Gn+1¢n + Gn—1, ON voit qu’on peut aisément construire
une suite (a,) ayant 'exposant d’irrationalité souhaité, par exemple en posant la
relation de récurrence ani1 = [gh] si p est fini. Le cas yu = +oo correspond aux
nombres de Liouville.

Si le groupe d’isométrie contient un tore 7%, on peut construire un flot linéaire
sur ce tore — et donc un flot isométrique sur la variété — dont la direction est
difficilement approchable, en utilisant le fait que si (1,aq,...,q,,) est une base
d’un corps de nombres réel, alors (a1, ..., ay) est difficilement approchable ([Sc80],
théoréme 4A, p.42).
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4.1.3. Fibrés principaux en tores

Si on considére un fibré T2 < M — N principal, un vecteur (1,a) sur 72
induit un flot isométrique dont toutes les feuilles sont génériques. En suivant la
construction donnée dans [Ja04], on peut obtenir un effondrement pour lequel le
rayon d’injectivité global est du méme ordre que celui d’une fibre quelconque. On
peut donc construire, pour tout g > 2, un flot pour 'effondrement duquel on a

lim inf ‘ = (4.8)
Pour tout ¢ < my,.

4.2. Flots non isométriques
4.2.1. Fibrés en tores sur le cercle

On peut construire un grand nombre d’exemples de flots non isométriques en
prenant comme support des fibrés en tores sur le cercle. Si on se donne un matrice
A € SLi(Z), cette matrice induit un difféomorphisme linéaire du tore 7% et on peut
construire un fibrée T% < M — S' par suspension de ce difféomorphisme. Chaque
vecteur propre de A induit sur 7% un flot linéaire qui s’étend en un flot global sur
M. Sion munit M d’une structure de solvariété et d’'une métrique invariante comme
dans [Ja03], on peut aisément représenter le flot considéré par un champ de vecteur
invariant et vérifier que la métrique est quasi-fibrée pour ce flot (voir les exemples
donnés dans [RPO1D]).

Pour illustrer le corollaire [I.6] on va donner deux exemples illustrant chacun des
cas [e] = 0 et [e] # 0.

Exemple 4.9. On pose A = (21). Le flot correspondant est ’exemple le plus
simple de flot non isométrique — il représente I'unique classe de flots non isomé-
triques dans la classification des flots riemanniens établie en dimension 3 par Y. Car-
riere dans |[Ca84a] —, et sa classe d’Euler est nulle (cf. [RP01Db]). L’effondrement du
flot ne produit donc aucune petite valeur propre.

Exemple 4.10. On pose

(4.11)

OO =N
S O = =
NN OO
=N

D’aprés la théorie de J. Lott (|[Lo02]), les effondrements du fibré obtenu ne pro-
duisent jamais de petites valeurs propres pour les 1-formes différentielles, mais on a
montré dans [Ja03| que l'effondrement du flot produisait des petites valeurs propres
sur les 2-formes. On peut en déduire que [k] # 0 et [e] # 0.

Dans [RP01D] est présenté un exemple de variété de dimension 6 admettant un flot
riemannien vérifiant [x] # 0 et [e] # 0. Dans 'exemple ci-dessus, la variété est
de dimension 5. On ne peut pas trouver de tels exemples en dimension 3 selon la
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classification de Y. Carriére. On va voir au paragraphe suivant qu’il en existe en
dimension 4, mais que leur effondrement ne peut pas produire de petites valeurs
propres.

4.2.2. Existence de petites valeurs propres et annulation de la classe
d’Euler

Nous allons construire dans ce paragraphe un exemple de flot dont la classe
d’Euler est non nulle mais dont I'effondrement adiabatique ne produit pas de petites
valeurs propres. Pour cela, nous commencerons par établir deux lemmes. Le premier
fournit un critére concernant 'annulation des classes d’Euler et d’Alvarez :

Lemme 4.12. Soit F un flot riemannien sur une variété M, et N une sous-variété
de M stable par F. Si la classe d’Alvarez (resp. d’Buler) de F est nulle, alors la
classe d’Alvarez (resp. d’Euler) du flot restreint & N est nulle aussi.

Démonstration : Le cas de la classe d’Alvarez est évident quand on se souvient
que [k] = 0 signifie que le flot est isométrique : si une métrique sur M est invariante
par le flot, sa restriction & N sera aussi invariante sous ’action de la restriction du
flot.

Si x est la forme caractéristique du flot sur M, la forme d’Euler est définie par
dxy = kK A x + e, et [e] = 0 signifie que e est une forme exacte pour la différentielle
tordue d_, c’est-a-dire qu’il existe une forme basique 3 telle que e = df8 + k A S.
On a donc dy = k A x +dB + k A 8. Si on note ¢ Iinjection ¢ : N — M, on peut
en déduire d(i*x) = (i*k) A (i*x) + d(i*B) + (i*k) A (i*(3). On peut vérifier que
i*x est bien la forme caractéristique du flot restreint & IV, et que i*x et i*( sont
des formes basiques pour ce flot. On en déduit que i*k est la forme de courbure et
d(@*8) + (i*k) A (i*F) = d_j=xi* 5 la forme d’Euler du flot sur N, et que la classe
d’Euler correspondante est nulle. [

Le second lemme concerne le spectre du laplacien en dimension 4 :

Lemme 4.13. L’effondrement adiabatique d’un flot riemannien non isométrique
sur une variété de dimension 4 ne produit pas de petites valeurs propres.

Démonstration : La théorie de Hodge assure qu’en dimension 4, le spectre du
laplacien de Hodge-de Rham est entiérement déterminé par sa restriction aux 1-
formes différentielles. Or, on a vu que l'effondrement d’un flot non isométrique ne
produit pas de petite valeur propre sur les 1-formes.

On peut aussi remarquer que pour un flot non isométrique en dimension 4, on
a HO(M/F) = H3(M/F) = {0}, et donc toutes les applications Hi~*(M/F) 25
H™*Y(M/F) dans la suite de Gysin du flot sont nulles, ce qui garantit qu’il n'y a
pas de petites valeurs propres (cf. remarque [2.18). m

En vertu du lemme précédent, il nous suffit de construire un flot riemannien
non isométrique sur une variété de dimension 4 dont la classe d’Euler est non nulle.
L’exemple que nous allons considérer appartient & une famille de flots non isomé-
triques exhibée dans [AMS86], nous allons en donner une construction qui permet de
facilement mettre en évidence le fait que [k] # 0 et [e] # 0 en utilisant le lemme
412
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On commence par considérer le flot de 'exemple sur la spheére (le coefficient
a déterminant la direction du flot sera fixé ultérieurement). En prenant le produit de
la sphére S par un cercle, on obtient un flot sur S3 x S! dont ’adhérence générique
est de dimension 2 et dont I'espace limite de I'effondrement est [0, 5] x S L On peut
noter qu’au dessus de |0, g[xSl, le flot se décompose en un produit trivial entre
I’adhérence générique et ]0, Z[x St

S3 x St M
T l/”
)

(

Fic. 1-

On modifie maintenant la variété de maniére & ajouter une anse & I’espace limite :
le nouvel espace limite X est obtenu en enlevant deux disques Do et Dy a [0, 5] x S*
et en recollant le long des bords de ces deux disques un cylindre S* x [0, 1]. La variété
M sur laquelle sera défini le nouveau flot est obtenu en enlevant les deux parties de
la forme D; x T? au dessus des deux disques de I’espace limite, et en recollant le
long du bord le produit S* x [0,1] x T2. On doit préciser la maniére d’effectuer le
recollement car la topologie de la variété M en dépend : on se donne une matrice
A € SLy(Z) et on identifie les bords de D; x T? et S* x [0,1] x T? par

0Dy x T? — St x {0} xT?
{ (z,y) — (z,y) 1)
et
OD1 xT? — S'x {1} xT?
{ (ﬂlc,y) — (z,Ay) 7 415)

l'identification entre D; et S provenant de I’adjonction d’anse sur I'espace limite.

On construit le flot riemannien sur M en munissant S' x [0,1] x T? du flot
obtenu par produit de adhérence générique du flot sur S% x St par St x [0, 1]. Pour
assurer la compatibilité du flot avec le recollement ci-dessus, on choisit la matrice
A telle qu’elle admette une valeur propre irrationnelle — par exemple la matrice A
de 'exemple —, et on prend comme direction du flot sur S la direction propre
correspondante. On obtient bien ainsi un flot linéaire dense dans 72 qui est invariant
par A.

Il reste & montrer que les classes d’Alvarez et d’Euler du flot sont non nulles.
On va pour cela définir deux sous-variétés N; et No de M, stable par le flot, et
appliquer le lemme Pour Ny, on choisit une sphére S x {z} dans S3 x S qui
ne rencontre pas les D; x T2, et qui est donc préservée dans M. L’espace limite de
Peffondrement de N7 est un segment X; dans X. On construit N2 en se donnant
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Fic. 2 -

un cercle Xy dans X qui passe par I'anse (voir figure [2)) et en définissant Ny comme
étant le fibré en tore T2 au dessus de Xo.

La sous-variété N7 est une sphére donc le flot restreint & N7 a une classe d’Euler
non nulle, et Ny est la suspension du difféomorphisme linéaire de 72 induit par la
matrice A, donc le flot restreint a No est non isométrique d’aprés la classification
de [Ca84a). En vertu du lemme {4.12] les classes d’Alvarez et d’Euler du flot sur M
sont toutes les deux non nulles.

Remarque 4.16. Le procédé d’adjonction d’anse sur I’espace limite peut aisément
se généraliser & d’autres flots, par exemple ceux du paragraphe pour construire
des exemples de flots non isométriques.

4.2.3. Construction de flots difficilement approchables

On va présenter ici une construction de flots riemanniens non isométriques dont
la. direction est difficilement approchable. Notons qu’une construction semblable
apparait aussi dans [Gh83|] pour d’autres de ses propriétés.

On considére une variété compacte B telle que bi(B) # 0, et on note B son
revétement universel. L’idée est de se donner un flot linéaire sur T dont la direction
est difficilement approchable, et de construire un fibré en tore 7% sur B dont le
groupe de structure est formé de difféeomorphismes linéaires de T* préservant le flot
orienté sur le tore.

On se donne une extension algébrique réelle K de Q de degré k, on note r
le nombre de plongements réels de K et s son nombre de paires de plongements
complexes conjugués. On montre en appendice que si v € R est un vecteur dont les
composantes forment une base d’entiers de K — c’est-a-dire une base de K sur Q
qui est aussi une base de ’anneau des entiers de K, vu comme Z-module —, alors
v est difficilement approchable et le groupe G, défini par

Gy, ={A € SLk(Z), Av = Av avec X > 0}. (4.17)

est un groupe abélien libre de rang r+s—1, et ce rang peut prendre toutes les valeurs
entre [+1] et k — 1 selon le choix du corps K (voir théoréme et remarque .

On obtient un fibré M en tore sur B en se donnant un morphisme de groupe
p:m(B) — G, et en définissant M comme le quotient de B x T* pour l'action de
m1(B) définie par v- (z,y) = (v-x,¢(y) -y). Comme la direction de v est invariante
par Gy, le flot induit par v sur BxT* passe au quotient sur M en un flot difficilement
approchable.
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Si 'image de ¢ est non triviale, le flot n’est pas isométrique : en effet, si le flot
était isométrique, son action sur M s’étendrait en une action de son adhérence dans
le groupe d’isométrie de M, cette adhérence étant compacte et isomorphe au tore
T*. le fibré serait alors principal et son groupe de structure pourrait se réduire a
des translation sur le tore T*.

Remarque 4.18. L’image de ¢ dans G, est un quotient abélien de 71 (B), donc
son rang est majoré par bi(B). L’hypothése b1 (B) # 0 assure que 'on peut choisir
I’application ¢ telle que son image soit non triviale.

Remarque 4.19. On peut appliquer & la variété obtenue un procédé chirurgical
semblable & celui pratiqué au paragraphe pour construire un flot dont la classe
d’Euler est non nulle.

Remarque 4.20. Les éléments du groupe G, ont r directions propres simples en

commun. On peut donc construire r flots difficilement approchables distincts sur la
variété M obtenue.
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Appendice. Sur les propriétés arithmétiques des flots
riemanniens

A un flot riemannien dont I'adhérence générique est de dimension k, on peut
associer un sous-groupe de SLy(Z) de la maniére suivante : si v est un vecteur de
R*, on définit le groupe G, par

G, ={A € SLk(Z), Av = Av avec A > 0}. (A.1)

Si le flot linéaire sur 'adhérence générique d’une flot riemannien F est induit par
un vecteur v, on définit Gr comme étant égal au groupe G,, c’est le groupe des
difféomorphismes linéaires du tore qui préservent le flot linéaire orienté induit par v
sur T*. Le vecteur v dépendant d’un choix de base dans Z*, le groupe G# est défini
a conjugaison preés dans SLy(Z).

Les groupes G, interviennent dans la classification des feuilletages totalement
géodésiques de dimension 1 établie dans [Gh83], oit E. Ghys montre en particulier
que ces groupes sont nécessairement abéliens libres et de rang inférieur ou égal a
k — 1. Le groupe Gr possede aussi la propriété suivante, qui a été remarquée dans
des situations particuliéres (JGh83], [AMS&6]) mais dont nous n’avons pas trouvé de
démonstration générale dans la littérature :

Théoréme A.2. Sile groupe G est trivial, alors le flot F est isométrique.

Démonstration : On commence par appliquer le procédé de désingularisation du
flot décrit par P. Molino dans [Mo77] (voir aussi [Ca84a] pour son application aux
flots) : si F est un flot riemannien sur une variété M™ et qu’on note M la variété
de dimension n(n — 1) définie comme étant le fibré des repéres orthonormés directs
transverses au flot, le flot F induit un flot riemannien F sur M, dont toutes les
feuilles sont génériques et qui a la propriété d’avoir la méme adhérence générique
que F. De plus, la variété M posséde une structure de fibré sur une variété B dont
les fibres sont les adhérences T% des feuilles du flot.

Le groupe de structure du fibré M — B est composé des difféomorphismes du
tore qui préservent le flot linéaire sur I’adhérence générique. D’aprés le lemme 4.7
de [Ep84], on peut réduire ce groupe de structure aux diffeomorphismes affines du
tore qui préservent le flot, leur partie linéaire étant alors nécessairement contenue
dans Gz = Gx. Si le groupe Gz est trivial, la fibration M — B est principale. Le
flot F est donc isométrique, car on peut munir M d’une métrique invariante pour
l'action de T* qui sera nécessairement invariante par le flot.

On conclut en utilisant le fait ([MS85], proposition [.1) que F est isométrique si
et seulement si F est isométrique. [ |

On va étudier plus précisément les groupes G, afin de pouvoir déterminer si un
flot est difficilement approchable et pour en construire des exemples. On s’intéresse
au cas ou le flot linéaire induit par v sur le tore T* est & orbites denses, c’est-a-
dire que les composantes de v sont linéairement indépendantes sur Q. Si on note

v = (v1,...,vx), on peut donc associer & v un espace vectoriel sur Q de dimension
4 — v2 Uk
k, noté E,, par E, = vectg(1, i IR E)‘

22



Théoréme A.3. Si A est un élément de G, alors la matrice A est diagonalisable
sur C, ses valeurs propres ont toutes la méme multiplicilé.

Si de plus le vecteur v est vecteur simple de A, alors E, est un corps de nombres
et v est difficilement approchable.

Démonstration : On commence par remarquer, comme dans la démonstration du
lemme 5.3 de [Gh83|, que l'indépendance linéaire des composantes de v implique
que si M est une matrice a coeflicients entiers telle que Mv = 0 alors M = 0.
C’est en particulier vrai pour les matrices de la forme P(A), ou P est un polynéme
a coefficients entiers et A un élément de G,. Soit A le réel tel que Av = Av. Si
P et un polynéme annulateur de A, alors P(A)v = P(A)v = 0, donc P est un
polynéme annulateur de A. Réciproquement, si P(A) = 0, alors P(\) = 0. Le
polynéme minimal de A est donc aussi polynéme minimal de A. Comme les racines
du polynoéme minimal d’'un réel algébrique sont nécessairement simples, la matrice
A est diagonalisable sur C. De plus, comme le polynéme caractéristique de A est
a coefficient entier, il reste invariant par 'action du groupe de Galois du polynéme
minimal de A, donc toutes ses racines ont la méme multiplicité.

La suite de la démonstration s’appuie sur une autre remarque faite par E. Ghys
dans [Gh83|, & savoir que lapplication ¢ : G, — R* qui & une matrice A € G,
associe sa valeur propre associée & v est un morphisme de groupe dont I'image est
contenue dans F,. En reprenant les notations précédentes, on a donc A € E,, mais
aussi A € E, pour tout i € Z, et par conséquent Q(\) C E,. Si v est vecteur
simple d'une matrice A € G,, alors son polynéme minimal est de degré k, donc
[Q(A) : Q] = k = dim E,, c’est-a-dire que Q(\) = E,,. L’espace vectoriel E, est alors
un corps de nombres réel, dont une base est formé par la famille (1, Z—f, cel z—’;) Par
conséquent le vecteur v est difficilement approchable ([Sc80], théoréme 4A, p.42). m

Remarque A.4. Le théoréme assure que les multiplicités des valeurs propres
des éléments de (G, sont nécessairement des diviseurs de k. Si on considére un flot
riemannien F dont la dimension k de 'adhérence générique est un nombre premier
et que le groupe G n’est pas trivial — par exemple si le flot F n’est pas isométrique,
selon le théoreme[A.2]— il contient un élément dont les valeurs propres sont simples,
et donc le flot est difficilement approchable.

Remarque A.5. Dans [Gh83], E. Ghys introduit, pour la donnée d’une forme
w € R™ telle que w(v) # 0, le groupe G, ,, des éléments A € G, tels que w soit
vecteur propre de ‘A. On peut déduire du théoréme que si A € Gy, il existe
nécessairement une forme propre w de ‘A telle que w(v) # 0, et si v est vecteur
simple de A cette forme est unique, & une constante multiplicative prés. Comme les
éléments de G, commutent, cette forme sera aussi forme propre des transposées des
autres éléments de G,. Sous ’hypothése que v est vecteur simple d’un élément de
A, on a donc Gy, = Gy.

On va donner maintenant une description plus globale des groupes G, : on peut
en effet les classifier en les interprétant comme une représentation d’un sous-groupe
du groupe des unités d’'un corps de nombres réel. On obtient en particulier une
méthode pour construire des groupes GG, non triviaux, dans le but de construire des
flots riemanniens non isométriques difficilement approchables (cf. paragraphe .
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Précisons quelques notations : si on considére un corps de nombres réel K de
rang k, on note Ok son anneau des entiers, Uxg = O son groupe des unités et Ug
le sous-groupe d’indice fini de Uk formé des éléments positifs dont la norme (par
rapport a 'extension K/Q) est égale a 1. On peut alors écrire :

Théoréme A.6. Soit K un corps de nombres réel et B = (by,...,b;) une base
d’entiers de K. Il existe un morphisme injectif Ul — SLg(Z) dont limage, que
noterons Gg g, est le groupe G, pour le vecteur v = (by,...,by) € R*, qui est

difficilement approchable.

Réciproquement, Siv € R¥ est un vecteur dont les composantes sont linéairement
indépendantes sur Q, il existe un entier d qui divise k, une extension algébrique réelle
K de Q de degré d, une base d’entiers B de K et une matrice P € GL(Q) tels que
Gy = P 'G'"PNSLL(Z), ot G’ est le groupe

A 0 O
GIZ 0O . 0 ,AEGK’B
0O 0 A

Remarque A.7. Lerang du groupe G, est majoré par le rang du groupe Gk s qui
est égal au rang de Uk. Si r et s sont respectivement le nombre de plongement réels
de K et le nombre de paires de plongements complexes conjugués, on a k = r + 2s
et le théoréme des unités de Dirichlet affirme que le rang de Uk est majoré par
r+ s — 1. On retrouve donc le fait que le rang de G, est au plus k — 1. Remarquons
aussi que si les valeurs propres de A € G, sont simples, alors r est le nombre de
valeurs propres réelles de A et 2s son nombre de valeurs propres complexes. La seule
connaissance de A permet donc de majorer le rang de G,,.

Remarque A.8. Comme k =17+ 2s et r > 1 (il existe au moins un plongement
réel de KK, & savoir I'identité) le rang du groupe Gk g est compris entre [%] et k—1.

Remarque A.9. La matrice P du théoréeme et son inverse ne sont pas né-
cessairement entiéres, donc les éléments de P~'G’P ne sont a priori pas contenu
dans SLk(Z). Cependant, une partie du groupe G’ peut rester entiére a travers cette
conjugaison. Par exemple, considérons les matrices

0 01 -3 -2 -6 2 00
A= 1 0 6 |,B=| -6 —15 —-38 etP=( 0 1 0
010 -2 -6 -15 0 01

A et B sont des matrices diagonalisables qui commutent, donc sont éléments d’un
Gy, ol v est un vecteur propre commun & A et B. La matrice P~1AP n’est pas
entiére, mais P~ BP lest.

Remarque A.10. Déterminer une famille de générateurs du groupe des unités
d’un corps de nombre, et donc des groupes G, est un probléme difficile. On connait
un algorithme pour les corps quadratiques, mais il n’existe rien de tel dés que le
degré du corps dépasse 2.
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Démonstration du théoréme : Soit K un corps de nombres réel, B =
(b1,...,b) une base d’entiers de K et a un élément de L{g. On considére 'application
Mg @ T — a-x qui est un isomorphisme du Q-espace vectoriel K, et on note M, =
(mi ;) sa matrice dans la base B. Comme a est un entier de K, le Z-module Ok
est stable par m,, donc la matrice M, est entiére, et le déterminant de m, est par
définition égal a la norme de a qui vaut 1. La matrice M, appartient donc a SL(Z).
Par ailleurs, 'égalité mg(b;) = a - b; peut s’écrire Zj mj;b; = a-b; pour tout 1,
c’est-a-dire que

by by
‘M| 0 | =a-| . (A.11)
b by,
Si on pose v = (by,...,by), c'est un vecteur difficilement approchable car ses com-

posantes forment une base d’un corps de nombres, et c’est un vecteur propre de la
matrice M, pour tout a € Z/{H'g. L’application p : a — *M,, qui est naturellement
un morphisme de groupe, est donc & valeur dans G, et elle est injective car le fait
que M, = I implique que a = 1. On peut se convaincre que c’est une bijection en
remarquant que le morphisme injectif ¢ : G, — R’ qui apparait dans la démons-
tration du théoréme est en fait a valeur dans Z/{H'g et constitue une application
réciproque de p.

Considérons maintenant un vecteur v = (vy,...,vg) € R* dont les composantes
sont linéairement indépendantes sur Q. L’espace vectoriel E, n’est pas nécessai-
rement un corps, mais il contient le Q-espace vectoriel engendré par 'image du
morphisme ¢ : Gy, — R, qui est un corps et qu'on notera K. Si M = (m; ;) € G,
et Mv = Mv, alors F, est stable par multiplication par A : en effet, on a alors
Av; = Zj m; jv; € By, pour tout i. Cette multiplication définit une action libre de
©(Gy) sur E,, qui s’étend par Q-linéarité en une opération multiplicative de K sur
E,, c’est-a-dire que E, est un espace vectoriel sur K. En notant d le degré de K, on
se donne une base (e1,...,ep/q) de E, sur K telle que e; = 1. Si B = (b1,...,bq)
est une base de K, les produits (b; - €;); ; forment une base B’ de E, sur Q.

L’équation \v; = > ; ™Mi,jvj montre que !M est la matrice de I'endomorphisme
my : x — X-x dans la base (v;) de E, ; on va chercher quelle forme prend sa matrice
dans la base B'. Remarquons d’abord que K est stable par m), ainsi que tous les sous-
espaces de la forme K- e;, et que les matrices des restrictions m AK-e; dans les bases
(bi-e;); sont toutes les mémes. Il suffit donc de déterminer la matrice de m) restreint
a K. Or on I'a déja calculé, c’est la transposée de la matrice A = p(\) € Gk . La
transposée de la matrice de m) dans la base B’ est donc

A 0 0
0 0 A

Si on note P la transposée de la matrice de passage de (v;) a B/, on a donc M =
P~1A’P. Comme la matrice P ne dépend pas de M, on a montré que G, est contenu
dans le groupe P~!G'P.

Réciproquement, un élément M = (m;;) € P7'G'P est la transposée de la
matrice dans la base (v;) d’un endomorphisme my avec A € Ui, et donc vérifie

25



Av; = Zj m; ;v; pour tout 7. Le vecteur v est donc vecteur propre de M, et si de
plus M € SLi(Z), alors M appartient a G,. Finalement, on a bien G, = P~!G'PnN
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