TD Analyse Numérique Licence L2 Mathématiques

Exercice 1 : on considere la matrice symétrique réelle A suivante

A:<_13 ‘13).

On considere la méthode de la puissance itérée suivante afin de calculer la valeur propre Ay de plus
grande valeur absolue de A : étant donné

on calcule ¢*) € R? et v(*) € R pour tous k € N, tels que :

) Aq(kfl)

" = o
[ Ag*=D];

V) — (B, Ak,

(1) Encadrer les valeurs propres de A en utilisant les cercles de Gershgorin.

Corrigé : Comme la matrice est symétrique, les deux familles de cercles de Gershgorin associés
aux lignes et aux colonnes coincident et les valeurs propres A de A vérifient pour tous

1=1,---,n:
A= Ail <D [Aigl,
J#i
soit ici
A—1]<3,

avec de plus A € R comme la matrice A est réelle symétrique.

(2) Calculer les valeurs propres A\; et A2 de A en les ordonnant par ordre décroissant en valeur
absolue ainsi que la base orthonormale de vecteurs propres associés notés u(?, u(2).

Corrigé : Le polynome caractéristique det(A — A\I) = (1 — A\)? — 9 admet pour racines les
valeurs propres A\1 = 4 et Ay = —2. L’espace propre associé a chaque valeur propre vérifie
Ax — M\jx = 0 soit

(1 — )\i)xl - 3$2 = 0,
{ —3x1 + (1 — )\z)fL'Q =0.

. , . 1
On trouve qu’il est engendré par le vecteur propre normalisé uD) = % ( 1 > pour la

y 1
valeur propre \; et par vecteur propre normalisé u(?) = % < 1 ) pour la valeur propre

A2. On vérifie que (u()), u(?)) forme une base orthonormale de R? car la matrice A est réelle
symétrique.

(3) Calculer a; et ay tels que

7® = ayu® + agu®,

en déduire 'expression de A¥¢(® en fonction de v, u? et Ay, Ao.



Corrigé : comme la base (u(V),u(?) est orthonormale, on a a; = (¢, uM)) =
(¢, u?) = % Comme Au® = \ju® et Au® = Xu?, on déduit que

AFg© = o (M) uD) 4+ ag(Xo)Fu®.

K _ Akq(0)

(4) Montrer par récurrence que ¢¥) = — ~____
| A*q©) ]2

pour tous k > 1.

Corrigé : la relation est vraie pour k = 1 par définition de la suite ¢(¥). Supposons la vraie
pour k£ > 1, alors on a

(k1) _ Aq¥) _ A Akg(0) _ ||Ak:q(0)H2 A.Akg() _ Ak+14(0)
[Ag® 2 [[AgW]ls [[AkqO)]l2  [[A.AkqO) |2 |ARqO) ]2 [|ARFLGO) 5

La propriété est donc vraie pour k + 1 et donc pour tous k£ € N.

q

(5) Déduire des questions 2 et 3 ’expression de ¢'®) en fonction de v, u2) et A1, Ag, puis calculer
les limites de ¢*) et de v(*) lorsque k tend vers Dinfini.

Corrigé : On déduit des deux questions précédentes, en utilisant 1’orthonormalité de la base
(uM,u®), que

o a()Fu +ar(Mo)fu® g (A)* ul 4 82(52)Fu®
B 1/2 7 |aq(\)k N 1/2°
(2002 + (a2002) AT (14 a2y
Comme a1 > 0 et Ay > 0 on note que (A" 1

lax (AR
Comme |§—f\ =1/2 < 1, on déduit que

lim ¢® = D),

k—+o00
puis
lim v® = (M, AuM) = ).

k——+o0

(6) Montrer qu’il existe une constante C indépendante de k telle que
A
W®) —\| < O],
A1
Corrigé : on a d’apres Pexpression précédente de ¢(¥) et en utilisant Porthonormalité de la
base (M), u?), que

(Alu(l) +22(32 ) Au®, w4 %(%)k“(2)> O (@2)2(02)%

V(k) = a A - a A/\l
L (@R T (2P
Dot @9 \2 A2 \2k
Sy, PO 2
T
et donc

A
(B) _ 2 < (22)210, — M\l 222k
)~ al < (270 - dall32



