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Chapitre 1

Présentation du projet

L'étude mathématiques et numérique du retournement temporel est le
but principal de ce projet. Cette méthode a été inventé par l'équipe des phy-
siciens de Mathias Fink(académie des sciences), avec des applications pour
l'imagérie médicale(recherche de tumeur), la détection sous-marine, la télé-
communication, etc.
Pour ce stage, on se concentrera sur l'équation de Klein-Gordon en dimen-
sion 1 en espace. Plus précisément, on étudie le problème en temps grand.
Ce problème est considéré dans un domaine borné Ω = [0, T ] × [0, 1], [0, T ]
est l'intervalle de temps et [0, 1] est l'intervalle d'espace. Et on considère ce
problème avec la condition aux limites de Dirichlet homogène ou d'impé-
dance. On étudie le problème retourné de la même l'équation dans un autre
domaine borné Ω′ = [T, 2T ]× [0, 1] avec la condition aux limites de Dirichlet
non homogène. On associe à l'équation de Klein-Gordon l'opérateur linéaire
K

Ku =
∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
+ u

On travaille tout d'abord sur le problème linéaire Ku = 0. On se donne les
conditions initiales(le terme source) l0 (x) = u (0, x) , l1 (x) = ∂tu (0, x). On
cherche la solution analytique associée en utilisant la technique de séparation
des variables, et la solution approchée numérique en utilisant un schéma aux
di�érences �nies. Pour le problème non linéaire Ku + εu3 = 0, on utilise
des développements asymptotiques pour chercher la solution approchée. En-
suite, on travaille sur le problème retourné linéaire Kv = 0 et non linéaire
Kv + εv3 = 0. Avec les conditions initiales v (T, x) = u (T, x) , ∂tv (T, x) =
±∂tu (T, x), on cherche théoriquement et numériquement la solution du pro-
blème retourné. On compare la solution du problème retourné à l'instant �nal
2T , v(2T, x) avec le terme source à l'instant initial 0, u(0, x). Finalement, on
donne queques résultats théoriques et numériques des problèmes ci-dessus.
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Chapitre 2

Etude du problème linéaire

On étudie le problème linéaire associé à l'équation de Klein-Gordon dans
Ω = [0, T ]× [0, 1] avec les conditions initiales très régulières l0 (x) , l1 (x)

Ku = 0 ,∀ (t, x) ∈ Ω
u (0, x) = l0 (x) ,∀x ∈ [0, 1]
∂u

∂t
(0, x) = l1 (x) ,∀x ∈ [0, 1]

(2.1)

On s'intéresse à étudier ce problème avec la condition aux limites de Dirichlet
homogène {

u (t, 0) = 0 ,∀t ∈ [0, T ]
u (t, 1) = 0 ,∀t ∈ [0, T ]

(2.2)

ou avec la condition aux limites d'impédance(0 < z < 1)
∂u

∂t
(t, 0) = +z

∂u

∂x
(t, 0) ,∀t ∈ [0, T ]

∂u

∂t
(t, 1) = −z∂u

∂x
(t, 1) ,∀t ∈ [0, T ]

(2.3)

2.1 Solution du problème linéaire avec la condi-

tion de Dirichlet homogène

On cherche explicitement la solution du problème linéaire (2.1) avec la
condition de Dirichlet homogène (2.2) en utilisant la technique de séparation
des variables.
Remarque . La technique de séparation de variables ne donne pas la solu-
tion explicite du problème linéaire (2.1) avec la condition d'impédance (2.3),
exceptée la condition identiquement nulle.
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2.1.1 Solution particulière d'un mode propre

Soit u (t, x) = v (t)w (x) une solution particulière du problème linéaire
(2.1) avec la condition de Dirichlet homogène(2.2). On a d'après (2.1)

Ku = w
∂2v

∂t2
− v∂

2w

∂x2
+ vw = 0

1

w

∂2w

∂x2
=

1

v

(
∂2v

∂t2
+ v

)
= −µ2

On trouve qu'avec ω2 = 1 + µ2

w (x) = eiµx = a sin (µx) + b cos (µx)
v (t) = eiωt = c sin (ωt) + d cos (ωt) = cos (ωt+ ϕ) , où c2 + d2 = 1

En utilisant la condition de Dirichlet homogène (2.2), on en déduit que b = 0
et µ = kπ, ∀k ∈ Z. Donc on trouve une solution particulière de (2.1)-(2.2)

u (t, x) = a sin (kπx) cos (ωt+ ϕ) , k ∈ Z (2.4)

avec la relation de dispersion

ω2 = 1 + k2π2 (2.5)

et avec la condition initiale associée{
l0 (x) = a sin (kπx) cosϕ
l1 (x) = −ωa sin (kπx) sinϕ

(2.6)

2.1.2 Solution générale

La solution générale du problème linéaire (2.1)-(2.2) est une combinaison
linéaire in�nie des modes propres. Donc elle s'écrit sous la forme

u (t, x) =
+∞∑
k=1

ak sin (kπx) cos (ωkt+ ϕk) (2.7)

avec la relation de dispersion

ω2
k = 1 + k2π2 (2.8)
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2.1.3 Solution avec le second membre

On étudie le problème linéaire (2.1) avec la condition de Dirichlet homo-
gène (2.2) et avec le second membre

Ku = g (t, x) ,∀ (t, x) ∈ Ω
u (0, x) = l0 (x) ,∀x ∈ [0, 1]
∂u

∂t
(0, x) = l1 (x) ,∀x ∈ [0, 1]

u (t, 0) = 0 ,∀t ∈ [0, T ]
u (t, 1) = 0 ,∀t ∈ [0, T ]

(2.9)

où g (t, x) = ak sin (kπx) cos (ωt+ ϕk).
Si (k, ω) /∈ Sp (K), alors la solution particulière de (2.9) s'écrit

u (t, x) =
ak

−ω2 + 1 + k2π2
sin (kπx) cos (ωt+ ϕk) . (2.10)

Sinon, il y a résonance et la solution écrit pour ω = ωk

u (t, x) =
akt

2ωk
sin (kπx) sin (ωkt+ ϕk) . (2.11)

2.2 Energie du système linéaire

On dé�nit l'énergie du système linéaire (2.1) par

E [u] (t) =
1

2

∫ 1

0

((
∂u

∂t

)2

+

(
∂u

∂x

)2

+ u2

)
dx, ∀t ≥ 0 (2.12)

et on pose

E0 = E [u] (0) =
1

2

∫ 1

0

(
l21 + (l′0)

2
+ l20

)
dx =

1

2

(
‖l0‖2H1 + ‖l1‖2L2

)
Proposition 2.1. Soient E1 l'énergie du système linéaire (2.1) avec la condi-
tion de Dirichlet homogène (2.2) et E2 l'énergie du système linéaire (2.1) avec
la condition d'impédance (2.3). Alors ∀t > 0, on a

E1 [u] (t) = E0 et E2 [u] (t) ≤ E0.

Preuve. On multiplie Ku = 0 par
∂u

∂t
et on intègre sur (0, 1).∫ 1

0

∂u

∂t

(
∂u

∂t
− ∂u

∂x
+ u

)
dx = 0

1

2

d

dt

∫ 1

0

((
∂u

∂t

)2

+

(
∂u

∂x

)2

+ u2

)
dx−

(
∂u

∂t
(t, x) .

∂u

∂x
(t, x)

)1

0

= 0
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Pour le système (2.1)-(2.2)

d

dt

(
E1 [u] (t)

)
= 0

donc ∀t ≥ 0, E1 [u] (t) = E1 [u] (0) = E0.

Pour le système (2.1)-(2.3)

d

dt

(
E2 [u] (t)

)
= −z

((
∂u

∂x
(t, 0)

)2

+

(
∂u

∂x
(t, 1)

)2
)
≤ 0

donc ∀t ≥ 0, E2 [u] (t) ≤ E2 [u] (0) = E0.

Conjecture 2.2. La décroissance de l'énergie du problème linéaire (2.1) avec
la condition d'impédance (2.3) est exponentielle(comme l'équaiton des cordes
vibrantes) et sans doutre pour le problème non linéaire(sous certaines condi-
tions).

2.3 Décroissance stricte de l'énergie dûe à la

condition d'impédance

On étudie le problème linéaire (2.1) avec la condition d'impédance (2.3)

Ku = 0 ,∀ (t, x) ∈ Ω
u (0, x) = l0 (x) ,∀x ∈ [0, 1]
∂u

∂t
(0, x) = l1 (x) ,∀x ∈ [0, 1]

∂u

∂t
(t, 0) = +z

∂u

∂x
(t, 0) ,∀t ∈ [0, T ]

∂u

∂t
(t, 1) = −z∂u

∂x
(t, 1) ,∀t ∈ [0, T ]

(2.13)

où l0 ∈ H1(0, 1) et l1 ∈ L2(0, 1). On veut démontrer que grâce à la condition

d'impédance, on a

∫ 1

0

(
∂u

∂t

)2

(T, x)dx
T→+∞→ 0 et de plus E(T )

T→+∞→ 0.

Formulation variationnelle de (2.13) :
Soit ϕ ∈ C∞c ([0, T [×[0, 1]), on a∫ T

0

∫ 1

0

∂2u

∂t2
ϕdxdt =

∫ T

0

∫ 1

0

u
∂2ϕ

∂t2
dxdt

+

∫ 1

0

(
l0(x)

∂ϕ

∂t
(0, x)− l1(x)ϕ(0, x)

)
dx
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et ∫ T

0

∫ 1

0

∂2u

∂x2
ϕdxdt =

∫ T

0

∫ 1

0

u
∂2ϕ

∂x2
dxdt

+

∫ T

0

(
u(t, 0)

∂ϕ

∂t
(t, 0)− u(t, 1)

∂ϕ

∂t
(t, 1)

)
dt

+
1

z

∫ T

0

(
u(t, 0)

∂ϕ

∂t
(t, 0) + u(t, 1)

∂ϕ

∂t
(t, 1)

)
dt

+
1

z

(
l0(0)ϕ(0, 0) + l0(1)ϕ(0, 1)

)
donc on a la formulation variationelle∫ T

0

∫ 1

0

uKϕdxdt =

∫ 1

0

(
l1(x)ϕ(0, x)− l0(x)

∂ϕ

∂t
(0, x)

)
dx

+

∫ T

0

(
u(t, 1)

∂ϕ

∂t
(t, 1)− u(t, 0)

∂ϕ

∂t
(t, 0)

)
dt

−1

z

∫ T

0

(
u(t, 0)

∂ϕ

∂t
(t, 0) + u(t, 1)

∂ϕ

∂t
(t, 1)

)
dt

−1

z

(
l0(0)ϕ(0, 0) + l0(1)ϕ(0, 1)

)
(2.14)

L'espace vectoriel de la solution du problème (2.13)

E =
{
u solution du problème (2.13) au sens faible

}
E0 =

{
u ∈ E , u ∈ C0([0,+∞[, H1(0, 1)) ∩ C1(]0,+∞[, L2(0, 1))

}
Ek+1 =

{
u ∈ Ek, ∂u

∂t
∈ Ek

}
Lemme 2.3. Soit Q = [0, 1]2, alors E1(Q) ⊂ H2(Q).

Preuve. si u ∈ E1, alors par l'inégalité d'énergie

u,
∂u

∂t
,
∂u

∂x
∈ L∞t L2

x

et si
∂u

∂t
∈ E1, alors

∂2u

∂t2
,
∂2u

∂t∂x
∈ L∞t L2

x. donc
∂2u

∂x2
∈ L∞t L2

x car
∂2u

∂x2
=
∂2u

∂t2
+ u.

Donc dans E1 ; u,∇u,∇2u ∈ L∞t L2
x ⊂ H2, et il y a une trace forte(en x = 0, 1)

pour u,
∂u

∂t
,
∂u

∂x
.

Lemme 2.4. Si l0, l1 ∈ C∞c (0, 1) ou si l0, l1 ∈ C∞(0, 1) et véri�é toutes les
conditions de compatibilité aux coins, alors u ∈ E ∩ C∞([0,+∞[t×[0, 1]x).
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Preuve. Soient u,
∂u

∂t
∈ E et v =

∂u

∂t
.

En x = 0, 1 ;
∂u

∂t
= ±∂u

∂x
⇒ ∂u

∂x
(t, 0) =

∂u

∂x
(t, 1) = 0 fort.

Donc v(t, 0) = v(t, 1) = 0 et
∂v

∂t
(t, 0) =

∂v

∂t
(t, 1) = 0, donc dans E2,

∂

∂x

(
∂v

∂t

)
a aussi une trace forte.

Théorème 2.5. Pour le problème linéaire avec la condition d'impédance (2.13),

on a

∫ 1

0

(
∂u

∂t

)2

(T, x)dx
T→+∞→ 0 et de plus E(T )

T→+∞→ 0.

Lemme 2.6. Soit I[u] =

∫ 1

0

∑
x=0,1

((
∂u

∂t

)2

(t, x) +

(
∂u

∂x

)2

(t, x)

)
dt. Si u ∈

E1 et I[u] = 0, alors u ≡ 0 sur [0, 1]× [0, 1].

Preuve du lemme. Soit v =
∂u

∂t
, alors v est la solution du problèmeKv = 0

avec la condition de Dirichlet homogène(v(t, 0) = v(t, 1) = 0), et de Neumann
homogène car en x = 0, 1

∂u

∂x
(t, x) = ±1

z

∂u

∂t
(t, x)

∂2u

∂t∂x
(t, x) = ±1

z

∂2u

∂t2
(t, x) = ±1

z

∂v

∂t
(t, x) = 0

∂

∂x

(
∂u

∂t
(t, x)

)
=
∂v

∂x
(t, x) = 0

On va utiliser la méthode des caractéristiques pour montrer que v = 0 dans
[0, 1]× [0, 1].

Soient W =
∂v

∂t
+
∂v

∂x
et Z =

∂v

∂t
− ∂v

∂x
, alors

∂W

∂t
− ∂W

∂x
+ v = 0

∂Z

∂t
+
∂Z

∂x
+ v = 0

∂v

∂t
+
∂v

∂x
−W = 0

(2.15)

Dans la zone de dépendance D0 = {0 ≤ x ≤ 1/2, x ≤ t ≤ 1− x} et D1 =
{1/2 ≤ x ≤ 1, x ≤ t ≤ 1− x}, par l'unicité de la solution du système linéaire
homogène (2.15), on a (v,W,Z) = (0, 0, 0) dans D0 ∪D1.
En utilisant le cône de dépendance, on trouve que v = 0, ∀t ≥ 1/2. Comme
l'équation de Klein-Gordon est réversible, on en déduit que v = 0, ∀t ≤ 1/2.
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Donc on trouve que v = 0 par tout dans [0, 1]× [0, 1]. On en déduit ensuite
que u(t, x) = u(x), doncKu = u′′(x)−u(x) = 0 et de plus u(3)(x)−u′(x) = 0.

Soit w =
∂u

∂x
= u′(x), alors{

w′′(x)− w(x) = 0
w(0) = w(1) = 0

(2.16)

On trouve la solution de (2.16), w = 0, ∀x ∈ [0, 1]. Donc u(x) est constante,
et avec Ku = 0, on trouve �nalement que u ≡ 0.

Lemme 2.7. Si u,
∂u

∂t
∈ L∞t L2

x, alors u ∈ LiptL2
x.

Preuve du lemme.∫ 1

0

|u(t+ h, x)− u(t, x)|2 dx =

∫ 1

0

(∫ t+h

t

(
∂u

∂t

)2

(s, x)ds

)
dx

≤ |h|
∫ 1

0

(∫ t+h

t

(
∂u

∂t

)2

(s, x)ds

)
dx

≤ |h|
∫ t+h

t

(∫ 1

0

(
∂u

∂t

)2

(s, x)dx

)
ds

≤ |h|
∫ t+h

t

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

L∞t L2
x

ds

≤ |h|2
∥∥∥∥∂u∂t

∥∥∥∥2

L∞t L2
x

Donc si u,
∂u

∂t
∈ L∞t L2

x, alors u ∈ LiptL2
x.

Lemme 2.8. Si u,
∂u

∂t
,
∂u

∂x
,
∂

∂t

(
∂u

∂x

)
∈ L∞t L2

x, i.e u ∈ E1, alors u ∈ LiptH1
x.

Et de plus, si u ∈ E2, alors u ∈ LiptH2
x.

Preuve du lemme.

‖u(t+ h, x)− u(t, x)‖2H1
x

=

∫ 1

0

|u(t+ h, x)− u(t, x)|2 dx

+

∫ 1

0

∣∣∣∣∂u∂x(t+ h, x)− ∂u

∂x
(t, x)

∣∣∣∣2 dx
‖u(t+ h, x)− u(t, x)‖2H1

x
≤ |h|2

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥2

L∞t L2
x

+ |h|2
∥∥∥∥ ∂∂t

(
∂u

∂x

)∥∥∥∥2

L∞t L2
x

Donc si u ∈ E1, alors u ∈ LiptH1
x.

Et de plus on en déduit que si u ∈ E2, alors u ∈ LiptH2
x.
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Preuve du théorème. Soit un(t, x) = u(t+ n, x) une suite bornée dans E2.
Donc un est bornée dans LiptH

2
x, et on peut extraire une sous-suite de un,

uϕ(n) → u dans C0
tH

s
x, ∀s < 2. De plus, u ∈ E2, I[u] = 0 = lim In[u] =

lim I[un], donc on a u ≡ 0 et∫ 1

0

(
∂un
∂x

(t, x)

)2

dx→
∫ 1

0

(
∂u

∂x
(t, x)

)2

dx

u ∈ E2 ⇒ ∂2u

∂t2
∈ E et u,

∂u

∂t
∈ L∞t L2

x ⇒
∂3u

∂t3
∈ L∞t L2

x,

∂

∂t
(Ku) = 0⇒ ∂

∂t

(
∂2u

∂x2

)
∈ L∞t L2

x, d'où
∂un
∂x

est bornée dans LiptH
1
x,

donc
∂un
∂x
→ ∂u

∂x
dans C0

tH
s
x, s < 1, ce qui su�t pour les traces en x = 0, 1.∫ 1

0

(
∂un
∂t

(t, x)

)2

dx→
∫ 1

0

(
∂u

∂t
(t, x)

)2

dx

u ∈ E2 ⇒ ∂u

∂t
∈ E ⇒ ∂u

∂t
∈ L∞t H1

x, ce qui su�t pour passer à la limite 0.

Donc on a

∫ 1

0

(
∂u

∂t

)2

(T, x)dx
T→+∞→ 0 et de plus E(T )

T→+∞→ 0.

2.4 Unicité de la solution

Proposition 2.9. Le problème linéaire (2.1)-(2.2) admet une solution unique.

Preuve. Soient u, v, 2 solutions distinctes du problème linéaire (2.1)-(2.2).
Soit w = u− v, on a

Kw = K (u− v) = Ku−Kv = 0 ,∀ (t, x) ∈ Ω
w (0, x) = l0 (x)− l0 (x) = 0 ,∀x ∈ [0, 1]
∂w

∂t
(0, x) = l1 (x)− l1 (x) = 0 ,∀x ∈ [0, 1]

w (t, 0) = u (t, 0)− v (t, 0) = 0 ,∀t ∈ [0, T ]
w (t, 1) = u (t, 1)− v (t, 1) = 0 ,∀t ∈ [0, T ]

Donc w est aussi une solution du problème (2.1)-(2.2) pour la condition

initiale w(0, x) = 0,
∂w

∂t
(0, x) = 0.

D'après la proposition 2.1, on a E [w] (t) = E [w] (0) = 0 ⇒ ∇t,xw = (0, 0).
Donc ∀ (t, x) ∈ Ω, w (t, x) = w (0, x) = 0. D'où le résultat annoncé.

Proposition 2.10. Le problème linéaire (2.1)-(2.3) admet aussi une solution
unique.

Preuve. La preuve est identique à celle de la proposition 2.9.
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2.5 Régularité de la solution

Soit u la solution du problème linéaire (2.1) avec la condition de Dirichlet
homogène (2.2). Donc on a les conditions nécessaires de compatibilité, ∀p ∈
Z, si u ∈ Cp([0,+∞[×[0, 1]), alors

∀k ∈ Z tel que 2k ≤ p, l
(2k)
0 (0) = l

(2k)
0 (1) = 0.

∀j ∈ Z tel que 2j + 1 ≤ p, l
(2j)
1 (0) = l

(2j)
1 (1) = 0.

Ces conditions sont su�santes d'après [Brézis] dernier chapitre.

2.6 Discrétisation totale par un schéma aux dif-

férences �nies

Dé�nition 2.11 (Dé�nition de L2
h). Pour analyser le problème continu (2.1),

on le considère comme un problème d'évolution posé dans un espace de Hilbert

L2
h =

{
uh = (uj)

N
j=1 ,

N∑
j=1

|uj|2 < +∞
}

muni de la norme ‖uh‖2 = h
∑N

j=1 |uj|
2 et du produit scalaire (uh, vh) =

h
∑N

j=1 uj v̄j, h est le pas d'espace et N est le nombre de points de la discré-

tisation dans [0, 1]. L'espace L2
h est isomorphe au sous-espace de L2 (0, 1) et

le produit scalaire sur L2
h coïncide avec le produit scalaire usuel de L2 (0, 1)

(uh, vh) =

∫ 1

0

uh (x) vh (x) dx

2.6.1 Schéma explicite centré sans conditions aux li-
mites

Pour résoudre numériquement le problème linéaire (2.1), on discrétise le
domaine Ω = [0, T ]× [0, 1] avec ∆t le pas de temps et h le pas d'espace, on

note tn = n∆t, xj = jh. On approche u (tn, xj) par u
n
j ,
∂2u

∂t2
(tn, xj) par une

di�érence �nie centrée d'ordre 2 en temps

∂2u

∂t2
(tn, xj) =

un+1
j − 2unj + un−1

j

∆t2

13



et
∂2u

∂x2
(tn, xj) par une di�érence �nie centrée d'ordre 2 en espace

∂2u

∂x2
(tn, xj) =

unj+1 − 2unj + unj−1

h2

Donc on peut approcher le problème linéaire (2.1) par le problème discrétisé
ci-dessous un+1

j − 2unj + un−1
j

∆t2
−
unj+1 − 2unj + unj−1

h2
+ unj = 0

u0
j , u

1
j

(2.17)

On prend β = α2 = ∆t2/h2, et on un schéma explicite sans condition aux
limites

un+1
j = βunj+1 +

(
2− 2β −∆t2

)
unj + βunj−1 − un−1

j (2.18)

Ce qui est un schéma centré d'ordre 2 en temps et en espace.

2.6.2 Initialisation du schéma

Pour démarrer le schéma numérique du problème discrétisé (2.17), on a
besoin de (u0

j)j=1...N et (u1
j)j=1...N . Donc on doit approcher u (0, xj) = l0 (xj)

et u (∆t, xj). Pour le premier instant, on prend simplement

u0
j = l0(jh) (2.19)

Pour approcher u (∆t, xj) et avoir l'approximation d'ordre 2 en temps de
∂u

∂t
,

on utilise le développement de Taylor ci-dessous

u (∆t, xj) = u (0, xj) + ∆t
∂u

∂t
(0, xj) +

∆t2

2

∂2u

∂t2
(0, xj) +O

(
∆t3
)

en utilisant l'équation
∂2u

∂t2
(0, xj) =

∂2u

∂x2
(0, xj)− u (0, xj), on a

u (∆t, xj) = u (0, xj) + ∆t
∂u

∂t
(0, xj) +

∆t2

2

(
∂2u

∂x2
(0, xj)− u (0, xj)

)
+O

(
∆t3
)

ce qui conduit à l'approximation, avec β = α2 = ∆t2/h2

u1
j = u0

j + ∆tl1(jh) +
β

2

(
u0
j+1 − 2u0

j + u0
j−1

)
− ∆t2

2
u0
j (2.20)
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Remarque . Pour le problème avec la condition d'impédance, on utilise

∂2u

∂x2
(0, 0) =

u(0, 2h)− 2u(0, h) + u(0, 0)

h2
+O(h2)

∂2u

∂x2
(0, 1) =

u(0, 1− 2h)− 2u(0, 1− h) + u(0, 1)

h2
+O(h2)

donc on prend en x = 0 et x = 1

u1
0 = u0

0 + ∆tl1(0) +
β

2

(
u0

2 − 2u0
1 + u0

0

)
− ∆t2

2
u0

0

u1
N = u0

N + ∆tl1(1) +
β

2

(
u0
N−2 − 2u0

N−1 + u0
N

)
− ∆t2

2
u0
N

2.6.3 Discrétisation de la condition aux limites

Discrétisation de la condition de Dirichlet homogène

On prend simplement pour la condition de Dirichlet homogène (2.2)

un0 = unN = 0 (2.21)

Discrétisation de la condition d'impédance

On utilise l'approximation centrée d'ordre 2 en temps pour approcher
∂u

∂t
(tn, xj)

∂u

∂t
(tn, xj) =

u (tn + ∆t, xj)− u (tn −∆t, xj)

2∆t
+O

(
∆t2
)

et l'approximation centrée d'ordre 2 en espace pour approcher
∂u

∂x
(tn, xj)

∂u

∂x
(tn, xj) =

u (tn, xj + h)− u (tn, xj − h)

2h
+O

(
h2
)

En x = 0, on a d'après la forumule de Taylor et l'équation
∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
+ u = 0

∂u

∂x
(tn, 0) =

u (tn, h)− u (tn, 0)

h
− h

2

∂2u

∂x2
(tn, 0) +O

(
h2
)

=
u (tn, h)− u (tn, 0)

h
− h

2

(
∂2u

∂t2
+ u

)
(tn, 0) +O

(
h2
)
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et on a d'après (2.3), avec α = ∆t/h

un+1
0 − un−1

0

2∆t
= z

(
un1 − un0

h
− h

2

(
un+1

0 − 2un0 + un−1
0

∆t2
+ un0

))
(α + z)un+1

0 = 2zα2un1 + z
(
2− 2α2 −∆t2

)
un0 + (α− z)un−1

0

Donc en x = 0, on prend le schéma

un+1
0 =

(
2zα2un1 + z

(
2− 2α2 −∆t2

)
un0 + (α− z)un−1

0

)
/ (α + z) (2.22)

et en x = 1, on prend le schéma

un+1
N =

(
2zα2unN−1 + z

(
2− 2α2 −∆t2

)
unN + (α− z)un−1

N

)
/ (α + z) (2.23)

2.7 Consistance du schéma

On se donne u régulière une solution du problème linéaire (2.1). On note
par ūnj = u (tn, xj), et on dé�nit l'erreur de troncature

εnj =
ūn+1
j − 2ūnj + ūn−1

j

∆t2
−
ūnj+1 − 2ūnj + ūnj−1

h2
+ ūnj (2.24)

Dé�nition 2.12. On dit que le schéma est consistant si l'erreur de troncature
tend vers 0 (εnj → 0) lorsque ∆t et h tendend vers 0.
Le schéma est consistant à l'ordre m en temps et k en espace si l'erreur de
troncature est d'ordre m en temps et k en espace, càd εnj = O

(
∆tm + hk

)
,

lorsque ∆t et h tendent vers 0.

Proposition 2.13. Le schéma (2.18) est consistant à l'ordre 2 en temps et
en espace, εnj = O (∆t2 + h2).

Preuve. Si u est régulière, on peut faire des développements de Taylor

ūn+1
j − 2ūnj + ūn−1

j

∆t2
=
∂2u

∂t2
(tn, xj) +O

(
∆t2
)

ūnj+1 − 2ūnj + ūnj−1

h2
=
∂2u

∂x2
(tn, xj) +O

(
h2
)

d'où

εnj =
∂2u

∂t2
(tn, xj)−

∂2u

∂x2
(tn, xj) + u (tn, xj) +O

(
∆t2 + h2

)
= Ku+O (∆t2 + h2)

u véri�e Ku = 0, donc on en déduit que εnj = O (∆t2 + h2).
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2.8 Condition de stablilité

2.8.1 Analyse de stabilité par la méthode de Fourier

On présente une première analyse de stabilité valable pour les domaines
non bornés ou pour les solutions périodiques. Soient, unj = ane

ikxj et un−1
j =

bne
ikxj . Soit θ = kh/2, on a d'après le schéma (2.18)(

an+1

bn+1

)
=

(
2− 4β sin2 θ −∆t2 −1

1 0

)(
an
bn

)

A =

(
2− 4β sin2 θ −∆t2 −1

1 0

)
, matrice d'ampli�cation

Le polynôme caractéristique de A,

p2 −
(
2− 4β sin2 θ −∆t2

)
p+ 1 = 0

∆′ =
(
1− 2β sin2 θ −∆t2/2

)2 − 1

◦ Si ∆′ > 0, donc il existe 2 racines distinctes p1, p2 telles ques p1p2 = 1,
c'est-à-dire |p1| > 1 ou |p2| > 1, donc le schéma est instable dans ce cas.
◦ Si ∆′ ≤ 0, on a, 2β sin2 θ ≤ 2−∆t2/2, donc β ≤ 1−∆t2/4.
On a 2 racines complexes p1, p2 telles ques,

|p|2 = |p1p2| = 2
(
1− 2β sin2 θ −∆t2/2

)2 − 1 ≤ 1⇒ |p| ≤ 1.

Donc le schéma (2.18) est stable sous la condition CFL, α ≤ (1−∆t2/4)1/2

2.8.2 Analyse de stabilité par la méthode d'énergie

L'énergie discrète du système discrétisé (2.17) est dé�nit par

E
n+1/2
h =

h

2

N∑
j=1

∥∥∥∥∥un+1
j − unj

∆t

∥∥∥∥∥
2

+
h

2

N∑
j=1

un+1
j

(−unj+1 + 2unj − unj−1

h2
+ unj

) (2.25)

Si le problème discrétisé (2.17) est posé avec la condition de Dirichlet ho-

mogène (2.21), on a la conservation d'énergie E
n+1/2
h = E

n−1/2
h et l'énergie

discrète (2.25) devient simplement

E
n+1/2
h =

1

2

∥∥∥∥un+1
h − unh

∆t

∥∥∥∥2

+
1

2
(unh, u

n+1
h ) +

1

2
(Aunh, u

n+1
h ) (2.26)
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où A est la matrice tridiagonale

A =
1

h2



2 −1 0 · · · · · · 0

−1 2 −1
. . .

...

0
. . . . . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . . 0
...

. . . . . . . . . −1
0 · · · · · · 0 −1 2


On cherche la condition su�sante pour que E

n+1/2
h soit positive.

On sait que (
unh, u

n+1
h

)
=

1

4

(
un+1
h + unh, u

n+1
h + unh

)
−∆t2

4

(
un+1
h − unh

∆t
,
un+1
h − unh

∆t

)
et (

Aunh, u
n+1
h

)
=

1

4

(
A
(
un+1
h + unh

)
, un+1

h + unh
)

−∆t2

4

(
A
un+1
h − unh

∆t
,
un+1
h − unh

∆t

)
Donc on a

E
n+1/2
h =

1

2

(
1− ∆t2

4
− ∆t2

4
‖A‖

)∥∥∥∥un+1
h − unh

∆t

∥∥∥∥2

+
1

8
(1 + ‖A‖)

∥∥un+1
h + unh

∥∥2

La condition su�sante pour que E
n+1/2
h ≥ 0,

∆t2

4
‖A‖ ≤ 1− ∆t2

4
(2.27)

La norme matricielle de A

(Aunh, u
n
h) =

1

h2

N∑
j=1

(
2
∣∣unj ∣∣2 − 2unj u

n
j−1

)
h

≤ 4

h2

N∑
j=1

∣∣unj ∣∣2 h =
4

h2
‖unh‖

2

On en déduit que ‖A‖ ≤ 4/h2, et on trouve �nalement la condition de stabi-

lité CFL d'après (2.27), α = ∆t/h ≤ (1−∆t2/4)1/2
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Proposition 2.14. Sous la condition CFL, α < (1 −∆t2/4)1/2, la solution
unh = (unj )j=1···N du problème discrétisé (2.17) avec la condition de Dirichlet
homogène (2.21) est majorée par

‖unh‖ ≤
∥∥u0

h

∥∥+ CαT
(
E

1/2
h

)1/2

.

où Cα est une constante qui dépend de α.

Preuve. Si le problème (2.17) est posé avec la condition de Dirichlet homo-
gène (2.21), on en déduit que

1

2

(
1− α2 −∆t2/4

) ∥∥∥∥un+1
h − unh

∆t

∥∥∥∥2

≤ E
n+1/2
h = E

1/2
h

on prend Cα = (2/ (1− α2 −∆t2/4))1/2, on a∥∥un+1
h − unh

∥∥ ≤ Cα∆t
(
E

1/2
h

)1/2

On a donc
‖unh‖ ≤

∥∥un−1
h

∥∥+
∥∥unh − un−1

h

∥∥
≤
∥∥un−1

h

∥∥+ Cα∆t
(
E

1/2
h

)1/2

≤ ‖u0
h‖+ Cαn∆t

(
E

1/2
h

)1/2

D'où, ‖unh‖ ≤ ‖u0
h‖+ CαT

(
E

1/2
h

)1/2

Estimation d'énergie pour le schéma avec le terme source

Proposition 2.15. Soit unh = (unj )j=1...N la solution du problème
un+1
j − 2unj + un−1

j

∆t2
−
unj+1 − 2unj + unj−1

h2
+ unj = gnj

u0
j , u

1
j

un0 , u
n
N = 0

(2.28)

Alors sous la condition CFL, α < (1−∆t2/4)1/2, et avec
Cα = (2/ (1− α2 −∆t2/4))1/2, on a(

E
n+1/2
h

)1/2

≤
(
E

1/2
h

)1/2

+
Cα
2

∆t
n∑
k=1

∥∥gkh∥∥.
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Preuve. On multiplie
un+1
j − 2unj + un−1

j

∆t2
−
unj+1 − 2unj + unj−1

h2
+ unj = gnj

par (un+1
j − un−1

j )h et on fait la somme pour j = 1 · · ·N , on a

E
n+1/2
h − En−1/2

h =
1

2

(
gnh , u

n+1
h − un−1

h

)
≤ 1

2
‖gnh‖

(∥∥un+1
h − unh

∥∥+
∥∥unh − un−1

h

∥∥)
et d'après la proposition précédente, on sait que∥∥un+1

h − unh
∥∥ ≤ Cα∆t

(
E
n+1/2
h

)1/2

⇒
∥∥un+1

h − unh
∥∥+

∥∥unh − un−1
h

∥∥ ≤ Cα∆t

((
E
n+1/2
h

)1/2

+
(
E
n−1/2
h

)1/2
)

On a donc (
E
n+1/2
h

)1/2

−
(
E
n−1/2
h

)1/2

≤ Cα
2

∆t ‖gnh‖

D'où,
(
E
n+1/2
h

)1/2

≤
(
E

1/2
h

)1/2

+
Cα
2

∆t
n∑
k=1

∥∥gkh∥∥
2.9 Convergence du schéma

Soient u une solution(supposée regulière) du problème linéaire (2.1) avec
la condition de Dirichlet homogène (2.2) et unh = (unj )j=1...N une solution du
problème discrétisé (2.17)-(2.21). On note ūnh = (ūnj )j=1...N une fonction de
L2
h dé�nie à partir des valeurs de u aux noeuds (tn, xj), ū

n
j = u (tn, xj), et

véri�e (2.24). Soit enj = ūnj − unj l'erreur de convergence, et véri�e
en+1
j − 2enj + en−1

j

∆t2
−
enj+1 − 2enj + enj−1

h2
+ enj = εnj

e0j = ū0
j − u0

j

e1j = ū1
j − u1

j

en0 = enN = 0

(2.29)

Proposition 2.16. Sous la condition CFL, α < (1−∆t2/4)1/2 et avec Cα =
(2/ (1− α2 −∆t2/4))1/2, on a la majoration de l'énergie discrète de (2.29)(

E
n+1/2
h

)1/2

≤
(
E

1/2
h

)1/2

+
Cα
2
T.O(∆t2)
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Preuve. On a d'après la proposition 2.15 avec Cα = (2/ (1− α2 −∆t2/4))1/2

(
E
n+1/2
h

)1/2

≤
(
E

1/2
h

)1/2

+
Cα
2

∆t
n∑
k=1

∥∥εkh∥∥
≤
(
E

1/2
h

)1/2

+
Cα
2

∆t.nO
(
∆t2 + h2

)
≤
(
E

1/2
h

)1/2

+
Cα
2

∆t.nO(∆t2)

D'où,
(
E
n+1/2
h

)1/2

≤
(
E

1/2
h

)1/2

+
Cα
2
T.O(∆t2)
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Chapitre 3

Etude du problème non linéaire

On étudie le problème non linéaire(0 < ε < 1) associé à l'équation de
Klein-Gordon dans Ω = [0, T ] × [0, 1] avec les conditions initiales très ré-
gulières l0 (x) , l1 (x) et véri�ant toutes les conditions de compatibilité aux
coins. On s'intéresse le problème non linéaire avec la condition de Dirichlet
homogène 

Kuε + ε (uε)3 = 0 , ∀ (t, x) ∈ Ω
uε (0, x) = l0 (x) , ∀x ∈ [0, 1]
∂uε

∂t
(0, x) = l1 (x) , ∀x ∈ [0, 1]

uε (t, 0) = uε (t, 1) = 0 , ∀t ∈ [0, T ]

(3.1)

et celui avec la condition d'impédance(0 < z < 1)

Kuε + ε (uε)3 = 0 ,∀ (t, x) ∈ Ω
uε (0, x) = l0 (x) ,∀x ∈ [0, 1]
∂uε

∂t
(0, x) = l1 (x) ,∀x ∈ [0, 1]

∂uε

∂t
(t, 0) = +z

∂uε

∂x
(t, 0) ,∀t ∈ [0, T ]

∂uε

∂t
(t, 1) = −z∂u

ε

∂x
(t, 1) ,∀t ∈ [0, T ]

(3.2)

On admet l'existence de solution uε (t, x) ∈ C∞ (Ω,R)
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3.1 Discrétisation totale par un schéma aux dif-

férences �nies

3.1.1 Schéma explicite centré sans conditions aux li-
mites

Pour résoudre numériquement le problème non linéaire (3.1) ou (3.2),
on utilise un schéma explicite sans condition aux limites ci-dessous, avec
β = α2 = ∆t2/h2

un+1
j = βunj+1 +

(
2− 2β −∆t2

)
unj + βunj−1 − un−1

j − ε∆t2(unj )3 (3.3)

3.1.2 Initialisation du schéma

Pour démarrer le schéma, on prend

u0
j = l0(jh)

u1
j = u0

j + ∆tl1(jh) +
β

2

(
u0
j+1 − 2u0

j + u0
j−1

)
− ∆t2

2
(u0

j + ε(u0
j)

3)
(3.4)

Remarque . Pour le problème avec la condition d'impédance, on prend en
x = 0 et x = 1

u1
0 = u0

0 + ∆tl1(0) +
β

2

(
u0

2 − 2u0
1 + u0

0

)
− ∆t2

2
(u0

0 + ε(u0
0)

3)

u1
N = u0

N + ∆tl1(1) +
β

2

(
u0
N−2 − 2u0

N−1 + u0
N

)
− ∆t2

2
(u0

N + ε(u0
N)3)

3.1.3 Discrétisation de la condition aux limites

Discrétisation de la condition de Dirichlet

On prend le même schéma comme le cas linéaire.

Discrétisation de la condition d'impédance

En x = 0, on prend le schéma

un+1
0 =

(
2zα2un1 + z (2− 2α2 −∆t2)un0

+ (α− z)un−1
0 − zε∆t2(un0 )3

)
/ (α + z)

(3.5)

En x = 1, on prend le schéma

un+1
N =

(
2zα2unN−1 + z (2− 2α2 −∆t2)unN

+ (α− z)un−1
N − zε∆t2(unN)3

)
/ (α + z)

(3.6)
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3.2 Comportement de la solution non linéaire

On dé�nit l'énergie du système non linéaire (3.1) ou (3.2) par

E [uε] (t) =
1

2

∫ 1

0

((
∂uε

∂t

)2

+

(
∂uε

∂x

)2

+ (uε)2 +
ε

2
(uε)4

)
dx, ∀t ≥ 0 (3.7)

et on pose

E0 = E [uε] (0) =
1

2

∫ 1

0

(
l21 + (l′0)

2
+ l20

)
dx =

1

2

(
‖l0‖2H1 + ‖l1‖2L2 +

ε

2
‖l0‖4L2

)
Proposition 3.1. Soient E1 l'énergie du système non linéaire avec la condi-
tion de Dirichlet homogène (3.1) et E2 l'énergie du système non linéaire avec
la condition d'impédance (3.2). Alors ∀t ≥ 0, on a

E1 [uε] (t) = E0 et E2 [uε] (t) ≤ E0

Preuve. La démonstration est identique à celle de la proposition 2.1.

Théorème 3.2. Soient uε (t, x) la solution du problème non linéaire avec
la condition de Dirichlet homogène (3.1), et u (t, x) la solution du problème
linéaire (2.1) avec la condition de Dirichlet homogène (2.2). Alors ∀t ≥ 0, il

existe une constante C telle que E [uε − u] (t) ≤ Cε2t2

Lemme 3.3. Si F (t, x) ∈ L∞t
(
(0, T ) , L2

x (0, 1)
)
, et si v (t, x) est la solution

du problème 
Kv = F ,∀ (t, x) ∈ Ω
v (0, x) = 0 ,∀x ∈ [0, 1]
∂v

∂t
(0, x) = 0 ,∀x ∈ [0, 1]

v (t, 0) = v (t, 1) = 0 ,∀t ∈ [0, T ]

(3.8)

Alors E [v] (t) ≤ 2

(
max
0≤t≤T

∫ 1

0

F 2dx

)
t2, ∀t ∈ [0, T ].
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Preuve du Lemme. On a d'après (3.8)

2

∫ 1

0

∂v

∂t
Kvdx = 2

∫ 1

0

∂v

∂t
Fdx

d

dt

(
E [v] (t)

) C.S
≤ 2

(∫ 1

0

(
∂v

∂t

)2

dx

)1/2(∫ 1

0

F 2dx

)1/2

Soit D =

(
max
0≤t≤T

∫ 1

0

F 2dx

)1/2

d

dt

(
E [v] (t)

)
≤ 2D

(∫ 1

0

(
∂v

∂t

)2

dx

)1/2

≤ 2D (2E [v] (t))1/2

∫ t

0

d
(
E [v] (s)

)
2 (E [v] (s))1/2

≤ D
√

2

∫ t

0

ds

(E [v] (t))1/2 ≤ (E0)
1/2 +Dt

√
2 = Dt

√
2, car E0 = 0

⇒ E [v] (t) ≤ 2D2t2, d'où le résultat annoncé.

Preuve du théorème. Soit v (t, x) = uε (t, x)− u (t, x), où u est la solution
du problème linéaire (2.1) avec la condition de Dirichlet homogène (2.2) et
uε est la solution du problème non linéaire avec la condition de Dirichlet
homogène (3.1). On a,

Kv = −ε (uε)3 ,∀ (t, x) ∈ Ω
v (0, x) = 0 ,∀x ∈ [0, 1]
∂v

∂t
(0, x) = 0 ,∀x ∈ [0, 1]

v (t, 0) = v (t, 1) = 0 ,∀t ∈ [0, T ]

D'après la proposition 3.1, on a E [uε] (t) = O (1). Donc

∫ 1

0

(
∂uε

∂x

)2

dx est

bornée ∀t ≥ 0. Comme uε (t, 0) = 0, on a d'après l'inégalité de Poincaré,
‖uε‖∞ = O (1). On applique le lemme 3.3 avec C = 2 ‖uε‖6∞,
donc on a ∀t ≥ 0, E [uε − u] (t) ≤ Cε2t2.

3.3 Développement simple d'un mode propre

On cherche la solution approchée du problème non linéaire avec la condi-
tion de Dirichlet homogène (3.1) en utilisant le développement asymtotique.
Soit uNAIF (t, x) une solution approchée de (3.1) telle que

uNAIF (t, x) = u0 (t, x) + εu1 (t, x) +O
(
ε2
)

(3.9)
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où u0 (t, x) est une solution particulère du problème linéaire (2.1) avec la
condition de Dirichlet homogène (2.2) et avec la condition initiale (2.6). On
remplace (3.9) dans (3.1)

Ku0 + ε
(
Ku1 + u3

0

)
+O

(
ε2
)

= 0 (3.10)

On résoud pour ε = 0
Ku0 = 0 ,∀ (t, x) ∈ Ω
u0 (0, x) = l0 (x) ,∀x ∈ [0, 1]
∂u0

∂t
(0, x) = l1 (x) , ∀x ∈ [0, 1]

u0 (t, 0) = u0 (t, 1) = 0 , ∀t ∈ [0, T ]

(3.11)

où l0, l1 véri�ent la condition initiale (2.6).
et pour ε 6= 0 

Ku1 = −u3
0 , ∀ (t, x) ∈ Ω

u1 (0, x) = 0 , ∀x ∈ [0, 1]
∂u1

∂t
(0, x) = 0 , ∀x ∈ [0, 1]

u1 (t, 0) = u1 (t, 1) = 0 , ∀t ∈ [0, T ]

(3.12)

La solution analytique du problème (3.11) est donnée par (2.4)

u0 (t, x) = a sin (kπx) cos (ωt+ ϕ) , ω2 = 1 + k2π2, k ∈ Z.

en utilisant l'égalité de trigonométrie
sin3 θ =

3 sin θ − sin 3θ

4

cos3 θ =
3 cos θ + cos 3θ

4

(3.13)

on a d'après (3.12)

Ku1 = −3a3

16

(
3 sin (kπx) cos (ωt+ ϕ) + sin (kπx) cos

(
3 (ωt+ ϕ)

))
+
a3

16

(
3 sin (3kπx) cos (ωt+ ϕ) + sin (3kπx) cos

(
3 (ωt+ ϕ)

))
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Donc la solution analytique de (3.12) s'écrit

u1 (t, x) =
+∞∑
l=1

al sin (lπx) cos (ωlt+ ϕl)

−9a3t

32ω
sin (kπx) sin (ωt+ ϕ)

+
3a3

128ω2
sin (kπx) cos

(
3 (ωt+ ϕ)

)
+

3a3

128 (kπ)2 sin (3kπx) cos (ωt+ ϕ)

− a3

128
sin (3kπx) cos

(
3 (ωt+ ϕ)

)
(3.14)

avec la condition initiale u1(0, x) = 0 et ∂tu1(0, x) = 0, on a
pour l = k, ωk = ω = 1 + k2π2{

ak cosϕk + 3a3 cos 3ϕ/128ω2 = 0
−ωak sinϕk − 9a3 sinϕ/32ω − 9ωa3 sin 3ϕ/128ω2 = 0

(3.15)

pour l = 3k, ω3k = 1 + (3k)2π2{
a3k cosϕ3k + 3a3 cosϕ/128k2π2 − a3 cos 3ϕ/128 = 0
−ω3ka3k sinϕ3k − 3a3ω sinϕ/128k2π2 − 3ωa3 sin 3ϕ/128 = 0

(3.16)

pour l 6= k, 3k {
al cosϕl = 0
−ωlal sinϕl = 0

(3.17)

On en déduit d'après (3.17) que al = 0, ∀l 6= k, 3k.
On trouve �nalement la solution approchée du problème non linéaire (3.1)
avec la condition initiale (2.6)

uNAIF (t, x) = a sin (kπx) cos (ωt+ ϕ)

+ε
(
ak sin (kπx) cos (ωkt+ ϕk)

+a3k sin (3kπx) cos (ω3kt+ ϕ3k)

−9a3t

32ω
sin (kπx) sin (ωt+ ϕ)

+
3a3

128ω2
sin (kπx) cos

(
3 (ωt+ ϕ)

)
+

3a3

128 (kπ)2 sin (3kπx) cos (ωt+ ϕ)

− a3

128
sin (3kπx) cos

(
3 (ωt+ ϕ)

))
+O (ε2)

(3.18)

où (ak, ϕk) et (a3k, ϕ3k) véri�ent la relation (3.15) et (3.16).
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Lemme 3.4. Soient Gε (t, x, rε), une famille de fonctions régulières par ra-
port à (t, x, rε, ε). Et soit rε (t, x), la solution du problème

Krε = εGε (t, x, rε) , ∀ (t, x) ∈ Ω
rε (0, x) = 0 ,∀x ∈ [0, 1]
∂rε

∂t
(0, x) = 0 ,∀x ∈ [0, 1]

rε (t, 0) = rε (t, 1) = 0 ,∀t ∈ [0, T ]

(3.19)

Alors ∀t ∈ [0, T ], E [rε] (t) ≤ D

2 (1 + 2L)
e2(1+2L)εt,

où D = D (T ) = max
0≤t≤T

∫ 1

0

G2
ε (t, x, 0) dx,

et L = L (T ) = sup
|r|≤M,0≤ε≤1
0≤x≤1,0≤t≤T

∣∣∣∣∂Gε

∂r
(t, x, r)

∣∣∣∣.
Preuve. Soient D = D (T ) = max

0≤t≤T

∫ 1

0

G2
ε (t, x, 0) dx,

et L = L (T ) = sup
|r|≤M,0≤ε≤1
0≤x≤1,0≤t≤T

∣∣∣∣∂Gε

∂r
(t, x, r)

∣∣∣∣.
On a d'après le théorème des accroissements �nis

|Gε (t, x, rε)| ≤ |Gε (t, x, 0)|+ L |rε|.

Le système (3.19) devient

d

dt

(
E [rε] (t)

)
= 2

∫ 1

0

∂rε

∂t
Krεdx = 2ε

∫ 1

0

∂rε

∂t
Gε (t, x, rε) dx

d

dt

(
E [rε] (t)

)
≤
∣∣∣∣2ε∫ 1

0

∂rε

∂t
Gε (t, x, rε) dx

∣∣∣∣ ≤ 2ε

∫ 1

0

∣∣∣∣∂rε∂t
∣∣∣∣ . |Gε (t, x, rε)| dx

d

dt

(
E [rε] (t)

)
≤ 2ε

∫ 1

0

∣∣∣∣∂rε∂t
∣∣∣∣ . |Gε (t, x, 0)| dx+ 2εL

∫ 1

0

∣∣∣∣∂rε∂t
∣∣∣∣ . |rε| dx

on a en appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz

d

dt

(
E [rε] (t)

) C.S

≤ 2ε
√
D

(∫ 1

0

(
∂rε

∂t

)2

dx

)1/2

+2εL

(∫ 1

0

(
∂rε

∂t

)2

dx

)1/2(∫ 1

0

(rε)2 dx

)1/2

≤ 2ε
√
D.
√

2E [rε] (t) + 4εL.E [rε] (t)
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en utilisant l'inégalité de Young(a2 + b2 ≥ 2ab), on a

d

dt

(
E [rε] (t)

)
≤ εD + 2ε

(
1 + 2L

)
E [rε] (t)

et on applique le lemme de Gronwall (E [rε] (0) = 0)

E [rε] (t) ≤ D

2 (1 + 2L)

(
e2(1+2L)εt − 1

)
≤ D

2 (1 + 2L)
e2(1+2L)εt

Théorème 3.5. Soient uε (t, x) la solution du problème non linéaire avec
la condition de Dirichlet homogène (3.1), uNAIF (t, x) une solution approché
de (3.1) véri�ée (3.9). Alors ∀t ∈ [0, T ], il existe une constante CT , dépend

de T �xé, telle que E [uε − uNAIF ] (t) ≤ ε4CT

Preuve du théorème. Soit v = uε − uNAIF = ε2rε.

uε = u0 + εu1 + ε2rε

Kuε + ε (uε)3 = K (u0 + εu1 + ε2r) + ε (u0 + εu1 + ε2rε)
3

= 0
Ku0 + ε (Ku1 + u3

0) + ε2
(
Krε + 3u2

0u1 + εGε (t, x, rε)
)

= 0

où
Gε (t, x, rε) = 3 (u0u

2
1 + u2

0r
ε) + ε (u3

1 + 6u0u1r
ε) +

3ε2 (u2
1 + u0r

ε) rε + ε3u1 (rε)2 + ε4 (rε)3

Pour ε = 0 
Ku0 = 0 ,∀ (t, x) ∈ Ω
u0 (0, x) = l0 (x) ,∀x ∈ [0, 1]
∂u0

∂t
(0, x) = l1 (x) , ∀x ∈ [0, 1]

u0 (t, 0) = u0 (t, 1) = 0 , ∀t ∈ [0, T ]

(3.20)

Pour ε 6= 0 
Ku1 = −u3

0 , ∀ (t, x) ∈ Ω
u1 (0, x) = 0 , ∀x ∈ [0, 1]
∂u1

∂t
(0, x) = 0 , ∀x ∈ [0, 1]

u1 (t, 0) = u1 (t, 1) = 0 , ∀t ∈ [0, T ]

(3.21)


Krε = −3u2

0u1 − εGε (t, x, rε) ,∀ (t, x) ∈ Ω
rε (0, x) = 0 ,∀x ∈ [0, 1]
∂rε

∂t
(0, x) = 0 ,∀x ∈ [0, 1]

rε (t, 0) = rε (t, 0) = 0 ,∀t ∈ [0, T ]

(3.22)
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Soit rε = rε1 + rε2 tel que
Krε1 = −3u2

0u1 ,∀ (t, x) ∈ Ω
rε1 (0, x) = 0 ,∀x ∈ [0, 1]
∂rε1
∂t

(0, x) = 0 ,∀x ∈ [0, 1]

rε1 (t, 0) = rε1 (t, 1) = 0 ,∀t ∈ [0, T ]

(3.23)


Krε2 = −εGε (t, x, rε1 + rε2) ,∀ (t, x) ∈ Ω
rε2 (0, x) = 0 ,∀x ∈ [0, 1]
∂rε2
∂t

(0, x) = 0 ,∀x ∈ [0, 1]

rε2 (t, 0) = rε2 (t, 1) = 0 ,∀t ∈ [0, T ]

(3.24)

On sait que la solution u0 (t, x) de (3.20) est bornée pour tout t ≥ 0. La
solution u1 (t, x) de (3.21) est bornée ∀t ∈ [0, T ] pour T �xé(d'après le
lemme 3.3). On en déduit ensuite que la solution rε1 (t, x) de (3.23) est aussi

bornée ∀t ∈ [0, T ]. Pour T �xé, D = D (T ) = max
0≤t≤T

∫ 1

0

G2
ε (t, x, 0) dx < +∞,

et L = L (T ) = sup
|r|≤M,0≤ε≤1
0≤x≤1,0≤t≤T

∣∣∣∣∂Gε

∂r
(t, x, r)

∣∣∣∣ < +∞. Donc avec une constante

CT =
D

2 (1 + 2L)
e2(1+2L)εT < +∞, on a d'après le lemme 3.4, E[rε2] (t) ≤ CT .

D'où E[rε] (t) ≤ CT .

v = ε2rε ⇒ Kv = ε2Krε et
∂v

∂t
= ε2

∂rε

∂t

2

∫ 1

0

∂v

∂t
Kvdx = 2ε4

∫ 1

0

∂rε

∂t
Krεdx

d

dt

(
E [v] (t)

)
= ε4

d

dt

(
E [rε] (t)

)
∫ t

0

d
(
E [v] (s)

)
ds

= ε4
∫ t

0

d
(
E [rε] (s)

)
ds

E [v] (t)− E [v] (0) = ε4
(
E [rε] (t)− E [rε] (0)

)
E [v] (0) = E [rε] (0) = 0⇒ E [v] (t) = ε4E [rε] (t)

Donc ∀t ∈ [0, T ], E [uε − uNAIF ] (t) ≤ ε4CT .

3.4 Développement avec une phase

On cherche une approximation de uε sur des intervalles de temps en 1/ε.
Soit uφ (t, x) une solution approchée du problème non linéaire avec la condi-
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tion de Dirichlet homogène (3.1) telle que

uφ (t, x) = uφ0 (t, x) + εu1 (t, x) +O (ε2) (3.25)

où 
uφ0 (t, x) = a sin (kπx) cos (ωεt+ ϕ)
ωε = ω0 + εω1 +O (ε2)
ω2

0 = 1 + k2π2, k ∈ Z
(3.26)

On remplace (3.25) dans (3.1)

Kuφ + εu3
φ = Kuφ0 + εKu1 + ε (uφ0 + εu1 +O (ε2))

3
+O (ε2) = 0(

−ω2
0 + 1 + k2π2

)
uφ0 + ε

(
Ku1 − 2ω0ω1uφ0 + u3

φ0

)
= 0

ε
(
Ku1 − 2ω0ω1uφ0 + u3

φ0

)
= 0, car ω2

0 = 1 + k2π2

On résoud pour ε 6= 0
Ku1 = 2ω0ω1uφ0 − u3

φ0
,∀ (t, x) ∈ Ω

u1 (0, x) = 0 ,∀x ∈ [0, 1]
∂u1

∂t
(0, x) = 0 ,∀x ∈ [0, 1]

u1 (t, 0) = u1 (t, 1) = 0 ,∀t ∈ [0, T ]

(3.27)

En utilisant la relation (3.13), on a

2ω0ω1uφ0 − u3
φ0

=

(
2ω0ω1 −

9a2

16

)
a sin (kπx) cos (ωεt+ ϕ)

−3a3

16
sin (kπx) cos

(
3 (ωεt+ ϕ)

)
+

3a3

16
sin (3kπx) cos (ωεt+ ϕ)

+
a3

16
sin (3kπx) cos

(
3 (ωεt+ ϕ)

)
avec ω1 = 9a2/32ω0 , on trouve que

u1 (t, x) =
+∞∑
l=1

al sin (lπx) cos (ωlt+ ϕl)

+
3a3

16(8ω2
0 + 18εω0ω1)

sin (kπx) cos (3ωεt+ ϕ)

+
3a3

16(8k2π2 − 2εω0ω1)
sin (3kπx) cos (ωεt+ ϕ)

− a3

16(8 + 18εω0ω1)
sin (3kπx) cos (3 (ωεt+ ϕ))

+O (ε2)

(3.28)
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et avec la condition initiale u1(0, x) = 0 et ∂tu1(0, x) = 0, on a
pour l = k, ωk = ω0

ak cosϕk +
3a3 cos 3ϕ

16(8ω2
0 + 18εω0ω1)

= 0

−ω0ak sinϕk −
9ωεa

3 sin 3ϕ

16(8ω2
0 + 18εω0ω1)

= 0
(3.29)

pour l = 3k, ω3k = 1 + (3k)2π2
a3k cosϕ3k +

3a3 cosϕ

16(8k2π2 − 2εω0ω1)
− a3 cos 3ϕ

16(8 + 18εω0ω1)
= 0

−ω3ka3k sinϕ3k −
3ωεa

3 sinϕ

16(8k2π2 − 2εω0ω1)
+

3ωεa
3 sin 3ϕ

16(8 + 18εω0ω1)
= 0

(3.30)

pour l 6= k, 3k {
al cosϕl = 0
−ωlal sinϕl = 0

(3.31)

On en déduit d'après (3.31) que al = 0, ∀l 6= k, 3k.
On trouve �nalement la solution approchée du problème non linéaire (3.1)
avec la condition initiale (2.6)

uφ (t, x) = a sin (kπx) cos (ωεt+ ϕ)

+ε
(
ak sin (kπx) cos (ωkt+ ϕk)

+a3k sin (3kπx) cos (ω3kt+ ϕ3k)

+
3a3

16(8ω2
0 + 18εω0ω1)

sin (kπx) cos (3 (ωεt+ ϕ))

+
3a3

16(8k2π2 − 2εω0ω1)
sin (3kπx) cos (ωεt+ ϕ)

− a3

16(8 + 18εω0ω1)
sin (3kπx) cos (3 (ωεt+ ϕ))

)
+O (ε2)

(3.32)

où (ak, ϕk) et (a3k, ϕ3k) véri�ent la relation (3.29) et (3.30).

Théorème 3.6. Soient uε (t, x) la solution du problème non linéaire avec la
condition de Dirichlet homogène (3.1) et uφ0 (t, x) véri�ée la relation (3.26).
Alors il existe une constante γ > 0 et Cγ > 0 telle que ∀t ∈ [0, γ/ε],

E [uε − uφ0 ] (t) ≤ ε2Cγ
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Lemme 3.7. Soient Hε (t, x, rε), une famille de fonctions très régulières par
rapport à (t, x, rε, ε) telle que H = sup

|r|≤M,ε∈[0,1]
x∈[0,1],t∈[0,γ/ε]

|Hε (t, x, r)| < +∞.

Soit rε (t, x), la solution du problème
Krε = εHε (t, x, rε) ,∀ (t, x) ∈ [0, γ/ε]× [0, 1]
rε (0, x) = 0 ,∀x ∈ [0, 1]
∂rε

∂t
(0, x) = 0 ,∀x ∈ [0, 1]

rε (t, 0) = rε (t, 0) = 0 ,∀t ∈ [0, γ/ε]

Alors ∀t ∈ [0, γ/ε], il existe une constante Cγ telle que, E [rε] (t) ≤ Cγ.

Preuve du Lemme. Soit H = sup
|r|≤M,ε∈[0,1]
x∈[0,1],t∈[0,γ/ε]

|Hε (t, x, r)|, on a

Krε ≤ εH

d

dt

(
E [rε] (t)

)
≤ 2εH

∫ 1

0

∂rε

∂t
dx

C.S

≤ 2εH

(∫ 1

0

∂rε

∂t
dx

)1/2

d

dt

(
E [rε] (t)

)
≤ 2εH

√
2E [rε] (t)∫ t

0

d
(
E [rε] (s)

)
2
√
E [rε] (s)

ds ≤
√

2εH

∫ t

0

ds

√
E [rε] (t)−

√
E [rε] (0) ≤

√
2Hεt

⇒ E [rε] (t) ≤ 2H2 (εt)2 , (car E [rε] (0) = 0).
Cette inégalité est vraie tant que |r| ≤M ⇒ E [r] (t) ≤ δ2M2.

Donc il existe γ =
δ.M√

2H
tel que ∀t ∈ [0, γ/ε], E [rε] (t) ≤ 2H2γ2

Preuve du théorème. Soient v = uε − uφ0 = εrε. On a

uε = uφ0 + εrε

Kuε + ε (uε)3 = K (uφ0 + εrε) + ε (uφ0 + εrε)3 = 0
(−ω2

0 + 1 + k2π2)uφ0 + ε
(
Krε − 2ω0ω1uφ0 + u3

φ0
+ εHε

)
= 0

où
Hε (t, x, rε) = −ω2

1u
2
φ0

+ 3u2
φ0
rε + 3εuφ0 (rε)2 + ε2 (rε)3

Pour ε 6= 0 et avec la relation de dispersion (ω2 = 1 + k2π2), on a
Krε = 2ω0ω1uφ0 − u3

φ0
− εHε , ∀ (t, x) ∈ [0, γ/ε]× [0, 1]

rε (0, x) = 0 ,∀x ∈ [0, 1]
∂rε

∂t
(0, x) = 0 ,∀x ∈ [0, 1]

rε (t, 0) = rε (t, 0) = 0 ,∀t ∈ [0, γ/ε]

(3.33)
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Soit rε = rε1 + rε2 tel que
Krε1 = 2ω0ω1uφ0 − u3

φ0
,∀ (t, x) ∈ [0, γ/ε]× [0, 1]

rε1 (0, x) = 0 ,∀x ∈ [0, 1]
∂rε1
∂t

(0, x) = 0 ,∀x ∈ [0, 1]

rε1 (t, 0) = rε1 (t, 0) = 0 ,∀t ∈ [0, γ/ε]

(3.34)


Krε2 = −εHε (t, x, rε1 + rε2) ,∀ (t, x) ∈ [0, γ/ε]× [0, 1]
rε2 (0, x) = 0 ,∀x ∈ [0, 1]
∂rε2
∂t

(0, x) = 0 ,∀x ∈ [0, 1]

rε2 (t, 0) = rε2 (t, 0) = 0 ,∀t ∈ [0, γ/ε]

(3.35)

La solution rε1 de (3.34) est bornée ∀t ≥ 0, d'après (3.28).
H = sup

|r|≤M,ε∈[0,1]
x∈[0,1],t∈[0,γ/ε]

|Hε (t, x, r)| < +∞ est bien dé�ni ∀t ∈ [0, γ/ε]. Donc

d'après le lemme 3.7, il existe une consante γ > 0 et Cγ = 2H2γ2 telle
que E [rε2] (t) ≤ Cγ, d'où E [rε] (t) ≤ Cγ.

v = εrε ⇒ Kv = εKrε et
∂v

∂t
= ε

∂rε

∂t

2

∫ 1

0

∂v

∂t
Kvdx = 2ε2

∫ 1

0

∂rε

∂t
Krεdx

d

dt

(
E [v] (t)

)
= ε2

d

dt

(
E [rε] (t)

)
∫ t

0

d
(
E [v] (s)

)
ds

= ε2
∫ t

0

d
(
E [rε] (s)

)
ds

E [v] (t)− E [v] (0) = ε2
(
E [rε] (t)− E [rε] (0)

)
E [v] (0) = E [rε] (0) = 0⇒ E [v] (t) = ε2E [rε] (t) .

Donc on a ∀t ∈ [0, γ/ε], E [uε − uφ0 ] (t) ≤ ε2Cγ.

Théorème 3.8. Soient uε (t, x) la solution du problème non linéaire avec
la condition de Dirichlet homogène (3.1) et uφ (t, x) une solution approchée
de (3.1) véri�ée (3.25). Alors il existe une constante γ > 0 et Cγ > 0 telle

que ∀t ∈ [0, γ/ε], E [uε − uφ] (t) ≤ ε4Cγ

Preuve du théorème. Soit v = uε − uφ = ε2rε. On a

uε = uφ0 + εu1 + ε2rε

Kuε + ε (uε)3 = K (uφ0 + εu1 + ε2r) + ε (uφ0 + εu1 + ε2rε)
3

= 0
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(−ω2
0 + 1 + k2π2)uφ0 +ε

(
Ku1 − 2ω0ω1uφ0 + u3

φ0

)
+ε2

(
Krε − ω2

1uφ0 + 3u2
φ0
u1 + εHε

)
= 0

où
Hε (t, x, rε) = 3

(
uφ0u

2
1 + u2

φ0
rε
)

+ ε (u3
1 + 6uφ0u1r

ε) +

3ε2 (u2
1 + uφ0r

ε) rε + ε3u1 (rε)2 + ε4 (rε)3

On a pour ε 6= 0 et avec la relation de dispersion (ω2
0 = 1 + k2π2)

Ku1 = 2ω0ω1uφ0 − u3
φ0

+ ε
(
ω2

1uφ0 − 3u2
φ0
u1

)
,∀ (t, x) ∈ [0, γ/ε]× [0, 1]

u1 (0, x) = 0 ,∀x ∈ [0, 1]
∂u1

∂t
(0, x) = 0 ,∀x ∈ [0, 1]

u1 (t, 0) = u1 (t, 1) = 0 ,∀t ∈ [0, γ/ε]
(3.36)

Krε = −εHε ,∀ (t, x) ∈ [0, γ/ε]× [0, 1]
rε (0, x) = 0 ,∀x ∈ [0, 1]
∂rε

∂t
(0, x) = 0 ,∀x ∈ [0, 1]

rε (t, 0) = rε (t, 0) = 0 ,∀t ∈ [0, γ/ε]

(3.37)

D'après le théorème 3.6, il existe une constante γ > 0 telle que la solution u1

de (3.36) est bornée ∀t ∈ [0, γ/ε]. On sait queH = sup
|r|≤M,ε∈[0,1]
x∈[0,1],t∈[0,γ/ε]

|Hε (t, x, r)| <

+∞ est bien dé�ni ∀t ∈ [0, γ/ε]. Donc d'après le lemme 3.7, il existe une
consante Cγ = 2H2γ2 telle que E [rε] (t) ≤ Cγ.

v = ε2rε ⇒ Kv = ε2Krε et
∂v

∂t
= ε2

∂rε

∂t

2

∫ 1

0

∂v

∂t
Kvdx = 2ε4

∫ 1

0

∂rε

∂t
Krεdx

d

dt

(
E [v] (t)

)
= ε4

d

dt

(
E [rε] (t)

)
∫ t

0

d
(
E [v] (s)

)
ds

= ε4
∫ t

0

d
(
E [rε] (s)

)
ds

E [v] (t)− E [v] (0) = ε4
(
E [rε] (t)− E [rε] (0)

)
E [v] (0) = E [rε] (0) = 0⇒ E [v] (t) = ε4E [rε] (t) .

Donc on a ∀t ∈ [0, γ/ε], E [uε − uφ] (t) ≤ ε4Cγ.
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3.5 Développement double échelle

Soient T0 = t, T1 = εt, X0 = x. Et soit uε(t, x) = U(T0, T1, X0; ε), on a

∂2uε

∂t2
=
∂2U

∂T 2
0

+ 2ε
∂2U

∂T0∂T1

+O(ε2)

∂2uε

∂x2
=
∂2U0

∂X2
0

+O(ε2)

Si uε(t, x) = U0(T0, T1, X0) + εU1(T0, T1, X0) + O(ε2) une solution appro-
chée du problème non linéaire (3.1) avec la condition initiale d'une fonction
propre (2.6), alors on a

KU0 + ε

(
KU1 + 2

∂2U0

∂T0∂T1

+ U3
0

)
+O(ε2) = 0

On résoud pour ε = 0
KU0 = 0
U0(0, T1, X0) = A(T1) sin(kπX0) cos(φ(T1))
∂U0

∂T0

(0, T1, X0) = −ωA(T1) sin(kπX0) sin(φ(T1))
(3.38)

et pour ε 6= 0 
KU1 = −2

∂2U0

∂T0∂T1

− U3
0

U1(0, T1, X0) = 0
∂U1

∂T0

(0, T1, X0) = 0

(3.39)

La solution de (3.38) s'écrit

U0(T0, T1, X0) = A(T1) sin(kπX0) cos (ωT0 + φ(T1))

Le (3.39) devient

KU1 = 2ωA′(T1) sin(kπX0) sin (ωT0 + φ(T1))

+

(
2ωA(T1)φ

′(T1)−
9A3(T1)

16

)
sin(kπX0) cos (ωT0 + φ(T1))

−3A3(T1)

16
sin(kπX0) cos (3 (ωT0 + φ(T1)))

+
3A3(T1)

16
sin(3kπX0) cos (ωT0 + φ(T1))

+
A3(T1)

16
sin(3kπX0) cos (3 (ωT0 + φ(T1)))

(3.40)
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On élimine le terme résonant dans U1 en prenant A(T1) et φ(T1) tels ques{
A′(T1) = 0
A(T1)φ

′(T1) = 9A3(T1)/16
(3.41)

Le (3.41) donne

A(T1) = a : une constante(supposée non nulle).

φ(T1) =
9A2

32ω
T1 + ϕ =

9a2

32ω
εT0 + ϕ, ϕ : une constante.

et on trouve la solution particulière de (3.40), avec ω1 = 9a2/32ω

U1(T0, T1, X0) =
3a3

16(8ω2 + 18εωω1)
sin(kπX0) cos (3 ((ω + εω1)T0 + ϕ))

+
3a3

16(8k2π2 − 2εωω1)
sin(3kπX0) cos ((ω + εω1)T0 + ϕ)

− a3

16(8 + 18εωω1)
sin(3kπX0) cos (3 ((ω + εω1)T0 + ϕ))

Donc on trouve que la solution du problème non linéaire avec la condition de
Dirichlet homogène (3.1) donnée par le développement double échelle est la
même que celle donnée par le développement avec une phase.
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Chapitre 4

Etude du problème retourné

On étudie dans ce chapitre le problème retourné avec la condition aux
limites de Dirichlet non homogène, du problème linéaire et non linéaire pré-
sentés dans les chapitres précédents. En réalité, ce problème est posé dans
Ω′ = [T, 2T ]× [0, 1], mais on travaille techniquement dans Ω = [0, T ]× [0, 1].

4.1 Etude du problème retourné linéaire

Soit u la solution du problème linéaire (2.1). On étudie le problème re-
tourné linéaire 'exact'

Kve = 0 ,∀ (t, x) ∈ Ω
ve (0, x) = u (T, x) ,∀x ∈ [0, 1]
∂ve
∂t

(0, x) = −∂u
∂t

(T, x) ,∀x ∈ [0, 1]

ve (t, 0) = u (T − t, 0) ,∀t ∈ [0, T ]
ve (t, 1) = u (T − t, 1) ,∀t ∈ [0, T ]

(4.1)

et le problème retourné linéaire 'sans changement de vitesse'

Kv = 0 ,∀ (t, x) ∈ Ω
v (0, x) = u (T, x) ,∀x ∈ [0, 1]
∂v

∂t
(0, x) = +

∂u

∂t
(T, x) ,∀x ∈ [0, 1]

v (t, 0) = u (T − t, 0) ,∀t ∈ [0, T ]
v (t, 1) = u (T − t, 1) ,∀t ∈ [0, T ]

(4.2)
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4.1.1 Schéma explicite centré sans conditions aux li-
mites

Pour résoudre numériquement le problème retourné linéaire (4.1) ou (4.2),
on utilise un schéma explicite sans condition aux limites ci-dessous, avec
β = α2 = ∆t2/h2

vn+1
j = βvnj+1 +

(
2− 2β −∆t2

)
vnj + βvnj−1 − vn−1

j (4.3)

4.1.2 Initialisation du schéma

Pour approcher v(0, xj), on prend simplement avec L = T/∆t

v0
j = uLj (4.4)

Pour approcher v(∆t, xj) et avoir l'approximation d'ordre 2 en temps de
∂v

∂t
,

on utilise des développements de Taylor ci-dessous

v(∆t, x) = v(0, x) + ∆t
∂v

∂t
(0, x) +

∆t2

2

∂2v

∂t2
(0, x) +O(∆t3)

v(T −∆t, x) = T (∆t, x)−∆t
∂u

∂t
(T, x) +

∆t2

2

∂2u

∂t2
(T, x) +O(∆t3)

Pour le problème retourné linéaire 'exact' (4.1), on prend avec β = α2

v1
j = uL−1

j − β

2
(uLj+1 − 2uLj + uLj−1) +

∆t2

2
uLj

+
β

2
(v0
j+1 − 2v0

j + v0
j−1)−

∆t2

2
v0
j

(4.5)

Pour le problème retourné linéaire 'sans changement de vitesse' (4.2), on
prend

v1
j = 2uLj − uL−1

j +
β

2
(uLj+1 − 2uLj + uLj−1)−

∆t2

2
uLj

+
β

2
(v0
j+1 − 2v0

j + v0
j−1)−

∆t2

2
v0
j

(4.6)

4.1.3 Discrétisation de la condition aux limites

En x = 0 et x = 1, on prend avec L = T/∆t{
vn0 = uL−n0

vnN = uL−nN

(4.7)
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4.1.4 Comportement de la solution retourné linéaire

Proposition 4.1. Soient ve la solution du problème retourné linéaire 'exact'

(4.1) et u la solution du problème linéaire (2.1). Alors ve (T, x) = u (0, x)

Preuve. Soit ṽ (t, x) = u (T − t, x), ∀ (t, x) ∈ Ω.

Kṽ (t, x) = Ku (T − t, x) = Ku (s, x) = 0, ∀ (s, x) ∈ Ω
ṽ (0, x) = u (T, x) , ∀x ∈ [0, 1]
∂ṽ

∂t
(0, x) = −∂u

∂t
(T, x), ∀x ∈ [0, 1]

ṽ (t, 0) = u (T − t, 0) , ∀t ∈ [0, T ]
ṽ (t, 1) = u (T − t, 1) , ∀t ∈ [0, T ]

Donc ṽ est aussi une solution de (4.1), et par l'unicité de la solution, on a
ve (t, x) = ṽ (t, x) = u (T − t, x). D'où ve (T, x) = u (0, x).

Théorème 4.2. Soient v la solution du problème retourné linéaire 'sans
changement de vitesse' (4.2), et u la solution du problème linéaire (2.1).

Alors

∫ 1

0

(v (T, x)− u (0, x))2 dx ≤ 4

∫ 1

0

(
∂u

∂t
(T, x)

)2

dx

Théorème 4.3. De plus si u est la solution du problème linéaire (2.1) avec

la condition d'impédance (2.3), alors

∫ 1

0

(v (T, x)− u (0, x))2 dx
T→+∞→ 0

Preuve du théorème 4.2. Soit R (t, x) = v (t, x) − ve (t, x), où ve est la
solution de (4.1) et v est la solution de (4.2). R véri�e

KR = 0 , ∀ (t, x) ∈ Ω
R (0, x) = 0 , ∀x ∈ [0, 1]
∂R

∂t
(0, x) = 2

∂u

∂t
(T, x) ,∀x ∈ [0, 1]

R (t, 0) = R (t, 1) = 0 ,∀t ∈ [0, T ]

Donc l'énergie de R est conservée, et on a∫ 1

0

(R (T, x))2 dx ≤ 2E[R] (T ) = 2E[R] (0)∫ 1

0

(v (T, x)− ve (T, x))2 dx ≤ 4

∫ 1

0

(
∂u

∂t
(T, x)

)2

dx

Donc on a

∫ 1

0

(v (T, x)− u (0, x))2 dx ≤ 4

∫ 1

0

(
∂u

∂t
(T, x)

)2

dx.
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Preuve du théorème 4.3. Si u est la solution du problème linéaire (2.1)
avec la condition d'impédance (2.3), alors d'après le théorème 2.5∫ 1

0

(
∂u

∂t
(T, x)

)2

dx
T→+∞→ 0

On a donc

∫ 1

0

(v (T, x)− u (0, x))2 dx
T→+∞→ 0.

4.2 Etude du problème retourné non linéaire

Soit uε la solution du problème non linéaire (3.1) ou (3.2). On étudie le
problème retourné non linéaire 'exact'

Kvεe + ε (vεe)
3 = 0 ,∀ (t, x) ∈ Ω

vεe (0, x) = uε (T, x) ,∀x ∈ [0, 1]
∂vεe
∂t

(0, x) = −∂u
ε

∂t
(T, x) ,∀x ∈ [0, 1]

vεe (t, 0) = uε (T − t, 0) ,∀t ∈ [0, T ]
vεe (t, 1) = uε (T − t, 1) ,∀t ∈ [0, T ]

(4.8)

et le problème retourné non linéaire 'sans changement de vitesse'

Kvε + ε (vε)3 = 0 ,∀ (t, x) ∈ Ω
vε (0, x) = uε (T, x) ,∀x ∈ [0, 1]
∂vε

∂t
(0, x) = +

∂uε

∂t
(T, x) ,∀x ∈ [0, 1]

vε (t, 0) = uε (T − t, 0) ,∀t ∈ [0, T ]
vε (t, 1) = uε (T − t, 1) ,∀t ∈ [0, T ]

(4.9)

4.2.1 Schéma explicite centré sans conditions aux li-
mites

Pour résoudre numériquement le problème retourné non linéaire (4.8)
ou (4.9), on utilise un schéma explicite sans condition aux limites ci-dessous,
avec β = α2 = ∆t2/h2

vn+1
j = βvnj+1 +

(
2− 2β −∆t2

)
vnj + βvnj−1 − vn−1

j − ε∆t2(vnj )3 (4.10)

4.2.2 Initialisation du schéma

Pour approcher v(0, xj), on prend le même schéma comme le problème
retourné linéaire.
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Pour le problème retourné non linéaire 'exact' (4.1), on prend

v1
j = uL−1

j − β

2
(uLj+1 − 2uLj + uLj−1) +

∆t2

2
(uLj + ε(uLj )3)

+
β

2
(v0
j+1 − 2v0

j + v0
j−1)−

∆t2

2
(v0
j + ε(v0

j )
3)

(4.11)

Pour le problème retourné non linéaire 'sans changement de vitesse' (4.2), on
prend

v1
j = 2uLj − uL−1

j +
β

2
(uLj+1 − 2uLj + uLj−1)−

∆t2

2
(uLj + ε(uLj )3)

+
β

2
(v0
j+1 − 2v0

j + v0
j−1)−

∆t2

2
(v0
j + ε(v0

j )
3)

(4.12)

4.2.3 Discrétisation de la condition aux limites

On prend le même schéma comme le problème retourné linéaire.

4.2.4 Comportement de la solution retourné non linéaire

Proposition 4.4. Soient vεe la solution du problème retourné non linéaire
'exact' (4.8) et uε la solution du problème non linéaire (3.1) ou (3.2). Alors

vεe (T, x) = uε (0, x)

Preuve. La démonstration est identique à celle de la proposition 4.1.

Théorème 4.5. Soient vε la solution du problème retourné non linéaire 'sans
changement de vitesse' (4.9), et uε la solution du problème non linéaire (3.1)
ou (3.2). Alors il existe une constante C telle que∫ 1

0

(vε (T, x)− uε (0, x))2 dx ≤ 2

1− Cε

∫ 1

0

(
∂uε

∂t
(T, x)

)2

dx

Théorème 4.6. De plus si uε est la solution du problème non linéaire avec

la condition d'impédance (3.2), alors

∫ 1

0

(vε (T, x)− uε (0, x))2 dx
T→+∞→ 0

Preuve du théorème 4.5. Soit Rε (t, x) = vε (t, x) − vεe (t, x), où vεe est la
solution de (4.8) et vε est la solution de (4.9). Rε véri�e

KRε + ε (Rε)3 = 3εvεev
εRε ,∀ (t, x) ∈ Ω

Rε (0, x) = 0 ,∀x ∈ [0, 1]
∂Rε

∂t
(0, x) = 2

∂uε

∂t
(T, x) ,∀x ∈ [0, 1]

Rε (t, 0) = Rε (t, 1) = 0 ,∀t ∈ [0, T ]
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On mulitiplie KRε + ε (Rε)3 = 3εvεev
εRε par

∂Rε

∂t
, et on intègre sur (0, 1)

1

2

d

dt
(E [Rε] (t)) =

Cε

2

d

dt

(∫ 1

0

(Rε)2 dx

)
, avec C = ‖vεe‖∞ . ‖v

ε‖∞

E [Rε] (t)− E [Rε] (0) = Cε

(∫ 1

0

(Rε (t, x))2 dx−
∫ 1

0

(Rε (0, x))2 dx

)
E [Rε] (t)− 2

∫ 1

0

(
∂uε

∂t
(T, x)

)2

dx = Cε

∫ 1

0

(Rε (t, x))2 dx∫ 1

0

(Rε (t, x))2 dx− 2

∫ 1

0

(
∂uε

∂t
(T, x)

)2

dx ≤ Cε

∫ 1

0

(Rε (t, x))2 dx

∫ 1

0

(vε (T, x)− vεe (T, x))2 dx ≤ 2

1− Cε

∫ 1

0

(
∂uε

∂t
(T, x)

)2

dx

On a donc

∫ 1

0

(vε (T, x)− uε (0, x))2 dx ≤ 2

1− Cε

∫ 1

0

(
∂uε

∂t
(T, x)

)2

dx.

Preuve du théorème 4.6. Si uε est la solution du problème non linéaire
avec la condition d'impédance (3.2), alors d'après la conjecture 2.2∫ 1

0

(
∂uε

∂t
(T, x)

)2

dx
T→+∞→ 0

On a donc

∫ 1

0

(vε (T, x)− uε (0, x))2 dx
T→+∞→ 0.
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Chapitre 5

Résultats numériques

On donne dans ce chapitre quelques résultats numériques sur le problème
linéaire, non linéaire et les problèmes retournés associés. On teste le schéma
numérique premièrement avec la condition initiale(terme source) d'une fonc-
tion propre {

u (0, x) = a sin (kπx) cosϕ
∂u

∂t
(0, x) = −ωa sin (kπx) sinϕ

(5.1)

et ensuite avec celle d'une fonction gaussienne(σ = 2h << 1) centrée en
x = 1/4 

u (0, x) = g (x) =
1

2πσ2
e−(x−1/4)2/2σ2

∂u

∂t
(0, x) = 0

(5.2)

Problème linéaire : on compare la solution exacte avec la solution numérique
donnée par le schéma.
Problème non linéaire : on compare la solution approchée donnée par le dé-
veloppement asymptotique avec la solution numérique donnée par le schéma.
Problèmes retournés : pour le problème linéaire, on véri�e théoriquement
la proposition 4.1, le théorème 4.2, le théorème 4.3, et on compare numé-
riquement la solution du problème retourné 'sans changement de vitesse' à
l'instant �nal v(T, x) avec la condition initiale u(0, x). Pour le problème non
linéaire, on véri�e théoriquement la proposition 4.4, le théorème 4.5, le théo-
rème 4.6, et on compare numériquement la solution du problème retourné
non linéaire 'sans changement de vitesse' à l'instant �nal vε(T, x) avec la
condition initiale uε(0, x).
On choisit des constantes ci-dessous pour tester le schéma numérique

α = 0.5, z = 0.5, a = 3, k = 1, ϕ = 0

ω =
√

1 + k2π2, T ′ = 2π/ω (la période).
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Remarque. Le test du développement asymptotique avec la condition ini-
tiale (5.1), on prend ϕ = 0 pour qu'on a la même condition initiale pour
u0, uNAIF , uφ, uφ0 .

5.1 Résultats du problème linéaire

Soient u la solution du problème linéaire (2.1), ve la solution du problème
retourné exact (4.1), v la solution du problème retourné sans changement de
vitesse (4.2).

5.1.1 Résultats du problème avec la condition initiale (5.1)

Le cas 1. N=100, T=T'

L'estimation d'erreur en norme L2 entre la solution exacte et approchée.

Fig. 5.1 � L'erreur en L2
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Le retournement temporel du problème avec la condition de Dirichlet
homogène(ve(T, x) = u(0, x)), T est un multiple de la période(∂tu(T, x) ≈ 0),
on a la bonne approximation v(T, x) ≈ u(0, x).

Fig. 5.2 � Dirichlet homogène→Dirichlet homogène

Le retournement temporel du problème avec la condition d'impédance(ve(T, x) =
u(0, x)), T est petit.

Fig. 5.3 � Impédance→Dirichlet non homogène
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Le cas 2. N=100, T=10.1T'

Le retournement temporel du problème avec la condition de Dirichlet
homogène(ve(T, x) = u(0, x)), T n'est pas un multiple de la période(∂tu(T, x) 6=
0), on n'a plus la bonne approximation v(T, x) 6= u(0, x).

Fig. 5.4 � Dirichlet homogène→Dirichlet homogène

Le retournement temporel du problème avec la condition d'impédance(ve(T, x) =
u(0, x)), T est grand(E[u](T ) → 0), on a la bonne approximation v(T, x) ≈
u(0, x).

Fig. 5.5 � Impédance→Dirichlet non homogène
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5.1.2 Résultats du problème avec la condition initiale (5.2)

Le cas 3. N=100, T=1

Le retournement temporel du problème avec la condition de Dirichlet
homogène(ve(T, x) = u(0, x)), T est petit.

Fig. 5.6 � Dirichlet homogène→Dirichlet homogène

Le retournement temporel du problème avec la condition d'impédance(ve(T, x) =
u(0, x)), T est petit.

Fig. 5.7 � Impédance→Dirichlet non homogène
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Le cas 4. N=100, T=10

Le retournement temporel du problème avec la condition de Dirichlet
homogène(ve(T, x) = u(0, x)), T est grand.

Fig. 5.8 � Dirichlet homogène→Dirichlet homogène

Le retournement temporel du problème avec la condition d'impédance(ve(T, x) =
u(0, x)), T est grand(E[u](T ) → 0), on a la bonne approximation v(T, x) ≈
u(0, x).

Fig. 5.9 � Impédance→Dirichlet non homogène

49



5.2 Résultats du problème non linéaire

Soient uε la solution du problème non linéaire (3.1), u0 la solution exacte
du problème linéaire (2.1)-(2.2), uNAIF une solution approchée du problème
non linéaire véri�ée (3.9), uφ une solution approchée du problème non li-
néaire véri�ée (3.25), et uφ0 véri�ée (3.26), ve la solution du problème re-
tourné exact (4.8), v la solution du problème retourné sans changement de
vitesse (4.9).

5.2.1 Résultats du problème non linéaire avec la condi-
tion initiale (5.1)

Résultats du développement asymptotique

Le cas 5. ε=0.1, N=100, T=3

L'estimation d'énergieE[uε−uφ0 ], E[uε−uφ], E[uε−uNAIF ] sont meilleures
que E[uε − u0] jusqu'à T .

Fig. 5.10 � E[uε − u0], E[uε − uφ0 ], E[uε − uφ], E[uε − uNAIF ]
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Le cas 6. ε=0.1, N=100, T=3/ε

L'estimation d'énergie E[uε − uNAIF ] n'est plus meilleure que E[uε − u0]
en T .

Fig. 5.11 � E[uε − u0], E[uε − uNAIF ]

L'estimation d'énergie E[uε − uφ0 ] et E[uε − uφ] sont toujours bonnes et
meilleures que E[uε − u0] jusqu'à T .

Fig. 5.12 � E[uε − uφ0 ], E[uε − uφ]
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Résultats du retournement temporel

Le cas 7. ε = 0.1, N=100, T=1

Le retournement temporel du problème avec la condition de Dirichlet
homogène(vεe(T, x) = uε(0, x)), T est petit

Fig. 5.13 � Dirichlet homogène→ Dirichlet homogène

Le retournement temporel du problème avec la condition d'impédance(vεe(T, x) =
uε(0, x)), T est petit

Fig. 5.14 � Impédance → Dirichlet non homogène
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Le cas 8. ε = 0.1, N=100, T=1/ε

Le retournement temporel du problème avec la condition de Dirichlet
homogène(vεe(T, x) = uε(0, x)), T est grand

Fig. 5.15 � Dirichlet homogène→ Dirichlet homogène

Le retournement temporel du problème avec la condition d'impédance(vεe(T, x) =
uε(0, x)), T est grand(E[uε](T )→ 0).

Fig. 5.16 � Impédance → Dirichlet non homogène
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5.2.2 Résultats du problème non linéaire avec la condi-
tion initiale (5.2)

Le cas 9. ε = 0.01, N=100, T=1

Le retournement temporel du problème avec la condition de Dirichlet
homogène(vεe(T, x) = uε(0, x)), T est petit.

Fig. 5.17 � Dirichlet homogène → Dirichlet homogène

Le retournement temporel du problème avec la condition d'impédance(vεe(T, x) =
uε(0, x)), T est petit.

Fig. 5.18 � Impédance → Dirichlet non homogène
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Le cas 10. ε = 0.01, N=100, T=10

Le retournement temporel du problème avec la condition de Dirichlet
homogène(vεe(T, x) = uε(0, x)), T est grand.

Fig. 5.19 � Dirichlet homogène → Dirichlet homogène

Le retournement temporel du problème avec la condition d'impédance(vεe(T, x) =
uε(0, x)), T est grand(E[uε](T )→ 0).

Fig. 5.20 � Impédance → Dirichlet non homogène
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Le cas 11. ε = 0.01, N=100, T=1/ε

Le retournement temporel du problème avec la condition de Dirichlet
homogène(vεe(T, x) = uε(0, x)), T est grand.

Fig. 5.21 � Dirichlet homogène → Dirichlet homogène

Le retournement temporel du problème avec la condition d'impédance, T est
grand(E[uε](T )→ 0).

Fig. 5.22 � Impédance → Dirichlet non homogène
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Chapitre 6

Conclusion

D'après les résultats ci-dessus, on voit que le développement asymptotique
simple d'un mode propre ne marche jusqu'au T �xé. Par contre, le d'éve-
loppement avec une phase marche bien jusqu'au grand temps, par exemple
T = n/ε. On a aussi les résultats sur le retournement temporel du problème
linéaire et non linéaire. On trouve que le retournement temporel(Dirichlet
non homogène) du problème avec la condition d'impédance ne marche que
pour le grand temps(T → +∞). Dans ce cas, on a la bonne approximation
et la bonne localisation du terme source v(T, x) ≈ u(0, x). Mais on n'a pas
ce résultat pour le retournement temporel du problème avec la condition de
Dirichlet homogène. Ce retournement temporel marche bien pour le cas par-
ticulier, si on teste avec la condtion initiale d'une fonction propre (5.1) et
avec T est un multiple de la période.
Donc pour le grand temps(T → +∞), c'est le retournement temporel du
problème avec la condition d'impédance qui nous donne le bon résultat sur
l'approximation et la localisation du terme source.
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Annexe

Solution du problème linéaire avec la condition de Dirichlet

// So lu t i on du problème l i n é a i r e avec l a cond i t i on
// de D i r i c h l e t sans terme source
// l0 , l 1 : l e s c ond i t i on s i n i t i a l e s
// alpha : l e rapport dt/dx
// N: l e nombre de po in t s en espace [ 0 , 1 ]
// T: l a va l eur de temps
// u : une matr ice de t a i l l e L∗N
// t : un vecteur de t a i l l e L
// x : un vecteur de t a i l l e N
func t i on [ u , t , x]=KGL_Dir( l0 , l1 , alpha ,N,T)

dx=1/(N−1); dt=alpha∗dx ; x=0:dx : 1 ;
t=0: dt :T; L=length ( t ) ; betta=alpha ^2;
u=ze ro s (L ,N) ; // i n i t i a l i s e r l a matr ice u
// cond i t i on i n i t i a l e en t=0
f o r j =2:(N−1)
u (1 , j )= l 0 ( ( j−1)∗dx ) ;

end
// cond i t i on i n i t i a l e en t=dt
f o r j =2:(N−1)
u (2 , j )=u (1 , j )+dt∗ l 1 ( ( j−1)∗dx)+( betta /2)
∗(u (1 , j+1)−2∗u (1 , j )+u (1 , j −1))−(dt ^2/2)∗u (1 , j ) ;

end
// schéma numérique
f o r i =3:L // i nd i c e de temps

f o r j =2:(N−1) // i nd i c e d ' espace
u( i , j )=betta ∗u( i −1, j−1)+(2−2∗betta−dt^2)
∗u( i −1, j )+betta ∗u( i −1, j+1)−u( i −2, j ) ;

end
end endfunct ion
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Le cas avec le terme source

// So lu t i on du problème l i n é a i r e avec l a cond i t i on
// de D i r i c h l e t et avec terme source 'G( t , x ) '
// alpha : l e rapport dt/dx
// N: l e nombre de po in t s en espace [ 0 , 1 ]
// T: l a va l eur de temps
// u : une matr ice de t a i l l e L∗N
// t : un vecteur de t a i l l e L
// x : un vecteur de t a i l l e N
func t i on [ u , t , x]=KGLG_Dir(G, alpha ,N,T)

dx=1/(N−1); dt=alpha∗dx ; x=0:dx : 1 ;
t=0: dt :T; L=length ( t ) ; betta=alpha ^2;
u=ze ro s (L ,N) ; // i n i t i a l i s e r l a matr ice u
// schéma numérique
f o r i =3:L // i nd i c e de temps

f o r j =2:(N−1) // i nd i c e d ' espace
u( i , j )=betta ∗u( i −1, j−1)+(2−2∗betta−dt^2)
∗u( i −1, j )+betta ∗u( i −1, j+1)−u( i −2, j )
+dt^2∗G(( i −1)∗dt , ( j−1)∗dx ) ;

end
end

endfunct ion

Solution du problème linéaire avec la condition d'impédance

// So lu t i on du problème l i n é a i r e avec l a cond i t i on
// d ' impédance sans terme source
// l0 , l 1 : l e s c ond i t i on s i n i t i a l e s
// z : l e c o e f f i c i e n t d ' impédance
// alpha : l e rapport dt/dx
// N: l e nombre de po in t s en espace [ 0 , 1 ]
// T: l a va l eur de temps
// u : une matr ice de t a i l l e L∗N
// t : un vecteur de t a i l l e L
// x : un vecteur de t a i l l e N
func t i on [ u , t , x]=KGL_Imp( l0 , l1 , z , alpha ,N,T)

dx=1/(N−1); dt=alpha∗dx ; x=0:dx : 1 ;
t=0: dt :T; L=length ( t ) ; betta=alpha ^2;
u=ze ro s (L ,N) ; // i n i t i a l i s e r l a matr ice u
// cond i t i on i n i t i a l e en t=0
f o r j =1:N

60



u (1 , j )= l 0 ( ( j−1)∗dx ) ;
end
// cond i t i on i n i t i a l e en t=dt
f o r j =2:(N−1)
u (2 , j )=u (1 , j )+dt∗ l 1 ( ( j−1)∗dx)+( betta /2)
∗(u (1 , j+1)−2∗u (1 , j )+u (1 , j −1))−(dt /2)∗u (1 , j ) ;

end
u(2 ,1)=u(1 ,1)+ dt∗ l 1 (0)+( betta /2)∗ (u (1 , 3 )
−2∗u(1 ,2)+u(1 ,1))−( dt ^2/2)∗u ( 1 , 1 ) ;

u (2 ,N)=u (1 ,N)+dt∗ l 1 (1)+( betta /2)∗ (u (1 ,N−2)
−2∗u (1 ,N−1)+u (1 ,N))−( dt ^2/2)∗u (1 ,N) ;
// schéma numérique
f o r i =3:L // i nd i c e de temps

f o r j =2:(N−1) // i nd i c e d ' espace
u( i , j )=betta ∗u( i −1, j−1)+(2−2∗betta−dt^2)
∗u( i −1, j )+betta ∗u( i −1, j+1)−u( i −2, j ) ;

end
// cond i t i on d ' impédance aux bords
u( i ,1 )=(1/( alpha+z ) )∗ (2∗ z∗alpha^2∗u( i −1 ,2)
+z∗(2−2∗ alpha^2−dt ^2)∗u( i −1 ,1)+( alpha−z )∗u( i −2 ,1)) ;
u ( i ,N)=(1/( alpha+z ) )∗ (2∗ z∗alpha^2∗u( i −1,N−1)
+z∗(2−2∗ alpha^2−dt ^2)∗u( i −1,N)+(alpha−z )∗u( i −2,N) ) ;

end
endfunct ion

Le cas avec le terme source

// So lu t i on du problème l i n é a i r e avec l a cond i t i on
// d ' impédance et avec terme source 'G( t , x ) '
// alpha : l e rapport dt/dx
// N: l e nombre de po in t s en espace [ 0 , 1 ]
// T: l a va l eur de temps
// u : une matr ice de t a i l l e L∗N
// t : un vecteur de t a i l l e L
// x : un vecteur de t a i l l e N
func t i on [ u , t , x]=KGLG_Imp(G, z , alpha ,N,T)

dx=1/(N−1); dt=alpha∗dx ; x=0:dx : 1 ;
t=0: dt :T; L=length ( t ) ; betta=alpha ^2;
u=ze ro s (L ,N) ; // i n i t i a l i s e r l a matr ice u
// schéma numérique
f o r i =3:L // i nd i c e de temps

f o r j =2:(N−1) // i nd i c e d ' espace
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u( i , j )=betta ∗u( i −1, j−1)+(2−2∗betta−dt^2)
∗u( i −1, j )+betta ∗u( i −1, j+1)−u( i −2, j )
+dt^2∗G(( i −1)∗dt , ( j−1)∗dx ) ;

end
// cond i t i on d ' impédance aux bords
u( i ,1)=( alpha /( alpha+z ) )∗ (2∗ z∗alpha
∗(u( i −1,2)−u( i −1 ,1))+u( i −2,1)−( z/ alpha )
∗ ( ( dt^2−2)∗u( i −1,1)+u( i −2 ,1 ) ) ) ;
u ( i ,N)=( alpha /( alpha+z ) )∗ (2∗ z∗alpha
∗(u( i −1,N−1)−u( i −1,N))+u( i −2,N)−(z/ alpha )
∗ ( ( dt^2−2)∗u( i −1,N)+u( i −2,N) ) ) ;

end
endfunct ion

L'énergie discrète de Klein-Gordon

// Energ ie d i s c r è t e de Klein−Gordon au cours de temps
// u : l a s o l u t i o n numérique , une matr ice de t a i l l e L∗N
// alpha : l e rapport dt/dx
// e : un vecteur de t a i l l e L−1
func t i on e=Eng_KG(u , alpha )

[ L ,N]= s i z e (u ) ; h=1/(N−1); dt=alpha∗h ; betta=alpha ^2;
f o r i =1:(L−1)

e ( i )=0;
f o r j =2:(N−1)

e ( i )=e ( i )+h∗(u( i +1, j )−u( i , j ) )^2/(2∗ dt^2)
+h∗u( i +1, j )∗u( i , j )/2+(2∗u( i , j )−u( i , j +1)
−u( i , j −1))∗u( i +1, j )/(2∗h ) ;

end
// en j=1 et j=N
U0=(betta+dt ^2/2)∗u( i +1,1)+(2−betta−dt ^2/2)
∗u( i ,1)−( betta /2)∗ (u( i +1,2)−u( i , 2 ) ) ;
UN=(betta+dt ^2/2)∗u( i +1,N)+(2−betta−dt ^2/2)
∗u( i ,N)−( betta /2)∗ (u( i +1,N−1)−u( i ,N−1)) ;
e ( i )=e ( i )+h∗(u( i +1,1)−u( i , 1 ) )^2/(2∗ dt^2)+h∗u( i +1 ,1)
∗u( i ,1)/2+(2∗u( i , j )−u( i ,2)+U0)∗u( i +1 ,1)/(2∗h ) ;
e ( i )=e ( i )+h∗(u( i +1,N)−u( i ,N))^2/(2∗ dt^2)+h∗u( i +1,N)
∗u( i ,N)/2+(2∗u( i ,N)−u( i ,N−1)+UN)∗u( i +1,N)/(2∗h ) ;

end
endfunct ion
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Solution retournée avec la condition de Dirichlet non homogène du
problème linéaire

// So lu t i on re tournée avec l a cond i t i on de
// D i r i c h l e t non homogène du problème l i n é a i r e
// u : l a s o l u t i o n du problème l i n é a i r e
// alpha : l e rapport dt/dx
// ve : l a s o l u t i o n du problème retourné exact
// v : l a su l u t i on du problème retourné
// sans changement de v i t e s s e
func t i on [ ve , v]=RKGL_Dir(u , alpha )

[ L ,N]= s i z e (u ) ; dx=1/(N−1); dt=alpha∗dx ; betta=alpha ^2;
ve=ze ro s (L ,N) ; // i n i t i a l i s e r une matr ice L∗N
v=ve ;
// cond i t i on i n i t i a l e en t=0
f o r j =1:N

ve (1 , j )=u(L , j ) ;
v (1 , j )=u(L , j ) ;

end
// cond i t i on i n i t i a l e en dt
f o r j =2:(N−1)

// retournement exact
ve (2 , j )=u(L−1, j )−( betta /2)∗ (u(L−1, j+1)−2∗u(L−1, j )
+u(L−1, j −1))+(dt ^2/2)∗u(L−1, j )+( betta /2)∗ ( ve (1 , j +1)
−2∗ve (1 , j )+ve (1 , j −1))−(dt ^2/2)∗ ve (1 , j ) ;
// retournement sans changement de v i t e s s e
v (2 , j )=2∗u(L , j )−u(L−1, j )+( betta /2)∗ (u(L−1, j +1)
−2∗u(L−1, j )+u(L−1, j −1))−(dt ^2/2)∗u(L−1, j )+( betta /2)
∗(v (1 , j+1)−2∗v (1 , j )+v (1 , j −1))−(dt ^2/2)∗v (1 , j ) ;

end
// cond i t i on de D i r i c h l e t aux bords
ve (2 ,1)=u(L−1 ,1) ; ve (2 ,N)=u(L−1,N) ;
v (2 ,1)=u(L−1 ,1) ; v (2 ,N)=u(L−1,N) ;
// schéma numérique du problème retourné
f o r i =3:L // i nd i c e de temp

f o r j =2:(N−1) // i nd i c e d ' espace
ve ( i , j )=betta ∗ve ( i −1, j +1)+(2−2∗betta−dt^2)
∗ve ( i −1, j )+betta ∗ve ( i −1, j−1)−ve ( i −2, j ) ;
v ( i , j )=betta ∗v ( i −1, j +1)+(2−2∗betta−dt^2)
∗v ( i −1, j )+betta ∗v ( i −1, j−1)−v ( i −2, j ) ;

end
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// cond i t i on de D i r i c h l e t aux bords
ve ( i ,1)=u(L−i +1 ,1) ; ve ( i ,N)=u(L−i +1,N) ;
v ( i ,1)=u(L−i +1 ,1) ; v ( i ,N)=u(L−i +1,N) ;

end
endfunct ion

Discrétisation d'une fonction

// D i s c r é t i s e r une f on c t i on
// f : l a f on c t i on à 2 v a r i a b l e s
// alpha : l e rapport dt/dx
// N: l e nombre de po in t s en espace [ 0 , 1 ]
// T: l a va l eur de temps
// d : une matr ice de t a i l l e L∗N
func t i on d=Disc ( f , alpha ,N,T)

dx=1/(N−1); dt=alpha∗dx ; t=0: dt :T;L=length ( t ) ;
f o r i =1:L // i nd i c e de temps

f o r j =1:N // i nd i c e d ' espace
d( i , j )= f ( ( i −1)∗dt , ( j−1)∗dx ) ;

end
end

endfunct ion

Erreur en L2 entre la solution exacte et approchée

// Erreur en L2 de l a s o l u t i o n ana ly t ique et numérique
// ue : l a s o l u t i o n exacte , matr ice de t a i l l e L∗N
// ua : l a s o l u t i o n approchée , matr ice de t a i l l e L∗N
// e : un vecteur de t a i l l e L
func t i on e=L2( ue , ua )

[ L ,N]= s i z e ( ue ) ; dx=1/(N−1);
f o r i =1:L // i nd i c e de temps
n=0;
f o r j =1:N // i nd i c e d ' espace
n=n+dx∗( ue ( i , j )−ua ( i , j ) )^2 ;

end
e ( i )= sq r t (n ) ;

end
endfunct ion
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Solution du problème non linéaire avec la condition de Dirichlet

// So lu t i on du problème non l i n é a i r e avec
// l a cond i t i on de D i r i c h l e t
// l0 , l 1 : l e s c ond i t i on s i n i t i a l e s
// ep s i : l e c o e f f i c i e n t non l i n é a i r e
// alpha : l e rapport dt/dx
// N: l e nombre de po in t s en espace [ 0 , 1 ]
// T: l a va l eur de temps
// u : une matr ice de t a i l l e L∗N
// t : un vecteur de t a i l l e L
// x : un vecteur de t a i l l e N
func t i on [ u , t , x]=KGNL_Dir( l0 , l1 , eps i , alpha ,N,T)

dx=1/(N−1); dt=alpha∗dx ; x=0:dx : 1 ;
t=0: dt :T;L=length ( t ) ; betta=alpha ^2;
u=ze ro s (L ,N) ; // i n i t i a l i s e r l a matr ice u
// cond i t i on i n i t i a l e en t=0
f o r j =2:(N−1)
u (1 , j )= l 0 ( ( j−1)∗dx ) ;

end
// cond i t i on i n i t i a l e en t=dt
f o r j =2:(N−1)
u (2 , j )=u (1 , j )+dt∗ l 1 ( ( j−1)∗dx)+( betta /2)
∗(u (1 , j+1)−2∗u (1 , j )+u (1 , j −1))−(dt ^2/2)
∗u (1 , j )− ep s i ∗dt ^2∗(u( i −1, j ) )^3 ;

end
// schéma numérique
f o r i =3:L // i nd i c e de temps

f o r j =2:(N−1) // i nd i c e d ' espace
u( i , j )=betta ∗u( i −1, j−1)+(2−2∗betta−dt^2)
∗u( i −1, j )+betta ∗u( i −1, j+1)−u( i −2, j )
−ep s i ∗dt ^2∗(u( i −1, j ) )^3 ;

end
end

endfunct ion

Solution du problème non linéaire avec la condition d'impédance

// So lu t i on du problème non l i n é a i r e
// avec l a cond i t i on d ' impédance
// l0 , l 1 : l e s c ond i t i on s i n i t i a l e s
// ep s i : l e c o e f f i c i e n t non l i n é a i r e
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// alpha : l e rapport dt/dx
// N: l e nombre de po in t s en espace [ 0 , 1 ]
// T: l a va l eur de temps
// u : une matr ice de t a i l l e L∗N
// t : un vecteur de t a i l l e L
// x : un vecteur de t a i l l e N
func t i on [ u , t , x]=KGNL_Imp( l0 , l1 , eps i , z , alpha ,N,T)

dx=1/(N−1); dt=alpha∗dx ; x=0:dx : 1 ;
t=0: dt :T;L=length ( t ) ; betta=alpha ^2;
u=ze ro s (L ,N) ; // i n i t i a l i s e r l a matr ice u
// cond i t i on i n i t i a l e en t=0
f o r j =1:N
u (1 , j )= l 0 ( ( j−1)∗dx ) ;

end
// cond i t i on i n i t i a l e en t=dt
f o r j =2:(N−1)
u (2 , j )=u (1 , j )+dt∗ l 1 ( ( j−1)∗dx)+( betta /2)
∗(u (1 , j+1)−2∗u (1 , j )+u (1 , j −1))−(dt ^2/2)
∗u (1 , j )− ep s i ∗dt ^2∗(u( i −1, j ) )^3 ;

end
u(2 ,1)=u(1 ,1)+ dt∗ l 1 (0)+( betta /2)∗ (u(1 ,3)−2∗u (1 , 2 )
+u(1 ,1))−( dt ^2/2)∗(u(1 ,1)+ ep s i ∗(u ( 1 , 1 ) )^3 ) ;
u (2 ,N)=u (1 ,N)+dt∗ l 1 (1)+( betta /2)∗ (u (1 ,N−2)
−2∗u (1 ,N−1)+u (1 ,N))−( dt ^2/2)∗(u (1 ,N)+ep s i ∗(u (1 ,N) )^3 ) ;
// schéma numérique
f o r i =3:L // i nd i c e de temps

f o r j =2:(N−1) // i nd i c e d ' espace
u( i , j )=betta ∗u( i −1, j−1)+(2−2∗betta−dt ^2)∗u( i −1, j )
+betta ∗u( i −1, j+1)−u( i −2, j )− ep s i ∗dt ^2∗(u( i −1, j ) )^3 ;

end
// cond i t i on d ' impédance aux bords
u( i ,1 )=(1/( alpha+z ) )∗ (2∗ z∗alpha^2∗u( i −1 ,2)
+z∗(2−2∗ alpha^2−dt ^2)∗u( i −1 ,1)+( alpha−z )∗u( i −2 ,1)
−z∗ ep s i ∗dt ^2∗(u( i −1 ,1))^3) ;
u ( i ,N)=(1/( alpha+z ) )∗ (2∗ z∗alpha^2∗u( i −1,N−1)
+z∗(2−2∗ alpha^2−dt ^2)∗u( i −1,N)+(alpha−z )∗u( i −2,N)
−z∗ ep s i ∗dt ^2∗(u( i −1,N) )^3 ) ;

end
endfunct ion
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Solution retournée avec la condition de Dirichlet non homogène du
problème non linéaire

// So lu t i on re tournée du problème non l i n é a i r e
// avec l a cond i t i on de D i r i c h l e t non homogène
// u : l a s o l u t i o n du problème non l i n é a i r e
// ep s i : l e c o e f f i c i e n t non l i n é a i r e
// alpha : l e rapport dt/dx
// ve : l a s o l u t i o n du problème exact
// v : l a su l u t i on du problème retourné
// sans changement de v i t e s s e
func t i on [ ve , v]=RKGNL_Dir(u , eps i , alpha )

[ L ,N]= s i z e (u ) ; dx=1/(N−1); dt=alpha∗dx ; betta=alpha ^2;
ve=ze ro s (L ,N) ; // i n i t i a l i s e r une matr ice L∗N
v=ve ;
// cond i t i on i n i t i a l e en t=0
f o r j =1:N

ve (1 , j )=u(L , j ) ;
v (1 , j )=u(L , j ) ;

end
// cond i t i on i n i t i a l e en dt
f o r j =2:(N−1)
// retournement exact
ve (2 , j )=u(L−1, j )−( betta /2)∗ (u(L−1, j+1)−2∗u(L−1, j )
+u(L−1, j −1))+(dt ^2/2)∗(u(L−1, j )+ ep s i ∗(u(L−1, j ) )^3)
+(betta /2)∗ ( ve (1 , j+1)−2∗ve (1 , j )+ve (1 , j −1))
−(dt ^2/2)∗( ve (1 , j )+ ep s i ∗( ve (1 , j ) ) ^ 3 ) ;
// retournement sans changement de v i t e s s e

v (2 , j )=2∗u(L , j )−u(L−1, j )+( betta /2)∗ (u(L−1, j +1)
−2∗u(L−1, j )+u(L−1, j −1))−(dt ^2/2)∗(u(L−1, j )
+ep s i ∗(u(L−1, j ))^3)+( betta /2)∗ ( v (1 , j+1)−2∗v (1 , j )
+v (1 , j −1))−(dt ^2/2)∗(v (1 , j )+ ep s i ∗(v (1 , j ) ) ^ 3 ) ;

end
// cond i t i on de D i r i c h l e t
ve (2 ,1)=u(L−1 ,1) ; ve (2 ,N)=u(L−1,N) ;
v (2 ,1)=u(L−1 ,1) ; v (2 ,N)=u(L−1,N) ;
// schéma numérique du problème retourné
f o r i =3:L // i nd i c e de temps

f o r j =2:(N−1) // i nd i c e d ' espace
ve ( i , j )=betta ∗ve ( i −1, j +1)+(2−2∗betta−dt^2)
∗ve ( i −1, j )+betta ∗ve ( i −1, j−1)−ve ( i −2, j )
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−ep s i ∗dt ^2∗( ve ( i −1, j ) )^3 ;
v ( i , j )=betta ∗v ( i −1, j +1)+(2−2∗betta−dt^2)
∗v ( i −1, j )+betta ∗v ( i −1, j−1)−v ( i −2, j )
−ep s i ∗dt ^2∗(v ( i −1, j ) )^3 ;

end
// cond i t i on de D i r i c h l e t
ve ( i ,1)=u(L−i +1 ,1) ; ve ( i ,N)=u(L−i +1,N) ;
v ( i ,1)=u(L−i +1 ,1) ; v ( i ,N)=u(L−i +1,N) ;

end
endfunct ion
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