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Chapitre 1

Présentation du projet

[’étude mathématiques et numérique du retournement temporel est le
but principal de ce projet. Cette méthode a été inventé par 1’équipe des phy-
siciens de Mathias Fink(académie des sciences), avec des applications pour
I'imagérie médicale(recherche de tumeur), la détection sous-marine, la télé-
communication, etc.

Pour ce stage, on se concentrera sur 1’équation de Klein-Gordon en dimen-
sion 1 en espace. Plus précisément, on étudie le probléme en temps grand.
Ce probléme est considéré dans un domaine borné Q = [0,7] x [0, 1], [0, 7]
est 'intervalle de temps et [0, 1] est l'intervalle d’espace. Et on considére ce
probléme avec la condition aux limites de Dirichlet homogeéne ou d’impé-
dance. On étudie le probléme retourné de la méme 1’équation dans un autre
domaine borné Q' = [T, 2T x [0, 1] avec la condition aux limites de Dirichlet

non homogeéne. On associe & I'équation de Klein-Gordon l'opérateur linéaire
k Pu 0%
Ku=%p g2 T

On travaille tout d’abord sur le probléme linéaire Ku = 0. On se donne les
conditions initiales(le terme source) Iy (z) = u (0,2),l (x) = dyu (0,z). On
cherche la solution analytique associée en utilisant la technique de séparation
des variables, et la solution approchée numérique en utilisant un schéma aux
différences finies. Pour le probléme non linéaire Ku + eu® = 0, on utilise
des développements asymptotiques pour chercher la solution approchée. En-
suite, on travaille sur le probléme retourné linéaire Kv = 0 et non linéaire
Kv + ev® = 0. Avec les conditions initiales v (T, x) = u (T, z),0v (T, z) =
+0,u (T, z), on cherche théoriquement et numériquement la solution du pro-
bléme retourné. On compare la solution du probléme retourné a I'instant final
2T, v(2T, x) avec le terme source a 'instant initial 0, u(0, ). Finalement, on
donne queques résultats théoriques et numeériques des problémes ci-dessus.



Chapitre 2

Etude du probléme linéaire

On étudie le probléme linéaire associé a I’équation de Klein-Gordon dans
Q2 =[0,7] x [0,1] avec les conditions initiales trés réguliéres ly (), 1 ()

Ku=0 JV (t,x) € Q
w(0,z) =1l (x Ve € 0,1
10.2)=lo(@) ¥ 0] 1)

T (0,2) =1 () ,Vxel0,1]

On s’intéresse a étudier ce probléme avec la condition aux limites de Dirichlet
homogéne

{ w(t,0)=0 ,Vtel0,T] (2.2)

u(t,1)=0 ,Vtel0,T]

ou avec la condition aux limites d’impédance(0 < z < 1)

(t,0) = +z@ (¢,0) ,vtel0,T]
(t,1

du
o
ot

gﬁ (2.3)
D= —z5-(t1) Ve (0,T)

2.1 Solution du probléme linéaire avec la condi-
tion de Dirichlet homogéne

On cherche explicitement la solution du probléme linéaire (2.1) avec la
condition de Dirichlet homogéne (2.2) en utilisant la technique de séparation
des variables.

Remarque. La technique de séparation de variables ne donne pas la solu-
tion explicite du probléme linéaire (2.1) avec la condition d’impédance (2.3),
exceptée la condition identiquement nulle.



2.1.1 Solution particuliére d’un mode propre

Soit u (t,x) = v (t) w (z) une solution particuliére du probléme linéaire
(2.1) avec la condition de Dirichlet homogéne(2.2). On a d’aprés (2.1)

2 2
Ku:w@—va—w—i-vwzo

ot? 0x?
10w 1(0% N __ o,
woxr2 v \ Ot2 -k

On trouve quavec w? = 1 + p?

w(x) = e = asin (ux) + bcos (uz)
v (t) = et = csin (wt) + d cos (wt) = cos (Wt + ), ou ® +d* =1

En utilisant la condition de Dirichlet homogéne (2.2), on en déduit que b =0
et p = km,Vk € Z. Donc on trouve une solution particuliére de (2.1)-(2.2)

u(t,x) = asin (krx) cos (wt + ), k € Z (2.4)
avec la relation de dispersion
w? =1+ k*r? (2.5)
et avec la condition initiale associée
{ lo () = asin (km;) COS (2.6)
l1 () = —wasin (kmrx) sin ¢
2.1.2 Solution générale

La solution générale du probléme linéaire (2.1)-(2.2) est une combinaison
linéaire infinie des modes propres. Donc elle s’écrit sous la forme

“+00

u(t,z) = Z ay sin (kmx) cos (wit + pr) (2.7)

avec la relation de dispersion

wp =1+ k*r? (2.8)



2.1.3 Solution avec le second membre

On étudie le probléme linéaire (2.1) avec la condition de Dirichlet homo-
géne (2.2) et avec le second membre

(( Ku=g(t,x) V(t,z) e
u(0,2) =1y (z) ,Voel0,1]
0
5 (0.2) =1 (@) Ve e o] (2:9)
w(t,0) =0 Yt e [0,7]
| u(t,1) =0 Yt € [0,T]
ot g (t,x) = axsin (kmx) cos (wt + @i).
Si (k,w) ¢ Sp(K), alors la solution particuliére de (2.9) s’écrit
u(t,x) = — +Cik+ E sin (kmx) cos (wt + @) - (2.10)
Sinon, il y a résonance et la solution écrit pour w = wy
t
u(t,z) = ;Li sin (krz) sin (Wit + ¢x) - (2.11)
Wk

2.2 Energie du systéme linéaire

On définit I'énergie du systéme linéaire (2.1) par

Eu)(t) = %/01 ((%)Z <%>2 +u2) dz, Vt >0 (2.12)

et on pose

I 1
By =Blul(0) =5 [ (1 + )" +8) do =5 (il + 0l

Proposition 2.1. Soient Ey l’énergie du systéme linéaire (2.1) avec la condi-
tion de Dirichlet homogeéne (2.2) et Ey I'énergie du systéme linéaire (2.1) avec
la condition d’impédance (2.3). Alors ¥Vt >0, on a

El [’LL] (t) = EO et EQ [u] (t) S EO.

Preuve. On multiplie Ku = 0 par % et on intégre sur (0, 1).
18u au 811,
/0 E(E—%—i—u)d:c—o
1d [* ou\’ ou\ > ) ou ou 1
5%/0 ((E) * (@) tu | dr— (g(m)%(t,m)o_o
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Pour le systéme (2.1)-(2.2)
(B (1) =0
donc Vt Z 07 E1 [u] (t) = E1 [U] (O) = Eo.

Pour le systéme (2.1)-(2.3)

L1l () = — ((Z— o) + (5 ) ) <0
done Vit > 0, By [u] (t) < Es [u] (0) = Eo.

Conjecture 2.2. La décroissance de ’énergie du probléme linéaire (2.1) avec
la condition d’impédance (2.3) est exponentielle(comme [’équaiton des cordes
vibrantes) et sans doutre pour le probléeme non linéaire(sous certaines condi-
tions).

2.3 Décroissance stricte de 1’énergie diie a la
condition d’impédance

On étudie le probléme linéaire (2.1) avec la condition d'impédance (2.3)

( Ku=0 V(t,z) e
u(0,z) =1y () Vo € [0, 1]
0
S 0,2) = 1y (x) Ve € [0,1]
5 S (2.13)
e (t,0) = +z§ (t,0) ,Vte€0,T)]
u u
— (£, 1) = —2—(¢,1 t T
[ gt bV =25 B1) Ve 0T]
ouly € H'(0,1) et I; € L*(0,1). On veut démontrer que grace a la condition
1 2
d’impédance, on a / <%) (T, z)dx T=4% (0 ot de plus E(T) )
0

Formulation variationnelle de (2.13) :
Soit ¢ € C°([0,T[x[0,1]), on a

T 1 a2u T 1 82g0
1 890
+ [ (W@ 50,0 - ta)0.0)) o
0

8



+/O gu(t,O) (t,0) — u(t, 1)%f(t,l)>dt

%/O (u +u(t,1)%—f(z€,1)) dt
2 (b

(0)¢(0 o>+zo< )¢(0.1))

donc on a la formulation variationelle

/OT/Olquoda:dt :/01 (ll(a:) (0,2) — lo(x )aaf(o x))d

+/0 gu(t 1)%:@ 1) - (t,O)%—f(t,O)) dt

_é/o (u(t,O)aa—f(t,())‘f‘U(t, 1)%—f(t, 1)) dt
— (1(060.0) + s(1)6(0,1)

(2.14)

L’espace vectoriel de la solution du probléme (2.13)

£ = {u solution du probléme (2.13) au sens faible}
£ = {u € &, ue 0, +oof, H'(0,1)) N C*(]0, +oo[, LX(0, 1))}

5k+1:{ue€’“ %ng}

Lemme 2.3. Soit Q = [0,1]%, alors £(Q) C H*(Q).

Preuve. siu € £, alors par 'inégalité d’énergie

—, — €LFL
AN
ou 4 D*u  O*u N Pu oy Pu D
et&aeg alorsatz,ata e LL:. donc%GL LcarW:@qLu.
Donc dans E'; u, Vu, V2u € L°L2 C H?, et il y a une trace forte(en z = 0, 1)
ou Ou -
our u, —, —.
P T ot Ox

Lemme 2.4. Si [y, l; € C(0,1) ou si ly,l; € C(0,1) et vérifié toutes les
conditions de compatibilité auz coins, alors u € €N C®([0,+o0l;x[0,1],).



ou ou
Preuve. Soient u, — € £ et v = —

ou ou  Ou Ju
Enz=0,1; — T :I:% %x(t ,0) = g —(t,1) = 0 fort. o
v v v
D = (1) =0et — 1) = 2
oncv(t,0) =v(t,1) =0et T (t,0) = T —(t,1) = 0, donc dans €2, e (8t>
a aussi une trace forte. O

Théoréme 2.5. Pourle probléme linéaire avec la condition d’impédance (2.13),

1 2
on a / <%) (T, )dm 0 et de plus E(T) =2,
0

Lemme 2.6. Soit I[u / Z (( ) , )+<%)2(t,x)>dt. Siu e

E et I[u] =0, alors u =0 sur [0, 1] x [0, 1].

0
Preuve du lemme. Soitv = —U, alors v est la solution du probléme Kv =0

avec la condition de Dirichlet homogéne(v(t,0) = v(t,1) = 0), et de Neumann
homogéne car en x = 0,1

8u 10u
0

On va utiliser la méthode des caractéristiques pour montrer que v = 0 dans

[0,1] x [0, 1].
ov Ov ov  Ov

SmentW—a%-a— t 4 =— % 9% alors
ow _aw .,
By
A (2.15)
t T
v v

Dans la zone de dépendance Dy = {0 <z <1/2, 2 <t<1—z} et D; =
{1/2 <z <1,z <t <1-—x}, par 'unicité de la solution du systéme linéaire
homogene (2.15), on a (v, W, Z) = (0,0,0) dans Dy U D;.

En utilisant le cone de dépendance, on trouve que v = 0, V¢ > 1/2. Comme
I’équation de Klein-Gordon est réversible, on en déduit que v = 0, V¢t < 1/2.

10



Donc on trouve que v = 0 par tout dans [0, 1] x [0,1]. On en déduit ensuite
que u(t, r) = u(x), donc Ku = u"(z)—u(z) = 0 et de plus u® () —u/(x) = 0.

Soit w = 2= = u'(x), alors

Ox
w’(z) —w(z) =0
{ w(0) = w(1) = 0 (2.16)

On trouve la solution de (2.16), w = 0, Vz € [0, 1]. Donc u(z) est constante,
et avec Ku = 0, on trouve finalement que u = 0. O

ou
Lemme 2.7. Si u, ' Br € L°L?, alors u € Lip,L2.

Preuve du lemme.

/01 u(t + h, 7) — u(t, )| dz :/1 (/tt+h<ng)2(s,x)d5> dz
<ul [ ( [ () @,@ds) s
<W/”h(/( ) smdm)ds
< |h|/t+h

(925

ds

LeL2

Lg°L2
: du oo T2 ; 2
Donc si w, — € L"L;, alors u € Lip, L. O

ot
ou Ou O (0u

'Ot Oz’ Ot \ O
Et de plus, siu € E%, alors u € Lip H?.

Lemme 2.8. Si u, > € LL2, i.eu € &Y, alorsu € Lip H..

Preuve du lemme.

1
u(t+h,z) —u(t,x 2 = u(t+ h,x) —u(t,x 2 da
H.
‘ 0

ou ou 2
t+h t d
+/O SR+ hoa) — o0 (t,0)| d
2 2
8 ou
Jult + h,2) = u(t. )y < 5 (5)
e 815 L§°L2 Ox LPL2

Donc si u € &Y, alors u € Lip,H,.
Et de plus on en déduit que si u € £2, alors u € Lip,H?. O]

11



Preuve du théoréme. Soit u,(t,z) = u(t + n,x) une suite bornée dans £2.
Donc u,, est bornée dans Lip; H?, et on peut extraire une sous-suite de 1,
Upny — u dans CYHS, Vs < 2. De plus, v € &%, I[u] = 0 = lim[,[u] =
lim /[u,], donc on a u =0 et

1 2 1 2
/ (%u” (t,x)) dx —>/ <?(t,x)) dx
0 € 0 x

0*u du *u
— tu,— € LL? = — € L°L?
; 8752656(;’&6 C T S
5 (Ku) =0= e (8_351;) € L°L2, d’ot % est bornée dans Lip,H},

ou,, ou

donc ——= — — dans C?H?, s < 1, ce qui suffit pour les traces en x = 0, 1.

ox ox

/01 (a;tn(t,x))zdx N /01 (%(t,x})zd:v

ou ou
ue &= En cé= En € L°H}, ce qui suffit pour passer a la limite 0.

1 2

a —+00 —T 00

Donc on a / <a—1:) (T, x)dx 220 et de plus E(T) =4, []
0

ue &=

2.4 Unicité de la solution

Proposition 2.9. Le probléeme linéaire (2.1)-(2.2) admet une solution unique.

Preuve. Soient u, v, 2 solutions distinctes du probléme linéaire (2.1)-(2.2).
Soit w =u — v, on a

( Kw=K(u—-v)=Ku—Kv=0 ,V(t,z) € Q
w(0,2) =1y (z) —lo(z) =0 Vo € [0,1]
0
a—@;’ 0,2)=lL(z)—lL(x)=0  ,Vxel0]]
w (t,0) =u(t,0) —v(t,0) =0 ,Vt € 10,7
L w(t, 1) =u(t,1)—v(t,1)=0 ,Vt € 10,7
Donc w est aussi une solution du probléme (2.1)-(2.2) pour la condition
0
initiale w(0,z) = 0, 8—7‘; (0,z) = 0.
D’aprés la proposition 2.1, on a E [w] (t) = E [w] (0) =0 = V;,w = (0,0).
Donc V (t,z) € Q, w (t,z) = w (0,z) = 0. D’ou le résultat annoncé. O
Proposition 2.10. Le probléme linéaire (2.1)-(2.8) admet aussi une solution
unique.
Preuve. La preuve est identique a celle de la proposition 2.9. O

12



2.5 Reégularité de la solution

Soit u la solution du probléme linéaire (2.1) avec la condition de Dirichlet
homogeéne (2.2). Donc on a les conditions nécessaires de compatibilité, Vp €
Z, si u € CP(]0,+00[%[0,1]), alors

Vk € Z tel que 2k < p, I (0) = 1™ (1) = 0.
Vj € Z tel que 2j + 1 < p, 1*(0) = 11*) (1) = 0,

Ces conditions sont suffisantes d’aprés [Brézis| dernier chapitre.

2.6 Discrétisation totale par un schéma aux dif-
férences finies

Définition 2.11 (Définition de L2). Pour analyser le probléme continu (2.1),
on le considére comme un probleme d’évolution posé dans un espace de Hilbert

N

i=1

muni de la norme |up||® = hZ;il lu;|> et du produit scalaire (up,vy) =
hZle u;v;, h est le pas d’espace et N est le nombre de points de la discré-

tisation dans [0,1]. L’espace L} est isomorphe au sous-espace de L? (0,1) et
le produit scalaire sur L2 coincide avec le produit scalaire usuel de L? (0,1)

(s 07 = /01 up (2) vy () d

2.6.1 Schéma explicite centré sans conditions aux li-
mites

Pour résoudre numériquement le probléme linéaire (2.1), on discrétise le
domaine Q = [0,7] x [0, 1] avec At le pas de temps et h le pas d’espace, on
2

n 04 (t",x;) par une

note t" = nAt, x; = jh. On approche u (", x;) par uf, BTE

différence finie centrée d’ordre 2 en temps

Pu B u}‘“ —2uf + u;‘_l
W (t 7xj) - AtQ

13



02u

6 —— (1", ;) par une différence finie centrée d’ordre 2 en espace

Py a2
ox2 Y 7 h?

Donc on peut approcher le probléme linéaire (2.1) par le probléme discrétisé
ci-dessous

wit =2l F Tt — 20l +
U J+1 J g—1 no_
At2 - 12 tu; =0 (2.17)

On prend 3 = a? = At?/h?, et on un schéma explicite sans condition aux
limites
Wt = Bully, + (2 - 26 — AP) W + Buf — (2.18)

j—1 J

Ce qui est un schema centré d’ordre 2 en temps et en espace.

2.6.2 Initialisation du schéma

Pour démarrer le schéma numérique du probléme discrétisé (2.17), on a
besoin de (u));-1..n et (u});j=1..n. Donc on doit approcher u (0,z;) = lo (;)
et u (At, 353) Pour le premier instant, on prend simplement

u) = lo(jh) (2.19)

u
Pour approcher u (At, z;) et avoir I'approximation d’ordre 2 en temps de ETe
on utilise le développement de Taylor ci-dessous

At 9*u

ou
u (At,l’j) =u (Oaxj) + Ata (07xj) + - 92 at2

(0,z;) + O (At?)

0%u 0%u

en utilisant ’équation el 0,z;) = 92 (0,2;) —u(0,2;), on a

ou At? [ 0%u 3
u (At ;) = u(0, xj)+At8t 0,z )+Tt (@ (O,xj)—u(O,xj)) + 0 (A)

ce qui conduit a 'approximation, avec 3 = o® = At?/h?

L0 A (i) P At
uj = uj + tl(j)+2(]+1 2u) 4 uj )_Tuj (2.20)

14



Remarque. Pour le probléme avec la condition d’impédance, on utilise

0%u u(0,2h) — 2u(0, h) + u(0,0

3_532(0’0) _ 20,2h) 152 ) +u(0,0) +0(h?)

0*u w(0,1 —2h) —2u(0,1 — h) +u(0,1)

52 0 1) = 73 +0(h?)

doncon prendenz=0et z =1
At?
At?

Wl = b, At (1) + g (0 s — 20y 1) — Sy

2.6.3 Discrétisation de la condition aux limites
Discrétisation de la condition de Dirichlet homogéne

On prend simplement pour la condition de Dirichlet homogéne (2.2)
uy =un =0 (2.21)

Discrétisation de la condition d’impédance

On utilise "approximation centrée d’ordre 2 en temps pour approcher

6u

Ju u(t"+ At xj) —u (t" — At, z;) 9
— (", z; At
ot (t2) = 2At +0 (AF)
et I'approximation centrée d’ordre 2 en espace pour approcher 8_Z (t", ;)
ou , . u(t",xj+h) —u(t",z; — h)
%(t ,.Z'j)z J oh J +O(h2)
\ , . Pu o D
En x = 0, on a d’aprés la forumule de Taylor et I’équation — — — +u =10
ot?  0x?
0 t", h) —u(t",0

h&*u

h 2 02
u(t", h) —u(t",0) h
2

. - —+u> ".0)+ 0 ()

ot?
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et on a d’aprés (2.3), avec a = At/h

n+1 n—1 n n n+1 n n—1
Uy — Uy ul —ug  h fuy = 2uf + ug

oAt \ 2 Af2 +u°>)
(a+z)ug™ =2z0°u} + 2 (2 — 20 — A?) ug + (o — 2) uf "

Donc en x = 0, on prend le schéma
up™ = (2z0u} + 2 (2 - 207 — AP)ug + (0 —2)uf ) [ (a+2)  (2.22)
et en x = 1, on prend le schéma

uy = (2zafuy_y +2 (2207 = AP ) uy + (@ = 2)uy ) /(a+z) (223)

2.7 Consistance du schéma

On se donne u réguliére une solution du probléme linéaire (2.1). On note
par u; = u (t",z;), et on définit 'erreur de troncature

n+1 n—1
o — u; QAut2+u Ujy 2}?2 +uj 1+ﬂ? (2.24)
Définition 2.12. On dit que le schéma est consistant si [’erreur de troncature
tend vers 0 (¢} — 0) lorsque At et h tendend vers 0.
Le schéma est consistant a ['ordre m en temps et k en espace si ['erreur de
troncature est d’ordre m en temps et k en espace, cad €; = O (Atm + hk),
lorsque At et h tendent vers 0.

Proposition 2.13. Le schéma (2.18) est consistant a Uordre 2 en temps et
en espace, €F = O (At* + h?).

Preuve. Si u est réguliére, on peut faire des développements de Taylor

n+1 2u 4 U a2u
> At2 — e (t", x;) + O (At?)
U —2u+ua u o
+1 h2] j—1 - (") + 0 (h2)
d’ou
Pu Pu .
6? 8152 (t ) j) w(f ,ZL‘j)—FU(f 7xj)+O(At2+h2)
= Ku+ O (At* + h?)
u vérifie Ku = 0, donc on en déduit que €} = O (AL + h2). o
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2.8 Condition de stablilité

2.8.1 Analyse de stabilité par la méthode de Fourier

On présente une premiére analyse de stabilité valable pour les domaines
non bornés ou pour les solutions périodiques. Soient, v’ = a,e*i et u’;_l =
bne@i. Soit @ = kh/2, on a d’aprés le schéma (2.18)

ant1 \ _ (2 —40 sin?f — A2 —1 an,
_ (2—4Bsin*0 — A? -1
e :

Le polynéme caractéristique de A,

) , matrice d’amplification

p? — (2—4ﬂsin29—At2)p+ 1=0

A = (1-28sin®0 — At2/2)° — 1
o Si A’ > 0, donc il existe 2 racines distinctes py, py telles ques pips = 1,
c’est-a~dire [p1| > 1 ou |py| > 1, donc le schéma est instable dans ce cas.
0Si A’ <0, on a, 28sin?6 <2 — At?/2, donc 8 < 1 — At?/4.
On a 2 racines complexes pq, p2 telles ques,

I = |papa] = 2 (1 = 28sin6 — A2/2)* —1< 1= [p| < 1.

Donc le schéma (2.18) est stable sous la condition CFL, |a < (1 — At?/4)1/2

2.8.2 Analyse de stabilité par la méthode d’énergie

[’énergie discréte du systéme discrétisé (2.17) est définit par

h N U U

En+1/2 _ j j
h 2 le At 2.25)
= 2.25

N
h —u' 42U — U
n+1 Jj+1 J j—1 n
+§ Zuj ( h2 + uj)

Si le probléme discrétisé (2.17) est posé avec la condition de Dirichlet ho-

mogene (2.21), on a la conservation d’énergie E,T:H/z = E;:_l/z et I’énergie
discréte (2.25) devient simplement
n+1 n 2
nti2  L|u — uy 1, ., . 1 N n
L, ) hT + §(uha “hH) + E(Auhauhﬂ) (2.26)
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ot A est la matrice tridiagonale

2 -1 0 0
-1 2 -1
1 0
A=—
2| - 0
: . . |
0 -« -~ 0 =1 2

On cherche la condition suffisante pour que E;ZH/ ? 5o0it positive.
On sait que

1
n+1 n+1 n
— (up ™ 4w, uptt g
2 n+1 n+1 n
At ( —up up — uh)

(uhs ui™)

4 At At
et 1
(Auh, n+1) = 3 (A( n+1 +“h) n+1 +Uh)
At2 P wptt —ul uptt —
4 At 7 At
Donc on a
n+1/2 _ 1 1 AtQ AtQ || H UZ—H — UZ :
2 At
1 n+1 nl|2
+§ (1+ HA|| Hu uhH
La condition suffisante pour que E”H/2 >0,
At2 At?
A< - 22 (2.27)
4
La norme matricielle de A
LN

(Auj, upy) =73 <2‘uj‘ — 2ujul_ 1>h

7j=1

4 n 4 n
N e A

J=1

=

On en déduit que ||A|| < 4/h?, et on trouve finalement la condition de stabi-
lite CFL d’aprés (2.27), |a = At/h < (1 — At?/4)1/?

18



Proposition 2.14. Sous la condition CFL, a < (1 — At?/4)Y2, la solution
up = (uf)j=1..5 du probleme discrétisé (2.17) avec la condition de Dirichlet
homogéne (2.21) est majorée par

1/2
gl < [[ud]| + CaT (E;/Q) .

ou C, est une constante qui dépend de .

Preuve. Si le probléme (2.17) est posé avec la condition de Dirichlet homo-
géne (2.21), on en déduit que

1 wrtt —
—(1—a?—At?/4) || —=-n
s (1—a /4) At

on prend C, = (2/ (1 — a® — At?/4))/2) on a
it ) < Con (£7)"
h hll = Ca h

2
< E;H/z _ E:L/z

On a donc . o
il < fle ™1+ fls ="
< ||up™t|| + Caart (E2/2>
< | + Canart (%)
. 0 1/2 1/2
Dot [luf| < [l + CuT (E}/*) 0

Estimation d’énergie pour le schéma avec le terme source

Proposition 2.15. Soit uj = (u;-‘)jzl_,N la solution du probléme

n+l _ n n—1 n o _ n n
uh 2uj + uj uiig 2uj +uj_y

J n__ .n
Af2 - 72 Tu; = 9;
u?, ut (2.28)
30
ug, uy =0

Alors sous la condition CFL, a < (1 — At?/4)Y2, et avec
Co=(2/(1—a®— At?/4)Y2 on a

/ / -
<E2+1/2>1 2 - (E}IL/2>1 2 + %Atz | gr]]-
h—1
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ut —2ul ut  — 2u” 4 u”
Preuve. On multiplie 4 At2 — I+ h; =l ul =gt
par (u] nH ?_1)h et on fait la somme pour j =1---N, on a

EZ+1/2 . E}:L—l/2 o % (g}”uz-i-l uz 1)

< 5 Mgl (™ = wif] + k= ™[]

et d’aprés la proposition précédente, on sait que

gt — < Con (2572) "

N HunJrl qu + HUZ —up 1H < CLAL ((En+1/2>1/2 N <EZ1/2>1/2>

On a donc 12 2 o
(272) " = (B2) 7 < 2 atlel

Do, <E2+1/2>1/2 < ( 1/2> _AtZthH 0

2.9 Convergence du schéma

Soient u une solution(supposée reguliére) du probléme linéaire (2.1) avec
la condition de Dirichlet homogene (2.2) et uj = (u});=1..x une solution du
probléme discrétisé (2.17)-(2.21). On note up = (u});=1..n une fonction de
L? définie a partir des valeurs de u aux noeuds (¢, z;), uj = u(t", x;), et
vérifie (2.24). Soit e} = ] — uj I'erreur de convergence, et vérifie

n+l o _n n—1 no __9,n n
€ 2ej +e; iy —2ef tefy

A2 - 12 te=¢
0_ =0 0
eji = 7_le ] (2.29)
eg =en =20

Proposition 2.16. Sous la condition CFL, a < (1 — At?/4)'/? et avec C, =
(2/ (1 — a® — At2/4))Y2, on a la majoration de l'énergie discréte de (2.29)

(EZH/Q)W < (Elll/2>1/2 L %T.O(AtQ)
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Preuve. On a d’aprés la proposition 2.15 avec C,, = (2/ (1 — a® — At?/4))1/?

()" < ()" 4 Conry |
k=1

< (E}/Z)I/Q + o nrno (A? 4 h?)

1/2
< (B?) "+ S atnoar)

1/2 1/2
Do, (B77) 7 < (B) 7+ %T.O(Atz) O
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Chapitre 3

Etude du probléme non linéaire

On étudie le probléme non linéaire(0 < e < 1) associé¢ a I'équation de
Klein-Gordon dans ©Q = [0,7] x [0,1] avec les conditions initiales trés ré-
guliéres Iy (x),l; (z) et vérifiant toutes les conditions de compatibilité aux
coins. On s’intéresse le probléme non linéaire avec la condition de Dirichlet
homogéne

Kut + e (u)* =0 NV (t,x) e
u (0,2) =l (x) Vo € [0,1]
€ 3.1
M om)=ti(x)  Veelo] 3
u (t,0) =u(t,1) =0 ,Vt€[0,T]
et celui avec la condition d’'impédance(0 < z < 1)
((Kuf +e(u)’ =0 NV (tx) e Q
u (0,z) =l (x) Vo € [0,1]
Z;; (0,2) =1, (z) Vo € [0,1] 5.9
aﬁit (t,0) = +z§% (,0) ¥t e[0,T]
uS u®
. E (ta 1) =—z O (tv 1) ,Vt € [OvT]

On admet Pexistence de solution u (¢, ) € C* (Q,R)
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3.1 Discrétisation totale par un schéma aux dif-
férences finies

3.1.1 Schéma explicite centré sans conditions aux li-
mites

Pour résoudre numériquement le probléme non linéaire (3.1) ou (3.2),
on utilise un schéma explicite sans condition aux limites ci-dessous, avec

8=a?=Al2/K

utt = Bl 4 (2 - 20— AP) uf + Bu_y —uf Tt — AP (1)) (3.3)

3.1.2 Initialisation du schéma

Pour démarrer le schéma, on prend

J
oy B At? (3.4)
Remarque. Pour le probléme avec la condition d’impédance, on prend en
r=0etx=1
J— Boo_ o0 0y A_tz 0 0\3
uy = uy + Atly(0) + i (ud — 2uf + ug) 5 (ug + €(ug)?)
2

t
(U2 = 2uy 4+ uy) = = (Ul + e(uy)?)

uy = uy + Atly (1) + b 5

2

3.1.3 Discrétisation de la condition aux limites
Discrétisation de la condition de Dirichlet

On prend le méme schéma comme le cas linéaire.

Discrétisation de la condition d’impédance
En x = 0, on prend le schéma

up ™t = (22a2u’f +2(2 = 2a% — At?)up

(3.5)
+(a—2)ud ™ — zeAtZ(u8)3>/ (o + 2)
En x =1, on prend le schéma
utt = (22a2u” L+ 2(2 =20 — At?)uR
N N-1 N (3.6)

+(a—2)ut — zeAtQ(u”N)‘g)/ (a+2)
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3.2 Comportement de la solution non linéaire

On définit I’énergie du systéme non linéaire (3.1) ou (3.2) par

£ [u] (1) = %/01 ((%f)g + (%f)z P (W) de, V>0 (3.7)

et on pose

1! ) 1 €
Eo =& ) (0) = 5 / (1 + ) +18) do = 5 (ol + Iall32 + 5 Mol 2

Proposition 3.1. Soient & ’énergie du systéme non linéaire avec la condi-
tion de Dirichlet homogéne (3.1) et E 'énergie du systéme non linéaire avec
la condition d’impédance (3.2). Alors ¥Vt >0, on a

51 [Ue] (t) == 50 et 82 [UE] (t) S g()
Preuve. La démonstration est identique a celle de la proposition 2.1. O

Théoréme 3.2. Soient u® (t,z) la solution du probléme non linéaire avec
la condition de Dirichlet homogéne (3.1), et u(t,x) la solution du probléme
linéaire (2.1) avec la condition de Dirichlet homogéne (2.2). Alors Vt >0, il

existe une constante C telle que | E [u — u] (t) < Ce*t?

Lemme 3.3. Si F (t,z) € Ly ((0,T),L2(0,1)), et si v (t,x) est la solution
du probléeme

Kv=F V(t,x) e

v(0,z) =0 Vo e [0
%(O,x}zo Vr e [0

1
) (3.8)
v(t,0)=v(t,1)=0 ,Vte[0,T]

0<t<T

1
Alors Ev] (t) <2 (max / Fde) t2, vt € [0, T).
0
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Preuve du Lemme. On a d’aprés (3.8)
' ov ' ov

d C.s L/ ov\?
- < i
dt(E[v](t)) < 2</0 (&) da:)

1 1/2
Soit D = (max/ F2dx>

0<t<T J,
d Lrov\? 2
1/2

E(E [v] () <2D (/0 (E) d:c) < 2D (2E [v] (t))"

/t d(E [v] (s)) _ D\/ﬁ/tds
0 2(E](s)?* ~ 0
(E[v] ())* < (E)* + Div/2 = DtV2, car Ey =0

1/2

1 1/2
(/ F2dx>
0

= FE [v] (t) < 2D?*?, d’ou le résultat annoncé. O

Preuve du théoréme. Soit v (t,z) = uc (t,z) —u (t,z), ot u est la solution
du probléme linéaire (2.1) avec la condition de Dirichlet homogéne (2.2) et
u® est la solution du probléme non linéaire avec la condition de Dirichlet
homogeéne (3.1). On a,

Kv = —e (uf)® V(t,x) e Q
v(0,2) =0 Vo e 0,1
ov

a((),:c)zo V€ [0,1
v(t,0)=v(t,1)=0 ,Vte[0,T

1 2
6 €
D’aprés la proposition 3.1, on a & [uf] (t) = O (1). Donc / (au ) dx est
0 T

bornée Vt > 0. Comme u (t,0) = 0, on a d’aprés I'inégalité de Poincaré,
|u]|. = O (1). On applique le lemme 3.3 avec C' = 2 ||u‘||®,,
donc on a Vt > 0, E [uf — u] (t) < Ce*t? O

3.3 Développement simple d’'un mode propre

On cherche la solution approchée du probléme non linéaire avec la condi-
tion de Dirichlet homogéne (3.1) en utilisant le développement asymtotique.
Soit unarr (t, ) une solution approchée de (3.1) telle que

unarr (6, ) = uo (t,z) + euy (t,2) + O (€%) (3.9)
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ol ug (t,x) est une solution particulére du probléme linéaire (2.1) avec la
condition de Dirichlet homogéne (2.2) et avec la condition initiale (2.6). On
remplace (3.9) dans (3.1)

Kug+ e (Kui +ui) + O (¢8) =0 (3.10)

On résoud pour € =0

KUOZO ,V(t,.T)EQ
up (0,2) = o () V€ [0,1]
0 3.11
%(o,x) — ) (2) Wz € [0,1] (3.11)
Up (t,O) = Ug (t, 1) =0 ,\V/t S [O,T]

ou ly, [y vérifient la condition initiale (2.6).

et pour € # 0
Ku; = —u} Y (t,z) € Q
uy (0,2) =0 Vo € [0,1]
0 3.12
S (0,2) =0 Yz €[0,1] (312)
Uq (t,O) = U1 (t,].) =0 ,\V/t S [ ,T]

La solution analytique du probléme (3.11) est donnée par (2.4)

ug (t,x) = asin (knz) cos (Wt + @), w? =1+ k*7x* k € Z.
en utilisant 1’égalité de trigonométrie
S0 — 3sin 6 4— sin 360
3 3 cosf + cos 36 (3.13)
cos” 0 =
4
on a d’apreés (3.12)
3a® . .
Kuy = —— (3 sin (kmz) cos (wt + ¢) + sin (kmz) cos (3 (wt + @) )>

136
?6 (3 sin (3kmz) cos (wt + @) + sin (3kmz) cos (3 (wt + ¢) ))
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Donc la solution analytique de (3.12) s’écrit

“+o00

uy (t,x) = Z ay sin (Imz) cos (wit + @)
I=1
9at
—3;— sin (krz) sin (wt + @)
w

—1—3—(13 sin (kra) cos (3 (wt + ¢) ) (3.14)

+—————sin (3k7x) cos (wt +
3

a’ .
— 133 50 (3kmx) cos (3 (wt + ) )

avec la condition initiale u;(0,2) = 0 et dyu;(0,2) =0, on a
pour | =k, wp = w =1+ k?x2

ay cos @y + 3a® cos 3p/128w?* = 0
. 3 . 3 . 2 (3-15)
—way sin g — 9a” sin /32w — Ywa® sin 3¢ /128w* = 0
pour | = 3k, ws, = 1 + (3k)*n?
asy, cos psi + 3a3 cos p/128k*1% — a® cos 3p /128 = 0
. 3 . 2 2 3 . (3- 16)
—wsgagk SIN Y3, — 3a°wsin p/128k*m* — 3wa’ sin 3p/128 = 0
pour [ # k, 3k
ajcos ;=0
{ —wyaysin p; = 0 (3.17)

On en déduit d’aprés (3.17) que a; = 0, VI # k, 3k.
On trouve finalement la solution approchée du probléme non linéaire (3.1)
avec la condition initiale (2.6)
unarr (t,x) = asin (krz) cos (wt + @)
+e (ak sin (kmz) cos (wit + @)
+agy, sin (3kmx) cos (wsrt + @ar)

—%;Sin'(kﬁ$) sin (wt + @) 1s)
+W§§5 sin (kra) cos (3 (wt + ¢) ) .
+W sin (3k7z) cos (wt + @)

+£7?é2s)in (3kmx) cos (3 (wt + ) ))

ot (ag, pr) et (asg, psx) vérifient la relation (3.15) et (3.16).
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Lemme 3.4. Soient G (t,z,7), une famille de fonctions réguliéres par ra-
port & (t,x,r €). Et soit v (t,x), la solution du probleme

Kre = eG, (t,z,r°) Y (t,x) €
(0,1ﬂ> 0 \ﬂr € [ s 1]
‘ 1
887; (0,2) =0 Vo e 0,1] (3.19)
r<(t,0) =r<(t,1) =0 ,Vt€[0,T]
Alors ¥t € [0,T], E[r] (t) < ——2——20+2D)
Y 2(1+2L) ’
1
oﬂD:D(T):max/ 2 (t,r,0)dz,
0<t<T 0
et L=L(T)= sup 0Ge (t,z,7)
rj<Mo<e<t | OF

0<z<1,0<t<T

1
Preuve. Soient D = D (T') = max / G? (t,,0) dz,
0

0<t<T
oG,

et L=L(T)=  sup — (t,z,r)|.
r|<Mo<e<t | OF

0<z<1,0<t<T
On a d’aprés le théoréme des accroissements finis

|G, (t,z,79)| < |G (t,2,0)| + L|re|.

Le systéme (3.19) devient

E(E[re]()) 2/18 EdZL'—QE/ G (t,x,r)dx
dt B ot 1
%(E / e G (t,x,r")dx §26/0 8?7; AGe (8,2, 79)| da
d 1 e
—(F <2 — 2el e
dt( rl(t)) < 6/0 at‘ |G (t,2,0)| dx + 2¢ / o 7| dx
on a en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz
1/2
d o Lrore\?
— € < D
dt(E[r](t)) < 2¢VD (/0 <8t> d:c)
1/2 1/2

L rore\ 2
+2elL </0 ( BT ) dx)
< 2eV'DA/2E [r€] (t) 4 4¢L.E [r<] (t)

28



en utilisant I'inégalité de Young(a® + b* > 2ab), on a

S (B1(1) < eD+2¢(1+2L) B[ (1)
dt
et on applique le lemme de Gronwall (F [r€] (0) = 0)

(62(1+2L)et . 1) < D 62(1-1—2L)5t

) D
Elr]®) < = 92(1+2L)

= 2(1+2L)
0

Théoréme 3.5. Soient uc (t,z) la solution du probléme non linéaire avec
la condition de Dirichlet homogéne (3.1), unarr (t,z) une solution approché
de (3.1) vérifiée (3.9). Alors ¥Vt € [0,T), il existe une constante Cr, dépend

de T fizé, telle que | E [u¢ — unarr] (t) < e*Cr

Preuve du théoréme. Soit v = u¢ — unarp = €27°.

U = ug + euy + €4r¢

Kuf + € (u)® = K (ug + euy + ) + € (ug + euy + €2r)* = 0
Kug + € (Kuy + ud) + &(Kre + 3uuy + G, (t,2,7)) =0

ou
Ge(t,z,r%) = 3 (upud + udre) + e (ud + 6uguire) +
3€2 (U2 + upre) 7 + uy (r)” + €t (r9)°
Pour e =0
( KUQZO ,‘v’(t,x)EQ
up (0,z) = o () Vo € [0,1]
0 3.20
% (0,2) =1y (z) Wz € [0,1] (3:20)
\ Uo(t,()):lto(t,l)zo ,‘v’tE[O,T]
Pour € # 0
(( Ku; = —u Y (t,x) € Q
uy (0,2) =0 Vo €0, 1]
0 3.21
itl(o,x)zo Yz € [0,1] (3:21)
\ ul(t,()):ul(t,l):() ,\V/tE[O,T]
Kre = —3udu; — €G, (t,z,7%) Y (t,z) € Q
r(0,z) =0 V€ [0,1]
€ 3.22
87; (0,2) =0 vz € [0,1] (322)
r€(t,0) =r<(t,0) =0 Yt € (0,17
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Soit 7 = r{ 4 r§ tel que

Kr§ = —3udu, WV (t,x) € Q
r$(0,2) =0 Vo € [0, 1]
or 3.23
7;1 (0,2) =0 V€ [0,1] (3:23)
r$(t,0) =7r{(t,1)=0 ,Vte€[0,T]
Krs = —€eG. (t,x,r{+715) ,V(t,x) € Q
rs (0,z) =0 Vo € [0,1]
¢ 3.24
87;2 (0,2) =0 vz € [0,1] (3:24)
rs(t,0) =7r5(t,1) =0 Yt € [0,T]

On sait que la solution wg (t,z) de (3.20) est bornée pour tout ¢ > 0. La

solution wy (t,z) de (3.21) est bornee vVt € [0,T] pour T fixé(daprés le

lemme 3.3). On en déduit ensuite que la solution r§ (£, x) de (3.23) est aussi
1

bornée Vit € [0, T]. Pour T fixé, D = D (T) = Olzltez}%/ G? (t,r,0)dx < +oo,
<t<T' Jo
0G.

et L=L(T)=  sup B
”

|r|<M,0<e<1
0<z<1,0<t<T

(t,z,7)| < +00. Donc avec une constante

D sasoner
2(1+2L)
D’ou E[re] (t) < Cr.

T = < 400, on a d’aprés le lemme 3.4, E[r§] (t) < Cr.

0 ore
v=¢er-= Kv=eKre eta—ZZGQaZ

1
2/ @dex*% / ort ‘dx
do ot o Ot

(BRI =2 (B o)

/d@mwnzé/m@www)

ds ds
EWHﬂ—EMm%w%EWHw—EWHm)
B[] (0) = B[] (0) =0 = E[t] (1) = B[] (1)

)
Donc Vt € [0,T], E [u¢ — uyarr| (t) < €'Cr. O

3.4 Développement avec une phase

On cherche une approximation de u¢ sur des intervalles de temps en 1/e.
Soit ug (t, ) une solution approchée du probléme non linéaire avec la condi-
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tion de Dirichlet homogéne (3.1) telle que
ug (t, ) = ug, (t, ) + euy (t,x) + O () (3.25)

ou
Ug, (t,2) = asin (kmz) cos (wet + ¢)
we = wp + ewy + O (€2) (3.26)
wi=1+kr kel

On remplace (3.25) dans (3.1)

Kug + eu) = Kug, + eKuy + € (ug, + eup + O ()’ +0(e2)=0
(—wf + 1+ E*7%) ug, + € (Kuy — 2wowitg, + uj) =0
e (Kuy — 2wowiug, +ud)) =0, car wi =1+ k*r’

On résoud pour € # 0

Kuy = 2wowiug, —ul, vV (t, 1) € Q
uy (0,2) =0 Vo € [0,
0

%(O,x):() Vo e

1
3.27
1 (3.27)
ul(t,O):ul(t,l):O ,VtE[O,T

)

]
]
]

En utilisant la relation (3.13), on a

9 2
2w Ugy — U = (2w0w1 — 1—%) asin (kmx) cos (wet + @)
3a® .
T (kmz) cos (3 (wet + ) )
5

3
_|_i sin (3kmz) cos (wet + )
136

+il_6 sin (3kmx) cos (3 (wet + ¢) )

avec |w; = 9a%/32wy |, on trouve que

+oo

uy (t,z) = Z a; sin (Imx) cos (wit + @)
=1
+ 30 in (kmzx) cos (3wt + )
sin (kmz) cos (3w,
16(8f + L8ewouwn) i .
3a .
in (3k et
+16(8k27r2 o)) sin (3kmx) cos (wet + @)
3

a

16(8 + 18ewowr )
+0 (€?)

sin (3k7z) cos (3 (wet + )
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et avec la condition initiale u;(0,2) = 0 et Jyuy(0,2) =0, on a
pour [ =k, wp = wy

3a? cos 3p
16(8wd + 18ewow1)
w.a® sin 3¢ B
16(8w? + 18ewpw;)

=0

ax Cos Yy +

—woay sin @y, —

pour | = 3k, ws, = 1+ (3k)?*n?

N 3a3 cos ¢ a? cos 3¢ 0

asy COS — =

3k COSP3E T 16(8k212 — 2ewpwn)  16(8 + 18ewpwn)
3wea® sin ¢ 3wea sin 3

—Ws3k Az, SN P3), — 1

pour [ # k, 3k
ajcosp; =0
—wia;sin p; = 0

On en déduit d’aprés (3.31) que a; = 0, VI # k, 3k.

6(8/{}27'{'2 — 26&)0&)1) + 16(8 + 186&)0&)1) B

(3.29)

(3.30)

(3.31)

On trouve finalement la solution approchée du probléme non linéaire (3.1)

avec la condition initiale (2.6)

ug (t,x) = asin (krx) cos (wet + @)
+e (ak sin (kmx) cos (wit + @x)
+asy sin (3k7x) cos (wart + p3k)
3a®
+ 2
16(8wg + 18ewowr )
3a®
+
16(8k27m2 — 2ewpwr )
pE:
~ 16(8 4 18ewowr)
+0 (%)

sin (3kmx) cos (wet + @)

ol (ag, pr) et (asg, psx) vérifient la relation (3.29) et (3.30).

sin (kmx) cos (3 (wet + ¢))

sin (3k7x) cos (3 (wet + 90)))

(3.32)

Théoréme 3.6. Soient u (t, ) la solution du probléme non linéaire avec la
condition de Dirichlet homogéne (3.1) et uy, (t,x) vérifiée la relation (3.26).
Alors il existe une constante v > 0 et C, > 0 telle que ¥Vt € [0,v/€],

Bl —ug| (1) < &0,
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Lemme 3.7. Soient H, (t,x,r%), une famille de fonctions trés réquliéres par

rapport a (t,x,r €) telle que H = sup |H (t,z,7)] < +00.
|r|<M,e€[0,1]
z€[0,1],t€[0,7/€]

Soit v (t,x), la solution du probléme

Kr¢=¢€H(t,z,r°) Y (t,x) € [0,7/€] x [0,1]

r(0,2) =0 V€ [0,1]
%(0 ) =0 Vr € [0,1]
8t ,.’L’ - ) z )

re(t,0) =7r<(t,0) =0 ,Vte[0,7/€
Alors Yt € [0,7/¢€], il existe une constante C., telle que, E [r€] (t) < C,.
Preuve du Lemme. Soit H = sup |H, (t,x,7)|, on a
Ir|<M.e€[0,1]
z€[0,1],t€[0,v/€]

Kre<eH

d . Lore  cs L ore 2
%(E[r](t))SQEH/O 8td:v < 2¢H (/0 atd:(:)
pr (E[r](t)) < 2eH~\/2E [r] ()

t d(E [7€] () ) t
/0 T[re](s)ds < \/§6H/0 ds

VE[r] () — E[r](0) < V2Het
= E[rq](t) < 2H?(et)?, (car E[r](0) = 0).
Cette inégalité est vraie tant que |r| < M = E[r] (t) < §°M?.

V2H

Preuve du théoréme. Soient v = u° — uy, = er. On a

Donc il existe v = tel que Vt € [0,7/¢], E[rq] (t) < 2H?y* O

ut = Uy, + €re
Kut +¢€ (uﬁ)?’ = K (ug, + €r) + € (ugp, + €T€)3 =0
(—wg + 1+ k> 7?) ug, + € (K7° — 2wowiug, + uj, +€H) =0

ou
H (t,z,r) = —w%uio + 3u3,07‘6 + 3eug, (re)2 + ¢ (7“6)3
Pour € # 0 et avec la relation de dispersion (w? = 1+ k?7?), on a

K1 = 2wowiug, — uj, — el YV (t,z) €[0,7/€e] x [0,1]

r<(0,z) =0 Vo € [0, 1]

e 3.33
%—Tt(o,x):o Wz € [0,1] (3:33)
re(t,0) =r<(t,0) =0 Yt € 10,7/
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Soit 7 = r{ 4 r§ tel que

Kr{ = 2wowiug, — “i ,\v’(t,l‘) € [077/6] X [0’ 1]

0

r$(0,2) =0 Yz € [0,1]
or{ 3.34
St (0,2) =0 V€ [0, 1] (3.34)
r{(t,0) =7{(t,0) =0 ,Vt e [0,/
Kr§ = —eH (t,z,r{+7ry) VY (t,x) €[0,7/¢ x [0,1]
rs (0,2) =0 Vo €0, 1]
3L 3.35
2 (0,) =0 V€ [0,1] (3.35)
rs(t,0) =7r5(t,0) =0 ,Vt € [0,7v/€
La solution ¢ de (3.34) est bornée Vt > 0, d’aprés (3.28).
H = sup |H, (t,z,7)] < 400 est bien défini V¢ € [0,~/¢]. Donc
Ir|<M,e€(0,1]

z€[0,1],t€[0,v/€]
d’aprés le lemme 3.7, il existe une consante v > 0 et C, = 2H?4? telle
que Ers] (t) < C,, dou Ere] (t) < C,.

0 ore
U:€7“€=>KU:€K7“€et—U:€ 4
16 188} 8t
2 —Ude:v:262/ 4 Krédx
o Ot 0 Ot

(B ®) = (2r0m)
/t AENE) / a1 (s) )
0 ds 0 ds
B[] (t) - B[] (0) = (B[ () — B[] (0) )
E](0)=E[r]0)=0= E|(t) =EE[r(t).
Donc on a Vt € [0,7/€], E[u® — ug,] (t) < €2C.,. O

Théoréme 3.8. Soient uc (t,z) la solution du probléme non linéaire avec
la condition de Dirichlet homogéne (3.1) et uy (t,x) une solution approchée
de (3.1) vérifiée (3.25). Alors il existe une constante v > 0 et C, > 0 telle

que Vt € [0,7/€], | E [u° — uy] (t) < €'C,

Preuve du théoréme. Soit v = u — uy = €r°. On a

Ut = ug, + euy + €re

Kut + € (1) = K (ug, + €ty + €21) + € (ug, + €uy + €2r¢)°

=0
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(—wi + 1+ k27 ug, e (Ku1 - 2w0w1u¢0 + u¢0)
+6* (Kre — wiug, + 3u¢0u1 +eH) =0

ou
H(t,z,7¢) = 3 (u,bouf + uiore) + € (ud + 6ugyuire) +
3€ (U2 + ug,r®) re + 3uy (7‘5)2 + € (7’6)3

On a pour € # 0 et avec la relation de dispersion (w? = 1+ k*7?)

Kuy = 2wowittg, — uly, + € (wiug, — 3uju1) VY (t,z) € [0,7/€] x [0,1]

up (0,2) =0 Vo € [0,1]
ltl(o,x):o Wz € [0,1]
up (¢,0) =wuy (¢,1) =0 ,Vt € [0,v/¢]
(3.36)
Kr¢ = —€H, YV (t,x) € [0,7/€] x [0,1]
“(0,2) =0 Vo € [0,1]
7; (0,2) =0 V€ [0,1] (3:37)

re(t,0) =r<(t,0) =0 ,Vt € [0,7/€

D’aprés le théoréme 3.6, il existe une constante v > 0 telle que la solution u;

de (3.36) est bornée Vt € [0,~/¢]. On sait que H = sup |H (t,z,7)| <
|r|<M,e€(0,1]
z€[0,1],t€[0,v/€]

+00 est bien défini V¢ € [0,v/€]. Donc d’aprés le lemme 3.7, il existe une
consante C, = 2H?~? telle que E [r] (t) < C.,.

ov ore
v=¢er-= Kv=eKre et—: 2 5

/—deq:—Qe/ T ‘dx
dt( mu))—eﬁ( "))

[ AE6G) [ (£ )

ds ds
Ef] (1) = B[] (0) = (B[] (1) — B[] (0) )
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3.5 Développement double échelle

Soient Ty =t, T} = et, Xo = x. Et soit u(t,z) = U(Ty, T, Xo;€), on a

*u¢  0°U o*U 5
32752 = 82T02 +2€3T03T1 + O(€%)
o0“u¢ . 0 UO 2
oz~ axz O

Si ué(t,z) = Uy(Ty, Th, Xo) + €Ur(Ty, Th, Xo) + O(€?*) une solution appro-
chée du probléme non linéaire (3.1) avec la condition initiale d’une fonction
propre (2.6), alors on a

2

0"Uy 3 2
K K 2 -
Uo+e< Uy + 8T08T1+U0)+O(6> 0

On résoud pour € =0

KUO == 0
[8]0(0, Tl, Xo) = A(Tl) SiIl(k}T('XQ) COS((b(Tl)) (338)
00 0.1, Xo) = —wA(T}) sin(kn Xo) sin(6(T3))
0
et pour € # 0
02U,
KU, = -2 - U3
v onor
U1(0,71,X0) =0 (3.39)
oU, B
a_%(07 T17 XO) =0

La solution de (3.38) s’écrit
Uo(To, T1, Xo) = A(T}) sin(kmXy) cos (wTp + ¢(T1))
Le (3.39) devient
KU, = 2wA(Th) sin(kn Xo) sin (wTo + ¢(T1))

+( 20A(TY) P (T1) — 9A3<T1)) sin(kwXy) cos (WTp + ¢(T1))

16
_34%(n) sin(kmXo) cos (3 (wTy + ¢(11)))

34%(r)

_16
A3(Ty)

sin(3km Xy) cos (wTy + ¢(T1))

+

sin(3km Xy) cos (3 (wTp + ¢(11)))
(3.40)
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On élimine le terme résonant dans U; en prenant A(T}) et ¢(T}) tels ques

A(Ty) =0
{ A(Th)¢'(Ty) = 94%(T1) /16 (3.41)

Le (3.41) donne

A(T)) = a : une constante(supposée non nulle).

9A2? 9a?
o(Th) = 32—le + @ = 32%6% + ¢, ( : une constante.

et on trouve la solution particuliére de (3.40), avec |w; = 9a?/32w

3a®

16(8w? + 18ewwy )
3a®

+16(8k27r2 — 2ewwr)

3
a .
68 7 18ey) Bk X0) cos (3((w + ) To + )

Uy (Th, Ty, Xo) = sin(kmXy) cos (3 (w + ewr) To + ¢))

sin(3kmXo) cos ((w + ewr) To + @)

Donc on trouve que la solution du probléme non linéaire avec la condition de
Dirichlet homogéne (3.1) donnée par le développement double échelle est la
méme que celle donnée par le développement avec une phase.
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Chapitre 4

Etude du probléme retourné

On étudie dans ce chapitre le probléme retourné avec la condition aux
limites de Dirichlet non homogéne, du probléme linéaire et non linéaire pré-
sentés dans les chapitres précédents. En réalité, ce probléme est posé dans
V' =[T,2T] x [0,1], mais on travaille techniquement dans Q = [0, 7] x [0, 1].

4.1 Etude du probléme retourné linéaire

Soit u la solution du probléme linéaire (2.1). On étudie le probléme re-
tourné linéaire 'exact’

( Kv. =0 V(t,x) e Q
Ve (0,2) = u (T, ) Vo € [0, 1]
Y (0,0) =~ (1,0) Ve 0,1] (4.)
ot T T o o ’ '
Ve (6,0) =u (T —¢,0) VYt e[0,T]

( e (t, 1) =u (T —t, 1) ,Vte|0,T]

et le probléme retourné linéaire 'sans changement de vitesse’

(( Kv=0 V(t,x) e
v(0,2) =u(T,x) Vel
0 0
5 (0.2) =45 (Ta) Ve eo, (4.2)

1

ot 1
v(t,0)=u(T—1t0) ,Vte|0,T]
0,7]

L v(t, ) =u (T —t1) ,Vtelo,
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4.1.1 Schéma explicite centré sans conditions aux li-
mites

Pour résoudre numériquement le probléme retourné linéaire (4.1) ou (4.2),
on utilise un schéma explicite sans condition aux limites ci-dessous, avec

8 =a? = At2/R?

ot = polt + (226 — AP) o) + Buf — o (4.3)

Jj—1 J

4.1.2 Initialisation du schéma

Pour approcher v(0, z;), on prend simplement avec L = T'/At

0 L
. L v
Pour approcher v(At, x;) et avoir 'approximation d’ordre 2 en temps de i

on utilise des développements de Taylor ci-dessous

At? 0%
A?)
y - t(O:z:)+O( t)

ou At? 0%y
U(T—At,x)—T(At,x)—AtE( ,T) + - 82(

v(At, z) = v(0,z) + Ata (0,2) +
T,z) + O(At?)

Pour le probléme retourné linéaire "exact’ (4.1), on prend avec 3 = o

At?
vl = uft - g(uﬁrl —2uf 4k )+ TUJL
6 At2 0 (45)
5( v)q — 200 + 0 1)—72;]-

Pour le probléme retourné linéaire ’sans changement de vitesse’ (4.2), on

prend
3 At?

vj = 2uf—uf_1—|—§( P 2uf +ul )—TU]L
ﬁ At? 0 (46)
+2(j+1—2'l) +U] 1)—71)

4.1.3 Discrétisation de la condition aux limites

En z=0et x =1, on prend avec L =T /At

n_ .. L-—n
{ o =g (4.7)
- YN



4.1.4 Comportement de la solution retourné linéaire

Proposition 4.1. Soient v. la solution du probleme retourné linéaire ’exact’
(4.1) et u la solution du probléeme linéaire (2.1). Alors|v. (T,z) = u (0, z)

Preuve. Soit v (t,z) =u (T —t,x), V(t,x) € Q.

Ko (t,z) = Ku(T —t,z) = Ku(s,z) =0, ¥V (s,2) € Q
%(f),x) =u (Téx), Vz € [0, 1]

E (0737) = _E <T7 QT), Vo € [07 1]

(t,0) = u(T = t,0), Vt € [0,T]

9(t, 1) =u(T —t1), Vt e [0,T]

Donc ¥ est aussi une solution de (4.1), et par I'unicité de la solution, on a
Ve (t,z) =0 (t,x) =u (T —t,z). Dot v, (T,z) = u(0,z). O

Théoréme 4.2. Soient v la solution du probléeme retourné linéaire ’sans

changement de vitesse’ (4.2), et u la solution du probléme linéaire (2.1).
2

Alors /01 (0(T,2) —u (0, 7)) de < 4/01 (%:f (T, x)> da

Théoréme 4.3. De plus si u est la solution du probléme linéaire (2.1) avec

1
la condition d’impédance (2.3), alors / (v (T, z) —u(0,z))* dx =ty
0

Preuve du théoréme 4.2. Soit R(t,x) = v (t,z) — v (t,x), ol v, est la
solution de (4.1) et v est la solution de (4.2). R vérifie
v

KR =0 Y (tz) e
R(0,2)=0 Vo € [0,1]
0 =222y veelo]
R(t,0)=R(t,1)=0 ,Vte[0,T]

Donc I'énergie de R est conservée, et on a

/O 1 (R(T,z))* dz < 2E[R] (T) = 2E[R] (0)

I(U(T,x)—ve(T,x))degél O 1 "
/ [ (Za)

2

Donc on a /01 (v(T,z) —u(0,z))’dz < 4/01 (% (T, x)) dz. O
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Preuve du théoréme 4.3. Si u est la solution du probléme linéaire (2.1)
avec la condition d’impédance (2.3), alors d’aprés le théoréme 2.5

ou 2 T—+4o00
/0 e (T,x)) de” =0

1
On a donc / (v (T,z) —u(0,2))* dz =50, O
0

4.2 Etude du probléme retourné non linéaire

Soit u la solution du probléme non linéaire (3.1) ou (3.2). On étudie le
probléme retourné non linéaire ’exact’

(Kot +e(v)? =0 Y (t,x) € Q
ve(0,2) = u (T, x) ,Vx € [0,1]
N 0.0) =~ 2 (Ta) Va0, (1.8)
U;(tvo): (T—tO) 7Vt€[7T]
(v (t, 1) =u (T —t,1) ,Vtel0,T]
et le probléme retourné non linéaire 'sans changement de vitesse’
( Ku€+e(6)3:0 Y (t,x) €Q
(O x) = u (T, :c) Vo € |0,
8 0
Y (0,7) = + a“ (T,z) ¥z e o, (4.9)

\

4.2.1 Schéma explicite centré sans conditions aux li-
mites

Pour résoudre numériquement le probléme retourné non linéaire (4.8)
u (4.9), on utilise un schéma explicite sans condition aux limites ci-dessous,

avec = a? = At*/h?

n“ = By + (2—-26— At?) vi + B —of n=l_ eAtz(v;‘)g (4.10)

4.2.2 Initialisation du schéma

Pour approcher v(0,z;), on prend le méme schéma comme le probléme
retourné linéaire.
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Pour le probléme retourné non linéaire ’exact’ (4.1), on prend

1 . L-1 é L oL L A_t2 L L\3
vp = Uy 2(Uj+1 uj +uj_1) + B (Uj +€(uj) )
3 AP . . (4.11)
+2(j+1 2U —i—U )_T(Uj +€(Uj>>

Pour le probléme retourné non linéaire 'sans changement de vitesse’ (4.2), on
prend

3 At?
vf = 2ub —ul T+ S(uky = 2uf uk ) — —(u) + e(u))?)
3 2 AtQ 2 (4.12)
+—= 5 ( J—I—l 2U +v ) T(U? + 6(7}?)3)

4.2.3 Discrétisation de la condition aux limites

On prend le méme schéma comme le probléme retourné linéaire.

4.2.4 Comportement de la solution retourné non linéaire

Proposition 4.4. Soient v¢ la solution du probléeme retourné non linéaire
‘exact’ (4.8) et u la solution du probléme non linéaire (3.1) ou (3.2). Alors

vi (T, x) = u (0, z)

Preuve. La démonstration est identique a celle de la proposition 4.1. O]

Théoréme 4.5. Soient v la solution du probléme retourné non linéaire ’sans
changement de vitesse’ (4.9), et u la solution du probléme non linéaire (3.1)
ou (3.2). Alors il existe une constante C' telle que

/01 (v (T, z) — u (0,3))* da < 1 _206 /01 (aaf " x))de

Théoréme 4.6. De plus si u¢ est la solution du probleme non linéaire avec

1
la condition d’impédance (3.2), alors / (v (T, ) — u (0, ))* dz =4y
0

Preuve du théoréme 4.5. Soit R (t,x) = v° (t,z) — v¢ (¢, x), on v< est la
solution de (4.8) et v est la solution de (4.9). R vérifie

KR +¢(R)® =3evvR Y (t,z) € Q
R (0,2) =0 Ve e 0
OR A

= (0.2) = “; (T,z) ,Vzeo,

1
1
RE(t,0) =R (t,1)=0  ,Vt€[0,T
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€

R
On mulitiplie KR + ¢ (Re)3 = 3eviv°Re par TR et on intégre sur (0,1)

1d . Ced ([ .5 . .
o €10 =G ([ (ar) avee € = il Il

IR (1) — E[R] (0) = Ce ( /O (R (ta)) di— /O (R (0,2))? dm)
LR (t) — 2/01 (aaf (T, :c))2dx _ Ce/ol (R* (t,2))* da

/01 (Re(t,x))2dx—2/ol (% (T,x))2da:§06/01 (Rﬁ(t,x))zdg;

1 1 ¢ 2
On a donc /0 (v (T, ) — u (0, 2))* de < 1 _206/0 (85; (T, m)) de. O

Preuve du théoréme 4.6. Si u¢ est la solution du probléme non linéaire
avec la condition d’'impédance (3.2), alors d’aprés la conjecture 2.2

1 aue 2 Tetoo
T -
/o ( pr (T, x)) dx 0

1
On a donc / (v (T, z) — u (0, 2)) 2 dz T =5 0. O
0
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Chapitre 5

Résultats numériques

On donne dans ce chapitre quelques résultats numériques sur le probléme
linéaire, non linéaire et les problémes retournés associés. On teste le schéma
numeérique premiérement avec la condition initiale(terme source) d’une fonc-
tion propre

ou (5.1)

at
et ensuite avec celle d’une fonction gaussienne(oc = 2h << 1) centrée en
r=1/4

{ u (0,2) = asin (k7mx) cos ¢

(0,2) = —wasin (krx) sin ¢

1 20 2
u(0,2) = g (&) = sge /20
o 2mo (5_2)

Probléme linéaire : on compare la solution exacte avec la solution numérique
donnée par le schéma.

Probléme non linéaire : on compare la solution approchée donnée par le dé-
veloppement asymptotique avec la solution numérique donnée par le schéma.
Problémes retournés : pour le probléme linéaire, on vérifie théoriquement
la proposition 4.1, le théoréme 4.2, le théoréme 4.3, et on compare numé-
riquement la solution du probléme retourné ’sans changement de vitesse’ a
I'instant final v(7, z) avec la condition initiale w(0, z). Pour le probléme non
linéaire, on vérifie théoriquement la proposition 4.4, le théoréme 4.5, le théo-
réme 4.6, et on compare numériquement la solution du probléme retourné
non linéaire ’sans changement de vitesse’ & l'instant final v*(T,z) avec la
condition initiale u(0, ).

On choisit des constantes ci-dessous pour tester le schéma numérique

a=05,2=05,a=3, k=1, 0=0
w=+V1+4k*r2, T' =27 /w (la période).
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Remarque. Le test du développement asymptotique avec la condition ini-
tiale (5.1), on prend ¢ = 0 pour qu'on a la méme condition initiale pour
Ug, UNATFy Ugpy Ugpy -

5.1 Résultats du probléme linéaire

Soient u la solution du probléme linéaire (2.1), v, la solution du probléme
retourné exact (4.1), v la solution du probléme retourné sans changement de
vitesse (4.2).

5.1.1 Résultats du probléme avec la condition initiale (5.1)

Le cas 1. N=100, T=1T"

L’estimation d’erreur en norme L? entre la solution exacte et approchée.

1.0e-004

a.0e —EIEIS:
&0e fDDS—-
7.0e —EIEIS:
[ fDDS;
5.0e —DDS—-
408 fDDS;
3.0e —DDS—-
208 fDDS;

1.0e-005

0.0e+000;

I B s p e o e e N B s L e m s
oo 0z 04 0e og 1.0 12 14 18 18 20
erreur en L2 du probléme lindaire

F1G. 5.1 — L’erreur en L2
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Le retournement temporel du probléme avec la condition de Dirichlet
homogene(ve (T, x) = u(0,x)), T est un multiple de la période(du(T, z) ~ 0),
on a la bonne approximation v(7, x) ~ u(0, z).

30
254

2.04

05+

0.0 -—T 777177
oo o1 02 03 04 os 0B o7 og 09 1o
0%y solution du probliéme direct en 1=0

weT 1) solution du probléme retournée en t=T (exact)

(T3 solution du probléme retournée en t=T (sans changement de vitesse)

F1G. 5.2 — Dirichlet homogéne— Dirichlet homogéne

Le retournement temporel du probléme avec la condition d’impédance (v (T, z) =
u(0,x)), T est petit.

35

s ”'i T
4 AN
o] / L

0.54

w— 7777
oo o1 02 03 04 as 0B a7 0s [uk:] 1n
uf0,xy:  solution du probléme direct en t=0

weT 0 solution du probléme retournie en =T (exact)

w(T,x3: solution du probléme retournée en t=T (sans changement de vitesse)

FiG. 5.3 — Impédance—Dirichlet non homogéne
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Le cas 2. N=100, T=10.1T"

Le retournement temporel du probléme avec la condition de Dirichlet
homogeéne (v (T, z) = u(0,x)), T n’est pas un multiple de la période(dyu(T, x) #
0), on n’a plus la bonne approximation v(7, x) # u(0, ).

3.0
2.59

2.0

0.54

oo T T T T T T T T T T T T T T T T T T

0o o1 02 03 04 os 0B 0z 0s o4 juul
uil,x ) solution du proklgme direct en t=0

vl [,x 00 solution du probléme retournés en 1=T {exact )

w3 solution du probléme retournée en t=T (3ans changement de vitesse)

F1G. 5.4 — Dirichlet homogéne— Dirichlet homogéne

Le retournement temporel du probléme avec la condition d’impédance (v (T, ) =
u(0,z)), T est grand(E[u](T") — 0), on a la bonne approximation v(7, z) ~
u(0, ).

30
2.5

204

0.5

0o — T T T T T T T T T T T T T T T T

oo o1 02 03 04 as 0B a7 0s [uk:] 1n
uf0,xy:  solution du probléme direct en t=0

weT 0 solution du probléme retournie en =T (exact)

w(T,x3: solution du probléme retournée en t=T (sans changement de vitesse)

FiG. 5.5 — Impédance—Dirichlet non homogéne
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5.1.2 Résultats du probléme avec la condition initiale (5.2)

Le cas 3. N=100, T=1

Le retournement temporel du probléme avec la condition de Dirichlet
homogene(ve (T, x) = u(0,x)), T est petit.

400
350:
BDD—-
250:
EDD;
ISD—-

100

—504

~100:

—T— 7T T T T T T 7T T
oo o1 02 03 04 os 0B o7 og 09 1o
0%y solution du probliéme direct en 1=0

weT 1) solution du probléme retournée en t=T (exact)

(T3 solution du probléme retournée en t=T (sans changement de vitesse)

F1G. 5.6 — Dirichlet homogéne— Dirichlet homogéne

Le retournement temporel du probléme avec la condition d’impédance (v (T, z) =
u(0,x)), T est petit.

400

350
300
250 |
200 | |
ISD;

1004

[ S - T W S

=50 — T T T T T T T T T T T T T T T T

oo o1 02 03 04 as 0B a7 0s [uk:] 1n
uf0,xy:  solution du probléme direct en t=0

weT 0 solution du probléme retournie en =T (exact)

w(T,x3: solution du probléme retournée en t=T (sans changement de vitesse)

FiG. 5.7 — Impédance—Dirichlet non homogéne
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Le cas 4. N=100, T=10

Le retournement temporel du probléme avec la condition de Dirichlet
homogeéne (v (T, z) = u(0,x)), T est grand.

400
300
200

100

-100+

-200 T T T T T T T T T T T T T T T T T T

0o o1 02 03 04 os 0B 0z 0s o4 juul
uil,x ) solution du proklgme direct en t=0

vl [,x 00 solution du probléme retournés en 1=T {exact )

w3 solution du probléme retournée en t=T (3ans changement de vitesse)

Fia. 5.8 — Dirichlet homogéne— Dirichlet homogéne
Le retournement temporel du probléme avec la condition d’impédance(v. (T, x) =

u(0,z)), T est grand(E[u](T") — 0), on a la bonne approximation v(7', z) ~
u(0, x).

400

350—7
SUU:
250
200
150

100

—T— 7T T T T T T 7T T
oo o1 02 03 04 os 0B o7 og 09 1o
0%y solution du probliéme direct en 1=0

weT 1) solution du probléme retournée en t=T (exact)

(T3 solution du probléme retournée en t=T (sans changement de vitesse)

F1G. 5.9 — Impédance—Dirichlet non homogéne
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5.2 Reésultats du probléme non linéaire

Soient u la solution du probléme non linéaire (3.1), ug la solution exacte
du probléme linéaire (2.1)-(2.2), uyasr une solution approchée du probléme
non linéaire vérifice (3.9), u, une solution approchée du probléme non li-
néaire vérifice (3.25), et uy, vérifice (3.26), v, la solution du probléme re-
tourné exact (4.8), v la solution du probléme retourné sans changement de
vitesse (4.9).

5.2.1 Reésultats du probléme non linéaire avec la condi-
tion initiale (5.1)
Résultats du développement asymptotique

Le cas 5. e=0.1, N=100, T=3

L’estimation d’énergie E[u‘—ug,|, E[u—uy|, E[u—uyarr| sont meilleures
que Euf — ug) jusqu’a T.

0.5

00— —
oo 0s 1.0 15 20 25 30
E[u_epsi-u_lin] E[u_epsi-u_naif]

E[u_epsi-u_phi0]

E[u_epsi-u_phi]

F1G. 5.10 — E[u® — ugl, Eu® — ug,|, E[u® — ug), E[u® — uyarr
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Le cas 6. e=0.1, N=100, T=3/¢

L’estimation d’énergie E[u¢ — uyasr] n’est plus meilleure que Efu® — )
en T.

140

+———t¥1——7T—T———7—
o S 1o 13 20 25 30

E[u_epsi-u_lin]

E[u_epsi-u_naif]

F1G. 5.11 - E[u® — ug), E[u® — unazr]

L’estimation d’énergie E[u¢ — ug,| et E[u® — uy] sont toujours bonnes et
meilleures que Efu® — ug| jusqu’a T.

0.050

0.045—-
EI.EIQEI;
0.035—-
EI.EISEI:
a DES—-
EI.EIZEI:
0 DIS—-
) UIEI:

0.005

poHH——r"++—-+—+——+———"—+—+ 77—
i

E[u_epsi-u_phil]
E[u_epsi-u_phi]

F1G. 5.12 — E[uf — ug,], Elu® — uy)
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Résultats du retournement temporel
Le cas 7. e =0.1, N=100, T=1

Le retournement temporel du probléme avec la condition de Dirichlet
homogene(ve(T, x) = u(0,x)), T est petit

30
254

2.04

05+

0.0 -—T 777177
oo o1 02 03 04 os 0B o7 og 09 1o
0%y solution du probliéme direct en 1=0

weT 1) solution du probléme retournée en t=T (exact)

(T3 solution du probléme retournée en t=T (sans changement de vitesse)

F1G. 5.13 — Dirichlet homogéne— Dirichlet homogéne

Le retournement temporel du probléme avec la condition d’impédance(ve(T, x) =
u(0,)), T est petit

30
2.5

204

0.5

1/ \

0o — T T T T T T T T T T T T T T T T

oo o1 02 03 04 as 0B a7 0s [uk:] 1n
uf0,xy:  solution du probléme direct en t=0

weT 0 solution du probléme retournie en =T (exact)

w(T,x3: solution du probléme retournée en t=T (sans changement de vitesse)

FiG. 5.14 — Impédance — Dirichlet non homogéne
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Le cas 8. ¢ =0.1, N=100, T=1/e

Le retournement temporel du probléme avec la condition de Dirichlet
homogeéne(vS(T, z) = u(0,x)), T est grand

3.0
2.5

204

0.5

0.0

=05 T T T T T T T T T T T T T T T T T T

0o o1 02 03 04 os 0B 0z 0s o4 juul
uil,x ) solution du proklgme direct en t=0

vl [,x 00 solution du probléme retournés en 1=T {exact )

w3 solution du probléme retournée en t=T (3ans changement de vitesse)

F1G. 5.15 — Dirichlet homogéne— Dirichlet homogéne

Le retournement temporel du probléme avec la condition d’impédance(vS(T, x) =
u(0,)), T est grand(E[u](T) — 0).

35

3.04

2.04

0.5

oo

—T— 7T T T T T T 7T T
oo o1 02 03 04 os 0B o7 og 09 1o
0%y solution du probliéme direct en 1=0

weT 1) solution du probléme retournée en t=T (exact)

(T3 solution du probléme retournée en t=T (sans changement de vitesse)

F1G. 5.16 — Impédance — Dirichlet non homogéne
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5.2.2 Reésultats du probléme non linéaire avec la condi-
tion initiale (5.2)
Le cas 9. ¢ = 0.01, N=100, T—=1

Le retournement temporel du probléme avec la condition de Dirichlet
homogene(vS(T, x) = u(0,x)), T est petit.

400
300
200

100

-100+

-200 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

0o o1 02 03 04 os 0B 0z 0s o4 juul
uil,x ) solution du proklgme direct en t=0

vl [,x 00 solution du probléme retournés en 1=T {exact )

w3 solution du probléme retournée en t=T (3ans changement de vitesse)

F1G. 5.17 — Dirichlet homogéne — Dirichlet homogéne

Le retournement temporel du probléme avec la condition d’'impédance(vS(T, x) =
u(0,z)), T est petit.

400
350;
300—-
ESD;
200—-
ISEI;
IDD—-

S0+

—50

-0 — T T T T T T T T T T T T T T T T T T
oo o1 02 03 04 as 0B a7 0s [uk:] 1n
uf0,xy:  solution du probléme direct en t=0

weT 0 solution du probléme retournie en =T (exact)

w(T,x3: solution du probléme retournée en t=T (sans changement de vitesse)

FiG. 5.18 — Impédance — Dirichlet non homogéne
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Le cas 10. e = 0.01, N=100, T=10

Le retournement temporel du probléme avec la condition de Dirichlet
homogeéne (vS(T, z) = u(0,x)), T est grand.

400
300
200

100

-100+

-200 T T T T T T T T T T T T T T T T T

0o o1 02 03 04 os 0B 0z 0s o4 juul
uil,x ) solution du proklgme direct en t=0

vl [,x 00 solution du probléme retournés en 1=T {exact )

w3 solution du probléme retournée en t=T (3ans changement de vitesse)

F1iG. 5.19 — Dirichlet homogéne — Dirichlet homogéne

Le retournement temporel du probléme avec la condition d’impédance(vS(T, x) =
u(0,)), T est grand(E[u](T) — 0).

400

350—7
SUU:
250
200
150
100

50

—T— 7T T T T T T 7T T
oo o1 02 03 04 os 0B o7 og 09 1o
0%y solution du probliéme direct en 1=0

weT 1) solution du probléme retournée en t=T (exact)

(T3 solution du probléme retournée en t=T (sans changement de vitesse)

F1G. 5.20 — Impédance — Dirichlet non homogéne
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Le cas 11. ¢ = 0.01, N=100, T=1/e

Le retournement temporel du probléme avec la condition de Dirichlet
homogeéne(vS(T, z) = u(0,x)), T est grand.

400
300

200

1 A
100+

L J /’fﬁ\/\ /M\/\
Y

EEVA

-200 T T T T T T T T T T T T T T T T T

0o o1 02 03 04 os 0B 0z 0s o4 juul
uil,x ) solution du proklgme direct en t=0

vl [,x 00 solution du probléme retournés en 1=T {exact )

w3 solution du probléme retournée en t=T (3ans changement de vitesse)
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F1iG. 5.21 — Dirichlet homogéne — Dirichlet homogéne

Le retournement temporel du probléme avec la condition d’impédance, T est
grand(E[u)(T) — 0).
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350—7
SUU:
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200
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100
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—T— 7T T T T T T 7T T
oo o1 02 03 04 os 0B o7 og 09 1o
0%y solution du probliéme direct en 1=0

weT 1) solution du probléme retournée en t=T (exact)

(T3 solution du probléme retournée en t=T (sans changement de vitesse)

F1G. 5.22 — Impédance — Dirichlet non homogéne
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Chapitre 6

Conclusion

D’aprés les résultats ci-dessus, on voit que le développement asymptotique
simple d'un mode propre ne marche jusqu’au T fixé. Par contre, le d’éve-
loppement avec une phase marche bien jusqu’au grand temps, par exemple
T =n/e. On a aussi les résultats sur le retournement temporel du probléme
linéaire et non linéaire. On trouve que le retournement temporel(Dirichlet
non homogéne) du probléme avec la condition d’impédance ne marche que
pour le grand temps(T — +o0). Dans ce cas, on a la bonne approximation
et la bonne localisation du terme source v(7,z) ~ u(0,x). Mais on n’a pas
ce résultat pour le retournement temporel du probléme avec la condition de
Dirichlet homogéne. Ce retournement temporel marche bien pour le cas par-
ticulier, si on teste avec la condtion initiale d’une fonction propre (5.1) et
avec T" est un multiple de la période.

Donc pour le grand temps(7T — —+00), c’est le retournement temporel du
probléme avec la condition d’impédance qui nous donne le bon résultat sur
I’approximation et la localisation du terme source.
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Annexe

Solution du probléme linéaire avec la condition de Dirichlet

// Solution du probléme linéaire avec la condition
// de Dirichlet sans terme source
// 10,11: les conditions initiales
// alpha: le rapport dt/dx
// N: le nombre de points en espace [0,1]
// T: la valeur de temps
// u: une matrice de taille LxN
// t: un vecteur de taille L
// x: un vecteur de taille N
function [u,t,x|=KGL_ Dir(10 ,11 ,alpha ,N,T)
dx=1/(N—1); dt=alphaxdx; x=0:dx:1;
t=0:dt:T; IL=length(t); betta=alpha~2;
u=zeros (L,N); // initialiser la matrice u
// condition initiale en t=0
for j=2:(N-1)
u(1,§)=10 ((j—1)xdx);
end
// condition initiale en t=dt
for j=2:(N-1)
u(2,j)=u(l,j)+dt*11((j—1)xdx)+(betta/2)
s(u(l,j+l)—2%u(l,j)+u(l,j—1))—(dt"2/2)%u(l,j);
end
// schéma numérique
for i=3:L // indice de temps
for j=2:(N—1) // indice d’espace
u(i,j)=bettaxu(i—1,j—1)+(2—2«betta—dt"2)
xu(i—1,j)+bettaxu(i—1,j+1)—u(i—2,j);
end
end endfunction

29



Le cas avec le terme source

// Solution du probléme linéaire avec la condition
// de Dirichlet et avec terme source 'G(t,x)’
// alpha: le rapport dt/dx
// N: le nombre de points en espace [0,1]
// T: la valeur de temps
// u: une matrice de taille LxN
// t: un vecteur de taille L
// x: un vecteur de taille N
function |u,t,x|=KGLG_Dir(G, alpha ,N,T)
dx=1/(N—1); dt=alphaxdx; x=0:dx:1;
t=0:dt:T; T=length(t); betta:alphaAQ;
u=zeros (L,N); // initialiser la matrice u
// schéma numeérique
for i=3:L // indice de temps
for j=2:(N—1) // indice d’espace
u(i,j)=bettaxu(i—1,j—1)+(2—2xbetta—dt "~ 2)
xu(i—1,j)+bettaxu(i—1,j+1)—u(i—2,j)
+dt " 2+«G((1—1)*xdt , (j—1)xdx);
end
end
endfunction

Solution du probléme linéaire avec la condition d’impédance

// Solution du probléme linéaire avec la condition

// d’impédance sans terme source

// 10,11: les conditions initiales

// z: le coefficient d’impédance

// alpha: le rapport dt/dx

// N: le nombre de points en espace [0,1]

// T: la valeur de temps
u: une matrice de taille Lx*N
t: un vecteur de taille L

// x: un vecteur de taille N

function [u,t,x|=KGL_Imp(10,11,z,alpha N,T)
dx=1/(N—1); dt=alphaxdx; x= de 1;
t=0:dt:T; I=length(t); betta:alphaAQ;
u=zeros (L,N); // initialiser la matrice u
// condition initiale en t=0
for j=1:N
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W(1,3) =10 ((j —1)wdx)

end

// condition initiale en t=dt

for j=2:(N-1)
u(2,j)=u(l,j)+dt*11((j—1)xdx)+(betta/2)
*(u(l,J+1)—2*U(1,J)+u(1,J—l))—(dt/?)*u(l,J),

end

u(2,1)=u(l,1)+dt*11(0)+(betta/2)*(u(l,3)
—2%u(1,2)+u(1,1))—(dt"2/2)xu(1,1);

u(2,N)=u (1l ,N)+dt*11(1)+(betta/2)*(u(l,N-2)

—2%u (1 ,N=1)+u(1,N))—(dt~2/2)*u(1,N);

// schéma numeérique

for i=3:L // indice de temps
for j=2:(N—1) // indice d’espace

u(i,j)=bettaxu(i—1,j—1)+(2—2xbetta—dt"2)
xu(i—1,j)+bettaxu(i—1,j+1)—u(i—2,j);

end
// condition d’impédance aux bords
u(i,1)=(1/(alpha+z))*(2%zxalpha~2xu(i—1,2)
+z%(2—2*alpha~2—dt "2)xu(i—1,1)+(alpha—z)*u(i—2,1));
u(i,N)=(1/(alpha+z))*(2*z*xalpha”2xu(i—1,N—1)
+z%(2—2%alpha”2—dt " 2)xu(i —1N)+(alpha—z)xu(i—2,N));

end

endfunction

Le cas avec le terme source

// Solution du probléme linéaire avec la condition
// d’impédance et avec terme source 'G(t,x)’
// alpha: le rapport dt/dx
// N: le nombre de points en espace [0,1]
// T: la valeur de temps
// u: une matrice de taille LxN
// t: un vecteur de taille L
// x: un vecteur de taille N
function [u,t,x|=KGLG Imp(G,z,alpha ,N,T)
dx=1/(N—1); dt=alphaxdx; x=0:dx:1;
t=0:dt:T; I=length(t); betta=alpha"2;
u=zeros (L,N); // initialiser la matrice u
// schéma numeérique
for i=3:L // indice de temps
for j=2:(N—1) // indice d’espace
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u(i,j)=bettaxu(i—1,j—1)+(2—2«xbetta—dt "~ 2)
xu(i—1,j)+bettaxu(i—1,j+1)—u(i—2,j)
+dt " 2+«G((1—1)*dt ,(j—1)xdx);
end
// condition d’impédance aux bords
(i 1)=(alpha/(alpha+z))*(2xzxalpha
u(i—1,2)—u(i—-1,1))+u(i—-2,1)—(z/alpha)
(dt~2—-2)sxu(i—1,1)+u(i—2,1)));
i,N)=(alpha/(alpha+z))*(2*xz*xalpha
u(i—1,N-1)—u(i—-1,N))+u(i—2,N)—(z/alpha)
«((dt"2=2)*u(i—1,N)+u(i—-2,N)));

endfunction

L’énergie discréte de Klein-Gordon

// Energie discréte de Klein—Gordon au cours de temps
// u: la solution numérique,une matrice de taille LxN
// alpha: le rapport dt/dx
// e: un vecteur de taille L-—1
function e=Eng KG(u,alpha)
|L,N]=size (u);h=1/(N—1); dt=alphaxh; betta=alpha ~2;
for i=1:(L—-1)
e(i)=0;
for j=2:(N-1)
e(i)=e(i)thx(u(i+l,j)—u(i,j))"2/(2xdt"2)
+h>|<u(1+1 j)xu(i, )/2+(2>|<u( Jj)—u(i,j+1)
u (i ,J—l))*U(IH i)/ (2xh);
end
// en j=1 et j=N
UO=(bettat+dt~2/2
u(i,l)—(betta /2

Jku(i+1,1)+(2—betta—dt~2/2)
) (u(i+172)_u(172>);
UN=(bettat+dt"2/2)*u(i+1,N)+(2—betta—dt"2/2)
u(i,N)—(betta /2)*(u(i+1,N-1)—u(i,N-1));

e(i)=e(i)+h=*(u (i+1 1)—u(i,1))"2/(2+%dt"2)+hxu(i+1,1)
s«u(i,1)/24(2*%u(i,j)—u(i,2)+U0)*u(i+1,1)/(2%h);
(

*
*
*

( 7
e(i)=e(1i)+h=*(u (1+1 N)—u(i,N))~2/(2xdt"2)+h*u(i+1,N)
;u(l ,N)/2+(2%u(i ,N)— (1,N—1)+UN)*u(i+1,N)/(2 h);

endfunction
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Solution retournée avec la condition de Dirichlet non homogéne du
probléme linéaire

//
//
//
//
//
//

//
fu

Solution retournée avec la condition de
Dirichlet non homogéne du probléme linéaire
u: la solution du probléme linéaire

alpha: le rapport dt/dx

ve: la solution du probléme retourné exact
v : la sulution du probléme retourné

sans changement de vitesse

nction |[ve,v]|=RKGL_Dir(u,alpha)

|[L,N]=size (u);dx=1/(N—1);dt=alphaxdx;betta=alpha ~2;
ve=zeros (L,N); // initialiser une matrice LxN
v=ve;

// condition initiale en t=0

for j=1:N
ve(l,j)=u(L,j);
v(l,j)=u(L,j);
end

// condition initiale en dt
for j=2:(N-1)
// retournement exact
ve(2,j)=u(L—1,j)—(betta/2)x(u(L—1,j+1)—2%u(L—-1,j)
+u(L—1,j—1))+(dt~2/2)xu(L—1,j)+(betta /2)x(ve(1l,j+1)
—2xve(l,j)+ve(l,j—1))—(dt"2/2)xve(l,]);
// retournement sans changement de vitesse
v(2,j)=2+u(L,j)—u(L—-1,j)+(betta/2)*(u(L—-1,j+1)
—2xu(L—1,j)+u(L—-1,j—1))—(dt ~2/2)*u(L—1,j)+(betta /2)
s (v(1,j+0)=2%xv(1,j)+v(l,j—1))—(dt"2/2)xv(1,j);
end
// condition de Dirichlet aux bords
ve(2,1)=u(L—-1,1); ve(2,N)=u(L—-1,N);
v(2,1)=u(L-1,1); v(2,N)=u(L-1,N);
// schéma numeérique du probléme retourné
for i=3:L // indice de temp
for j=2:(N—1) // indice d’espace
ve(i,j)=bettaxve(i—1,j+1)+(2—2xbetta—dt"2)
xve(i—1,j)+bettaxve(i—1,j—1)—ve(i—2,j);
v(i,j)=bettaxv(i—1,j+1)+(2—2«betta—dt"2)
xv(1—1,])+bettaxv(i—1,j—1)—v(i—2,j);
end
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// condition de Dirichlet aux bords
ve(i,l)=u(L—i+1,1); ve(i,N)=u(L—i+1,N);
v(i,l)=u(L-i+1,1); v(i,N)=u(L—-i+1,N);
end
endfunction

Discrétisation d’une fonction

// Discrétiser une fonction
// f: la fonction a 2 variables
// alpha: le rapport dt/dx
// N: le nombre de points en espace [0,1]
// T: la valeur de temps
// d: une matrice de taille LxN
function d=Disc (f,alpha ,N,T)
dx=1/(N—1);dt=alphaxdx;t=0:dt:T;L=length (t);
for i=1:L // indice de temps
for j=1:N // indice d’espace
d(i,j)=f((i—1)xdt,(j—1)xdx);
end
end
endfunction

Erreur en L? entre la solution exacte et approchée

// Erreur en L2 de la solution analytique et numérique
// ue: la solution exacte, matrice de taille LxN
// ua: la solution approchée, matrice de taille LxN
// e: un vecteur de taille L
function e=L2(ue,ua)
[L,N]=size (ue);dx=1/(N—-1);
for i=1:L // indice de temps
n—=0;
for j=1:N // indice d’espace
n=n+dxx*(ue(i,j)—ua(i,j)) 2;

end
e(i)=sqrt(n);
end
endfunction
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Solution du probléme non linéaire avec la condition de Dirichlet

// Solution du probléme non linéaire avec
// la condition de Dirichlet
// 10 ,11: les conditions initiales
// epsi: le coefficient non linéaire
// alpha: le rapport dt/dx
// N: le nombre de points en espace [0,1]
// T: la valeur de temps
// u: une matrice de taille LxN
// t: un vecteur de taille L
// x: un vecteur de taille N
function [u,t,x]=KGNL_Dir(10,11 ,epsi,alpha ,N,T)
dx=1/(N—1);dt=alphaxdx;x=0:dx:1;
t=0:dt:T;L=length (t); betta=alpha ~2;
u:zeros(L N); // initialiser la matrice u
// condition initiale en t=0
for j=2:(N-1)
u(1,§)=10 ((j—1)xdx);
end
// condition initiale en t=dt
for j=2:(N-1)

u(2,j)=u(1l,j)+dt*11((j—1)xdx)+(betta /2)
s(u(l,j+1)=2%u(l,j)+u(l,j—1))—(dt"2/2)
s«u(l,j)—epsixdt " 2x(u(i—1,j))" 3;

end
// schéma numérique
for i=3:L // indice de temps
for j=2:(N—1) // indice d’espace
u(i,j)=bettaxu(i—1,j—1)+(2—2«betta—dt"2)
xu(i—1,j)+bettaxu(i—1,j+1)—u(i—2,j)
—epsixdt " 2x(u(i—1,j))"3;
end
end
endfunction

Solution du probléme non linéaire avec la condition d’impédance

// Solution du probléme non linéaire
// avec la condition d’impédance

// 10 ,11: les conditions initiales
// epsi: le coefficient non linéaire
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alpha: le rapport dt/dx

N: le nombre de points en espace [0,1]
T: la valeur de temps

u: une matrice de taille LxN

t: un vecteur de taille L

x: un vecteur de taille N

function [u,t,x|=KGNL Imp(10,11 ,epsi,z,alpha N,T)

dx=1/(N—1);dt=alphaxdx;x=0:dx:1;
t=0:dt:T;L=length (t);betta=alpha ~2;
u=zeros (L,N); // initialiser la matrice u
// condition initiale en t=0

for j=1:N
u(1,j)=10 ((j —1)xdx);
end

// condition initiale en t=dt
for j=2:(N-1)

u(2,j)=u(l, j)+dt*11((J—1) dx)+(betta /2)
s(u(l,j+1)=2%u(l,j)+u(l,j—1))—(dt"2/2)
xu(l,j)—epsixdt " 2x(u (1—1J))A3,
end
u(2,1)=u(1,1)+dt*11(0)+(betta/2)*(u(l,3)—2%u(1,2)
+u(1,1))—(dt~2/2)x(u(1,1)+epsix(u(l, )) 3);
u(2,N)=u(1l,N)+dt*11(1)+(betta/2)x(u(l ,N-2)
—2%u(1,N=1)+u(1,N))—(dt~2/2)*(u(l,N)+epsi*(u(1,N))"3);

// schéma numérique
for i=3:L // indice de temps
for j=2:(N—1) // indice d’espace
u(i,j)=bettaxu(i—1,j—1)+(2—2«betta—dt " 2)*u(i—1,j)
+bettaxu(i—1,j+1)—u(i—2,j)—epsixdt " 2«(u(i—1,j)) " 3;
end
// condition d’impédance aux bords
u(i,l)=(1/(alpha+z))*(2*z*xalpha"2xu(i—1,2)
+z#(2—2xalpha~2—dt ~2)xu(i—1,1)+(alpha—z)*u(i—2,1)
—zxepsikxdt "2 (u(i—1,1))"3);
u(i,N)=(1/(alpha+z))*(2*xz*xalpha”2xu(i—1,N—1)
+z%(2—2*alpha~2—dt ~2)xu(i—1,N)+(alpha—z)*u(i—2,N)
—zxepsixdt " 2x(u(i—1,N)) " 3);
end

endfunction
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Solution retournée avec la condition de Dirichlet non homogéne du
probléme non linéaire

// Solution retournée du probléme non linéaire

// avec la condition de Dirichlet non homogéne

// u: la solution du probléme non linéaire

// epsi: le coefficient non linéaire

// alpha: le rapport dt/dx

// ve: la solution du probléme exact

// v : la sulution du probléme retourné

// sans changement de vitesse

function [ve,v]=RKGNL_Dir(u,epsi,alpha)
[L,N]=size (u);dx=1/(N—1);dt=alphaxdx;betta—alpha ~2;
ve=zeros (L,N); // initialiser une matrice LxN
v=ve;
// condition initiale en t=0

for j=1:N
Ve(lzj):u(sz )3
v(l,j)=u(L,j);
end

// condition initiale en dt

for j=2:(N-1)

// retournement exact

ve(2,j)=u(L—1,j)—(betta /2)*(u(L—1,j+1)—2%u(L—1,j)

+u(L—1,j—1)+(dt ~2/2)*(u(L—1,j)+epsix(u(L—-1,j))"3)

+(betta /2)x(ve(l,j+1)—2xve(l,j)+ve(l,j—1))

(dt°2/2) 5 (ve (1,]) = epsiz(ve(1,]))"3);

// retournement sans changement de vitesse
v(2,j)=2%u(L,j)—u(L—1,j)+(betta/2)*(u(L—-1,j+1)
—2%u(L—1,j)+u(L-1,j—1))—(dt~2/2)x(u(L-1,j)
+epsix(u(L—1,j))"3)+(betta/2)x(v(1,j+1)—2xv(1,j)
v (1,5 —1))—(dt2/2) 5 (v (1,])+epsi*(v(1,§))"3);

end

// condition de Dirichlet

ve(2,1)=u(L—-1,1); ve(2,N)=u(L—1,N);

v(2,1)=u(L-1,1); v(2,N)=u(L—-1,N);

// schéma numeérique du probléme retourné

for i=3:L // indice de temps

for j=2:(N—1) // indice d’espace
ve(i,j)=bettaxve(i—1,j+1)+(2—2*betta—dt"2)
xve(1—1,])+bettaxve(i—1,j—1)—ve(i—2,j)
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—epsixdt " 2x(ve(i—1,j)) " 3;
v(i,j)=bettaxv(i—1,j+1)+(2—2xbetta—dt "~2)
xv(1—1,])+bettaxv(i—1,j—1)—v(i—2,j)
—epsixdt " 2x(v(i—1,j))"3;

end
// condition de Dirichlet
ve(i,l)=u(L—i+1,1); ve(i ,N)=u(L—i+1,N);
v(i,l)=u(L-i+1,1); v(i,N)=u(L—-i+1,N);

end

endfunction
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