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Chapitre 0

Introduction

Le but de ce mémoire est d’exposer certains résultats d’Oguiso publié dans
son article [Ogu03]. Il a été réalisé sous I’encadrement d’Andreas Horing
que je remercie grandement pour avoir consacré une partie de son temps a
répondre a mes questions, a relire mon travail et pour ses conseils avisés.

Le chapitre 1 consiste en des rappels de notions préliminaires. Dans un
premier temps, il sera énoncé I’ensemble des notions et théorémes de la
théorie des surfaces complexes trouvables dans [Ven84] et nécéssaires a la
compréhension de la suite de ce mémoire. On trouvera ensuite la définition
et des exemples de surface K3. Enfin, la théorie des réseaux sera primordiale
dans la démonstration des théoremes d’Oguiso et ¢’est pourquoi on aura
besoin de quelques propriétés de ces derniers exposés en troisieéme section
de ce chapitre.

On rendra compte ensuite dans le chapitre 2 d’un certain nombre de pro-
priétés utiles générales des surfaces K3. Ce chapitre est essentiellement
basé sur [Huy16, Chapitres 1, 2, 6 et 7]. D’abord on discutera des proprié-
tés topologiques et cohomologiques des surfaces K3. Puis dans un second
temps, on énoncera le théoreme de Riemann-Roch sur les surfaces K3 et on
donnera quelques corollaires concernant les fibrés en droites. Cette étude
permettra par exemple de donner un critere numérique d’amplitude pour les
fibrés en droites 2.2.20. Finalement, on aura besoin d’utiliser dans la suite
les théorémes de Torelli 2.3.6 et 2.3.7 et I’application des périodes et on
trouvera ces notions présentées dans la derniere partie de ce chapitre.

Dans le chapitre 3, on présentera plusieurs propriétés des cones de 1’espace
des 1-cycles de surfaces K3. On discutera des conséquences de 1’existence



des courbes rationnelles pour comprendre par exemple le cone ample d’une
surface K3 comme le cone délimité par les hyperplans orthogonaux aux
courbes rationnelles et lisses 3.2.4. On s’interressera ensuite au cone de
Mori ﬁ(X ) d’une surface K3 formée des limites de classes de R-diviseurs
effectifs. Le théoréme principal de la théorie concernant ce cone est le
théoreme de classification de Kovécs 3.4.1 et 3.4.4 permettant de décrire
la géométrie du cone de Mori NE(X) d’une surface K3 projective. Nous
expliciterons également des exemples de surfaces K3 correspondant aux
différents types donnés par le théoreme de Kovacs. Cette derniere partie est
essentiellement inspirée de I’article [Kov94] et de [Huy16, Section 8.3].

Le dernier chapitre de ce travail, le chapitre 4, consistera a étudier les théo-
remes d’Oguiso de [Ogu03]. On démontrera par exemple 1’existence d’un
sous groupe commun a tous les groupes automorphismes des fibres d’une
famille de surface K3 au dessus d’un petit disque privé d’un nombre fini de
points 4.2.3. Ce sous-groupe commun sera d’indice inférieur a 66 dans le
groupe d’automorphisme d’une fibre générale ce qui consistitue améliora-
tion du résulat [Ogu03, Thm 1.5 (1)]. On montrera également un résultat de
densité concernant les fibres ayant un groupe d’automorphisme infini 4.2.11.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Théorie des surfaces complexes

Avant de commencer a parler de surface K3, j’aurai besoin de quelques résul-
tats préliminaires sur les propriétés cohomologiques générales des surfaces
complexes compactes. Sauf mention du contraire, dans ce documents toutes
les variétés seront lisses.

Commencons par un théoréme de dualité :

Théoreme 1.1.1 (Dualité de Serre). Soit X une variété complexe et com-
pacte de dimension n et F un fibré vectoriel sur X alors, pour tout k €
{1,...,n},ona

HYX,F)~ H ™ (X,K, @ FY).

On Ky := N\"Qy est le faisceau canonique de X et on F" est le dual de F.

En particulier si X est K y-trivial c’est a dire que Ky ~ Oy, cette dualité
s’écrit plutot,

HYX,F)~ H X, FY).
Cette condition est vérifiée par définition chez les surfaces K3.

Notre objectif est maintenant d’énoncer un théoré¢me de Riemann-Roch
pour les surfaces complexes. Pour ce faire, nous devons introduire la forme
d’intersection de deux fibrés en droites. Je fixe dans toute cette partie une
surface .S complexe et compacte non nécessairement projective.

Définition 1.1.2. Soient L, L, deux fibrés en droites sur .S'; la forme d’in-



tersection L, - L, est I’entier défini par :
L -L,:=y(S,05)— y(S, L)) = x(S,L))+ (S, LY ® L)) € Z

ou y (5, F) désigne la caractéristique d’Euler du faisceau 7. Nous utiliserons
la notation L* pour L - L etou LY, LY est sont les duaux de L, L,.

De plus, si D est un diviseur de X et L un fibré en droite sur X, on notera
D-L :=0Oyx(D)- L.On peut montrer que D- L = deg(L|,) voir [Bea, Lem
1.6].

Théoreme 1.1.3. La forme d’intersection est symétrique et bilinéaire sur
Pic(X).

Démonstration. Admis; voir [Bea, thm 1.4]. O

Dans le cas ou .S est une surface complexe et compacte, on peut également
montrer, voir [Bea, ParaI.10], que L, - L, = ¢;(L;) — ¢,(L,). Cette relation
est bien définie car ¢,(L,) — c¢,(L,) appartient 2 H*(S,Z) = Z grice ala
dualité de Poincaré et le fait qu’ une orientation est automatiquement fixée
pour les variété complexes.

Théoreme 1.1.4 (Riemann-Roch pour les surfaces - [Bea, Thm 1.12]).
Soit L un fibré en droites sur S. On a

1
7S, L) = x(S,04) + 3 (L*-L-Kj)
Démonstration. Calculons LY - (L ® K;) de deux manieres différentes :
LY-(L®K))=L*—-L-Kg (1.1)

en utilisant la bilinéarité de la forme d’intersection et le fait que L - Og = 0.
De plus, on a

De plus, puisque S est de dimension paire, la dualité de Serre donne que
(S, F) = x(S,Ky @ FY). Donc en particulier y(S,04) = (S, Kj) et
x(S,L)= y(S,LY® Ky). On a donc

LY - (LQ Kg) =2x(S,05) —2x(S, L) (1.2)

Les équations (1) et (2) prouvent donc que

2(S, L) = x(S,04) + % (L*-L-Kjg).



Je vais maintenant énoncer sans preuve un dernier théoreme. On aura besoin
dans son énoncé de la notion de classe de Chern ¢,(E) € H*(X,Z) d’un
fibré vectoriel complexe E sur une variété topologique X, deux définitions
différentes peuvent €tre trouvées dans [Huy04, Chap 4.4] pour les variétés
complexes et [Voi02, Chap 11.2] dans le cas topologique général. Quand
X est une variété complexe de dimension n, on note c¢(X) = c¢(Ty) =
—c(Ky)etona fX c,(X) = y"(X)ou yP(X) est la caractéristique d’Euler
topologique de X c’est a dire la caractéristique d’Euler du faisceau Z pour
la topologie analytique de X.

Théoréme 1.1.5 (Hirzebruch-Riemann-Roch pour les surfaces). Soit .S
une surface complexe compacte et E un fibré vectoriel de rang r sur S, on a
alors

2(S,E)= / ch(E)td(S)
S
O ici :
ch(E) :=r+c(E)+ %((:I(E)2 —2¢,(E))

1 1
td(S) =1+ ECI(S) + E(CI(S)Z + ¢,(S))

Plus explicitement, si j’identifie H*(X,Z) a Z via la dualité de Poincaré ap-
pliquée avec l'orientation canonique de S donnée par sa structure complexe,
on obtient la formule :

0 1 1
X(S,E) = é(Ké + x'7(S)) - Ecl(E) — ¢ (Ky) + Ecl(E)2 — 6 (E).
Exemple 1.1.6. — Si on applique la formule précédente au fibré en droite
trivial Og, puisque ¢;(Og) = 0, on trouve :
1 0
x(8,05) = E(Ké + 1'7(S))

Cette formule pour la caractéristique d’Euler du faisceau Oy s’ap-
pelle formule de Noether. En conséquence la formule d’Hirzebruch-
Riemann-Roch se réécrit :

1 1
(S, E)=x(S, (95) - ECI(E) ~ cl(Ks) + Ecl(E)z - cz(E).
— Pour un fibré en droite L sur .S, on trouve maintenant

2(S.L) = 4(S.04) - %cl(L) — ¢(Kg) + %q(L)2

= 7(S,04) — %L -Kg + %LZ.



On retrouve donc le théoreme de Riemann-Roch 1.1.4.

1.2 Les surfaces K3

Soit X une surface de Riemann compacte de genre g. Supposons que son
fibré canonique K, soit trivial, i.e. Ky ~ O, ; en particulier, si K est un
diviseur canonique, alors deg(K) = 0. Mais nous savons, par la formule de
Riemann-Roch, que deg(K) = 2g — 2, on en déduit donc que g = 1 et que
X est une courbe elliptique.

La question de la générélisation de ce résultat est naturelle : quelles sont les
variétés complexes compactes dont le fibré canonique est trivial ?

En dimension 2, André Weil a fait remarquer, dans son article [Wei], que
la classe de telles surfaces X complexe lisse compacte avec K, ~ Oy et
vérifiant H'(X, @) = 0 posséde une géométrie riche et rigide.

Définition 1.2.1 (Surface K3). On appelle surface K3 une surface com-
plexe X compacte dont le fibré canonique est trivial K, ~ O et vérifiant
H'(X,0,)=0.

Remarque 1.2.2. Weil nomma ces surfaces les surfaces K3 « en I’honneur
de Kummer, Kéhler, Kodaira et de la belle montagne K2 au Cachemire ».

Remarque 1.2.3. Il est important de noter que de nombreux auteurs défi-
nissent une surface K3 comme une surface lisse, compacte, Kéhlerienne,
de fibré canonique trivial et simplement connexe. Les deux définitions sont
équivalentes : voir [Siu83] pour le caractere Kidhlérien et voir [Huy16, Coro
7.1.4] pour le fait qu’elles sont simplement connexes.

Exemple 1.2.4. Soit X une quartique lisse de P? définie par le poly-
ndome homogene f. Tout d’abord, d’apres la formule d’adjonction
[HuyO4, Prop 2.2.17] et le corollaire [Huy04, Coro 2.4.9], on sait que

Ky ~Oyx(deg(X)—-3-1)|, =0Oy.
De plus, on a la une suite exacte courte :
0= Ops(=4) = Ops = O = 0.

Mais d’apres [Har77, Thm II1.5.1], on a

H'(P?,Op;) = H* (P, Ops(—4)) = 0,
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et la suite exacte longue en cohomologie induite par la suite courte
montre que H!(X,0y) = 0.

Cette preuve de H'(X,0y) = 0 a I’avantage d’étre valable dans
un cadre algébrique plus général que spécifiquement sur le corps C.
En revanche, on peut donner sur C la preuve suivante : le théoreme
sur les sections hyperplanes de Lefschetz ou plus précisement le co-
rollaire [Voi02, Coro 13.24] prouve que H'(X,Z) = 0 et donc que
H'(X,C) = 0. On en déduit donc que H'(X, @) = 0 grice au théo-
réme de décomposition de Hodge appliqué a X qui est compacte et
k#hlérienne puisque X est projective.

Nous avons ainsi notre premier exemple de surface K3 ; un exemple
intéressant est celui ot ’on prend pour X la quartique de Fermat
définie par le polyndome xg + x‘l‘ + xif + xg'.

1.3 Réseaux

Dans cette partie je vais lister les notions et propriétés des réseaux que
j’utilise dans ce travail.

Définition 1.3.1. — On appelle réseau la donnée d’un Z-module libre de
type fini I' muni d’une forme quadratique g : I' = Z.

— On dira qu’un réseau I" est unimodulaire quand le déterminant de la
matrice symétrique associée a g vaut +1. C’est équivalent a supposer
que le morphisme I' — I'* := Hom(I',Z) donnée par x € I' —
(x,_) € I'* est bijectif.

— On dira que I" est de signature (s, t) quand la signature de ¢ @ R est
de signature (s, t). Ici j’entend par ¢ @ R la forme quadratique réelle
définie sur I'y donnée par la matrice symétrique de g dans une base
de I' qui est donc aussi une base de I'.

— On dira qu’un réseau I est non dégénéré s’il est de signature (s, t) et
que s + ¢t =rg(I') et on dira dans le cas contraire que I est dégénéré.
Notons qu’un réseau unimodulaire est nécéssairement non dégénéré.

— On dira que I" est défini 5’1l est de signature (s, t) et que s ou ¢ est nul
et dans le cas contraire on dira que I" est indéfini.

— On dira qu’un réseau I" est pair si les valeurs que prend la forme forme
quadratique g(x) sont toutes paires. Dans le cas contraire le réseau
sera dit impair.
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— Si on dispose de deux réseaux (I'}, g,), (I, g,), on peut alors former
leur somme directe qui est le réseau donné par la forme quadratique
q(x; + x,) 1= q,(x;) + q(x,) sur I'; & I',. On voit que si I'; est de
signature (p,, g;) alors I'; @ I', est de signature (p, + p,,q, + g,) et
qu’il est unimodulaire si et seulement siI'; et I', le sont.

— Si on dispose d’un réseau (I', g), on notera aussi ['(—1) le réseau
opposé donné par la forme quadratique —¢g sur le module I'. Si I’
est de signature (s, t) alors I'(—1) est de signature (¢, s) et I'(—1) est
unimodulaire si et seulement si I" I’est.

— Pour un réseau (I', g), on notera O(I') le groupe orthogonal de T,
c’est a dire le groupe des automorphismes g du module I" vérifiant
q(g(x)) = q(x) pour tout x € I'.

— Si on dispose de deux réseaux (I'}, q,), (I',, g,) alors un morphisme
f : I') = I'; entre réseau est un morphisme de Z-module vérifiant
q,(f(x)) = g,(x). On voit avec cette définition que le groupe ortho-
gonal O(I') n’est rien d’autre que le groupe des automorphismes de
réseaux de I'.

Pour plus de détails voir [Ser77] (a noter que Serre définit un réseau comme
étant automatiquement unimodulaire) ou chapitre 14 de [Huy16].

Exemple 1.3.2.  — On note I, (resp. 1_) le réseau donné par la forme
quadratique g(x) = x? (resp. q(x) = —x?) sur Z. On notera de plus
sI, @ 1I_ le réseau donné par la forme quadratique g(x) = Y,_, x? —
Zizs L, X7 sur Z°*, Le réseau sI, @ sI_ est unimodulaire impair et de
signature (s, 7).

— Onnote U le réseau donné par la forme quadratique g(x,, x,) = 2x,x,
sur Z? et on I'appelle réseau hyperboligue. C’est un réseau unimodu-

laire, pair et de signature (1,1). Remarquons aussi que U ~ U(—1).
— On note Eg le réseau donné par la forme quadratique de matrice

2 0 -1 0 0 O O O
o 2 0 -1 0 0 0 O
-1 0 2 -1 0 0 O O
O -1 -1 2 -1 0 0 O
o 0 0 -1 2 -1 0 O
o o o o0 -1 2 -1 0
o o o0 o0 o0 -1 2 -1
O 0o 0 O O 0 -1 2

11



On peut vérifie que ce réseau est unimodulaire, pair et de signature
(8,0).

— On appellera réseau K3 le réseau U @ E4(—1)®2. Je noterai tout le
temps ce réseau A dans ce travail.

Le nom de ce dernier exemple est suggéré par le théoreme 1.3.4 et le théoreme
de classification suivant :

Théoréme 1.3.3 (Classification des réseaux unimodulaires, pairs, indéfi-
nis - [Ser77]). Tout réseaux I" unimodulaire, pair, indéfini de signature (s, 1)
avec s > t est isomorphe a U®" @ E;eq onicip=t/2etq=(s—1)/8.
Dans le cas ou I' vérifie s < t alors en considérant le réseau opposé I'(—1),
on obtient T ~ U @ Ey(—=1)®7 ouicip' =s/2etq = (t—s)/8.

Mais on a aussi le résultat :

Théoreme 1.3.4 ([Huy16] prop 1.3.5). Si X est une surface K3, alors le
module H?>(X,Z) muni du cup-product — est un réseau unimodulaire, pair,
indéfini de signature (3,19). Il est donc isomorphe au réseau K3 A définit
ci-dessus.

Dans le théoreme précédent, le cup-product — définit de maniere canonique
une forme quadratique sur H?(X,Z) puisque si x,y € H?*(X,Z) alors
x — y € H*(X,Z) mais I'orientation naturelle de X donnée par sa structure
complexe définit un isomorphisme canonique H*(X,Z) ~ Z.

Définition 1.3.5. Si I'; est un sous réseau de I',, c’est a dire qu’on a un
morphisme injectif de réseau I';, < I',, alors on dit que I'; est primitif dans
I', si ce morphisme est de conoyau libre.

Proposition 1.3.6. Un sous réseau I', de I', est primitif si et seulement si il
existe une famille libre (v,, ..., v,) d’élément de I, telle que

FI@Z'UI@"'@Z'Un:FZ.

Démonstration. Pour le sens réciproque, on calcule

qui est libre.

Pour le sens direct, on suppose que I'; est primitif c¢’est a dire que I, /T,
est libre. On se donne alors [v,], ..., [v,] des élements non nuls du quotient
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I, /T, qui forment une base. Alors si on se donne x € I',, il existe des entiers
Als.os Ay tels que [x] = ) A,[v;] dans T, /T, Ainsi,onax — Y. A,v; €T
et on voit comme ¢a que I', est engendré par I'; et les vecteurs v,. De plus,
aucun des v, ne se trouve dans I'; car autrement 1’un des v; vérifierait [v;,] = 0
et donc

Fl ® (ZUI + b + ZUn) = Fz.

I reste donc a voir que la famille formée des v; est libre. Mais si on avait une
relation Z-linéaire ;" A,v; = 0 alors on aurait dans le quotient la relation
Z-linéaire ;" A,[v;] = 0, ce qui est absurde compte tenu de la liberté de la
famille ([v,], ..., [v,]) dans I", /T",. Par conséquent, on a bien

FI@Z'01®"’®Z'U’1=F2.

]

Proposition 1.3.7. Si X est une surface K3 projective alors le groupe de
Picard Pic(X) muni du produit d’intersection est un sous réseau primitif de
H?*(X, 7).

Démonstration. On sait que H'(X, ©y) = 0 donc la suite exacte exponen-
tielle dit que
Pic(X) = H*(X,Z)

Rappellons qu’on peut définir le groupe de Néron-Sévéri NS(X) comme
I’image de ce morphisme. Le conoyau de ce morphisme est isomorphe a

H*(X,Z)/Ker(H*(X,Z) —» H*(X,0y)) ~ Im(H*(X,Z) - H*(X,0y))

Or le groupe de droite est sans torsion donc la classification des Z-modules
de type finis dit que H*(X,Z)/Pic(X) est libre.

]

J’utiliserai aussi dans la preuve du théoreme 3.4.4 :

Théoreme 1.3.8 ((Huy16] corollaire 3.8 - [Kov94] lemme 4.1). Si X est
une surface K3 projective dont le rang de Picard p(X) > 12, alors il existe
une injection de réseau U — NS(X). En particulier, si on note e, f les
éléments de la base de U alors (e — f)* = =2 donc il existe une classe de
carré -2 dans NS(X).

Pour fournir des exemples de surfaces K3 en ne spécifiant que leur réseau
de Picard, j’aurai besoin de :

13



Proposition 1.3.9 ((Huy16] corollaire 14.3.1). Si N est un réseau pair de
signature (1,p — 1) ou p < 10 alors il existe X une surface K3 telle que
NS(X) ~ N.

14



Chapitre 2

Geéneéralités sur les surfaces K3

2.1 Cohomologie des surfaces K3

Tout d’abord, un théoreme de topologie algébrique de [Fre82] affirme que le
type d’homéomorphisme d’une variété topologique réelle X de dimension
4 est enticrement déterminé par un F,-invariant appelé invariant de Kirby-
Siebenmann et la forme d’intersection

—: H* (X, Z)x H¥(X,Z) > Z

Il est donc tout a fait naturel de s’interesser a la structure de H>(X, Z). Dans
cette partie, nous allons donc étudier la cohomologie entiere des surfaces
K3.

Il est important de noter, concernant cette introduction, que toutes les surfaces
K3 sont difféomorphes a la surface quartique de Fermat [Huy16, Thm 7.1.1].
Cette propriété ne sera en revanche pas utilisée dans ce travail.

Pour cela, remarquons que le théoréme de Riemann-Roch admet une formu-
lation plus précise dans le cas des surface K3.

Théoréme 2.1.1 (Riemann-Roch pour les K3). Soit X une surface K3 et L
un fibré en droites sur X. On a
2
yX,L)y=2+ %
Démonstration. La dualité de Serre implique y(X,Oy) = 2 puisque O} =
Oy, et la forme d’intersection vérifie L - Ky, = L - O, = 0; on obtient donc
la formule. [

15



Lemme 2.1.2. Soit X une surface K3, son groupe de Picard Pic(X) est sans
torsion.

Démonstration. Soit L € Pic(X) un élément de torsion et fixons un fibré
en droites M € Pic(X). Remarquons que M - _ : Pic(X) — Z est un
morphisme de groupes ; or Z n’a aucun élément de torsion, donc M - L =0,
et en particulier L? = 0. De plus, la dualité de Serre 1.1.1 pour les K3 et le
théoreme de Riemann-Roch 2.1.1 impliquent

WX, L)-h'(X,L)+h°(X,LY) =2

Ainsi, L ou LY possede une section non triviale s; supposons, sans perte
de généralité, qu’il existe s une section globale non identiquement nulle
de L. Mais il existe m tel que L®" ~ O, donc s®" correspond sous cet
isomorphisme a un nombre complexe z € C = I'(X, Q). Ainsi s®" est une
section constante. serait nulle. Par conséquent, si s s’annule s®” s’annule
également mais alors comme c’est une constante s®” = 0 et donc s = 0 ce
qui est absurde. On en déduit que s ne s’annule pas. Donc L possede une
section holomorphe ne s’annulant nulle part, ce qui implique que L ~ Oy
est trivial. [

Théoréme 2.1.3. Soit X une surface K3, sa cohomologie entiére est :
H°(X,Z)=H"X,Z)=Z et H(X,Z)= H*(X,Z)=0

Enfin H*(X, Z) estisomorphe au réseau K3 voir 1.3.4 en particulier H*(X , Z.)
est de rang 22. De plus la caractéristique d’Euler topologique de X est 24.

Démonstration. Le fait que H(X,Z) = H*(X,Z) = Z découle de la dua-
lité de Poincaré, car on a toujours H(X,Z) = Hy(X,Z).

Ensuite, par hypothése on a que H!(.S,Og) = 0 et puisque X est de dimen-
sion complexe 2, on a H3(S, O ) =0. Ecrivons la suite exponentielle :

0->Zy—>0Ox—>05 -0

En considérant la suite longue induite en cohomologie, on en déduit que
H'(X,Z) - H'(X,Oy) est une injection, et donc H'(X,Z) = 0. De
plus, la dualité de Poincaré donne H,(X,Z) = 0, et donc le théoreme des
coefficients universels implique que

H3(X’ Z) = HS(X’ Z)free @ HZ(X’ Z)tors = HZ(X’ Z)tors'
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On trouve également 0 — Pic(X) - H*(X,Z) —» H*(X,Oy). Nous avons
prouvé que Pic(X) n’a aucun élément de torsion au 2.1.2, et il en va de
méme pour H2(X,Oy) puisqu’il s’agit d’un espace vectoriel complexe.
Donc H?(X,Z) n’a pas non plus d’élément de torsion ; par conséquent, la
dualité de Poincaré indique que H,(X,Z),,.. = 0. Ainsi H3(X,Z) = 0.

Il reste a calculer la caractéristique d’Euler topologique de X. Pour cela, on
utilise la formule de Noether 1.1.6 qui donne pour les surfaces K3 :

127(X,0x) = x*(X)

Mais H*(X,Oy) ~ H(X,0y) = C d’apres la dualité de Serre 1.1.1 et par
hypothése H'(X,O,) = 0. Ainsi y(X,0y) =2etdonc y'P(X)=24. O

Remarque 2.1.4. Nous venons de voir que H'(X,Z) = 0, ¢’est un résultat
qui aurait ét€ immédiat dans le cas ou ’on avait supposé dans la définition
d’une surface K3 qu’elle était nécéssairement simplement connexe (voir
[Huy16, Coro 7.1.4] pour I’équivalence des définitions).

Enfin, nous donnons une description de la cohomologie de Dolbeault, pour
cela nous auront besoin d’admettre le résultat de [Siu83] disant que toute
surface K3 est kahlérienne.

Théoreme 2.1.5 (Diamant de Hodge d’une K3). Le diamant de Hodge
d’une surface K3 est de la forme :

hoo 1
A0 Ao 0o 0
R0 A 2 = 1 20 1
K2 h!? 0o 0
h22 1

Démonstration. Les surfaces K3 sont compactes et kidhlériennes donc le
théoréeme de décomposition de Hodge s’applique. On I'utilisera dans cette
demonstration.

Tout d’abord, la dualité de Poincaré et le théoreme de décomposition implique
que

h*? =dimH*(X,C) = dimH°(X,C) = h®* = 1.

De plus, ona H(X,Q}) = HY(X,Ky) ~ H°(X,Oy) = C par hypothese,
donc A*? = 1 et par conjugaison A%* = 1. Nous avons donc calculé les
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extrémités du losange.

Maintenant on utilise le fait que H'(X,0y) = 0, i.e. A% = 0; ainsi la
conjugaison et la dualité de Serre donnent 0 = h%! = h!0 = B2 = p!2,

Il reste a calculer le dernier coefficient A!!. D apres le théoréme de Hodge,
22 =dimH?*(X,C) = h*° + b + %2 =2 + A,

On trouve donc que A = 20. O

2.2 Fibrés en droites sur les surfaces K3

2.2.1 Généralités sur les systémes linéaires

Soit X une variété projective lisse de dimension #, et soit L un fibré en
droites sur X. On note | L| le systeme linéaire complet associé a L, c’est-
a-dire I’ensemble des diviseurs effectifs linéairement équivalents a L. On
rappelle que ce dernier est muni d’une structure de variété projective donnée
par

|L| ~ P(H°(X, L)).

Pour une section globale s de L, on peut parler de son diviseur de zéros
Z(s), qui est un diviseur effectif linéairement équivalent a L. Celui-ci est
défini en se donnant une trivialisation locale ie un ouvert U et une section
e € H(U, L) engendrant L], puis on écrit s = f - e pour une fonction
f € HYU,Oy) etonnote Z(s)|y := Z(f)|y. On peut vérifier que cette
construction est indépendante du choix de la trivialisation et que les Z(s)|,,
se recollent pour former un diviseur global Z(s) effectif voir [Har77, Chap
1L.6].

Pour un systéme linéaire V' C H°(X, L), on peut considérer son schéma de
base

Bs(V) := ﬂ Z(s).

seV

Ici, un diviseur de Weil effectif D = Z(s) est vu comme un sous-schéma de
X de codimension 1, potentiellement réductible et non réduit.

Le systéme linéaire V' définit une application rationnelle

@y X - PWV)
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qui est réguliere sur X \ Bs(V'). Pour décrire ce morphisme, on se donne
une base s, ..., s, de V', et on pose

Py X - PWU)
x = [s(x) e s, (0)]

Partie fixe et partie mobile d’un fibré en droite Soit L un fibré en droite
avec au moins une section globale non nulle. Notons maintenant ' C Bs(|L|)
la partie fixe qui est définit comme étant le plus grand diviseur effectif contenu
dans le lieu base de | L|. Ici I’expression "le plus grand diviseur effectif" est
encore a prendre au sens schématique : pour tout diviseur effectif D, on a
une immersion fermée D < nD pour n > 0.

Proposition 2.2.1. Si L est un fibré en droite tel que H(X, L) # 0, alors
on a les propriétés suivantes :

1. (X, F)=1
2. Linclusion L(—F) < L induit un isomorphisme H°(X, L(—F)) ~
HO(X, L)

Démonstration. Supposons par 1’absurde que h°(X, F) > 1. Puisque L a
des sections globales non nulle, il existe D € | L|.Par définition de F il existe
un diviseur D’ effectif sans composante irreductible commune avec F tel
que D = D’ + F. Puisque h°(X, F) > 1 alors on trouve F’ # F un diviseur
effectif linéairement équivalent a F, ainsi le diviseur D" + F’ est effectif
et linéairement équivalenta D € |L| donc D' + F’ € |L| or D' + F' ne
contient pas F dans son support ce qui est absurde par propriété de F' donc
cela prouve 1. Ainsi, a multiplication scalaire prés, on a une unique section
sp € H'(X, F).

Considérons maintenant I’inclusion L(—F) < L donnée par la tensorisa-
tion par L de I'inclusion Oy (—F) < O,. Linclusion H(X, L(—F)) <
H°(X, L) estun morphisme est surjectif. En effet, choisissons s € H°(X, L)
définitpar D € |L|alors D' := D—F esteffectifetainsiona D’ € |L(—F)|
donc définit s’ € H(X, L — F) tel que s’ ® s, = s. ]

Remarque 2.2.2. Attention, je veux noter que méme si H%(X, L(-F)) =
H°(X, L) alors on a pas forcément Bs(L(—F)) = Bs(L) puisque Bs(L(—F))
dépend de la structure du fibré en droites L(—F) et pas seulement de son
espace de sections globales. On a néanmoins I’inclusion Bs(L(—F)) C Bs(L)
et méme Bs(L(—F)) C Bs(L) \ F (dans le sens topologique).
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Ainsi, dans le cas ou X est une surface, Bs(L(—F)) est composé d’un certain
nombre de points x;. Et le point 2. de la proposition précédente montre que
¢, prend les mémes valeurs que ¢ _r,. Donc on peut étendre I"application
@, de sorte qu’elle soit définit sur le complémentaire d’un sous-schéma de
dimension 0 (codimension 2 dans le cas général).

Définition 2.2.3. On obtient de cette facon une décomposition L = F + M
ou M = L(—F) est appélé la partie mobile de L.

Genre d’une courbe dans une surface K3 Tout d’abord, rappelons que
pour une courbe C, on peut définir son genre arithmétique p,(C) =1 —
x(O). De plus, si la courbe C n’est pas lisse alors on peut définir le genre
géométrique de C comme étant le genre de sa normalisation v : C — C
c’est a dire on pose g(C) := 2(0).

Avant de discuter des courbes dans les surfaces K3, voici une description du
genre arithmétique des courbes (integres) éventuellement singuliere.

Proposition 2.2.4. Pour une courbe C intégre, on a
P,(C) = g(C) + h°(C,v,0:/0O,),

de plus le faisceau v,Os /O est de support fini concentré sur les points
singuliers de C de sorte que p,(C) = g(C) si et seulement si C est lisse.

Démonstration. Pour commencer, on a une inclusion O, < v,Os qui est
localement donnée par I’inclusion d’un anneau intégre dans sa cloture inté-
grale. En particulier, cette inclusion est un isomorphisme au voisinage de tout
point lisse de C puisqu’un tel voisinage s’écrit Spec(A) avec A intégralement
clos et donc le quotient v, O /O est de support fini concentré sur les points
singuliers de C. De plus, la suite exacte courte

0—- 0O, = Vv,06 > v,0:/0 - 0

donne I’égalité ¥ (v,Op) = y(Op)+ y(v,Or/Oc). Mais v est un morphisme
affine donc y(v,Op) = x(Og) et v,Os/0O est de support fini donc n’a
pas de H! voir par exemple [Har77, Thm II1.2.7]. Ainsi, on calcul que
P.(C) = g(C) + h°(C,v, 05/ Op). 0
Maintenant, si on se donne X une surface K3, alors rappelons que le théoreme
de Riemann-Roch pour les surfaces K3 2.1.1 est

2

;((L)=L7+2

20



pour tout fibré en droites L sur X. En particulier, si C est une courbe integre
2

dans X, on voit que —h!'(C,0.) = % + 1 etdonc C? = 2 — 2h'(C,0O,).

Mais p,(C) > 0 donc C? > —2. Notons aussi qu’en particulier L? est pair.

Définition 2.2.5. Une courbe C irréductible dans une surface K3 est appélé
(-2)-courbe si C? = =2.

Remarque 2.2.6. Tout diviseur effectif D avec un support irréductible et
étant de carré -2 est une (-2)-courbe. En effet, écrivons D = nC avec C une
courbe irréductible et n > 1. Alors —2 = D? = n’C? mais comme —2 n’a
pas de facteur carré on en déduit que n = +1. Et comme D et C sont effectif,
onan=1etdonc D=C.

Proposition 2.2.7. Toute (-2)-courbe dans une surface K3 est isomorphe a
P'.

Démonstration. Soit C une (-2)-courbe, on a p,(C) = 0 et g(C) < p,(C)
donc g(C) = 0. Par conséquent, la courbe C est lisse, irréductible et de genre
0, donc C ~ P! puisque qu’on est sur un corps algébriquement clos. ]

L’ étude des (-2)-courbes dans une surface K3 donne beaucoup d’informations
sur la géométrie de la surfaces K3. Tout au long de ce document elles joueront
un role primordial.

Exemple 2.2.8 (de (-2)-courbes). — Sionnote F, la quartique de Fermat
dans P? alors on peut montrer que toutes les droites de F, sont des
(-2)-courbes. On peut méme montrer que F, contient 48 (-2)-courbes
données par les intersections de F, avec les 48 plans de la forme
x; = {x; ou { est une racine quatrieme de I'unité.

Remarque 2.2.9. 11 est important de remarquer que s’il existe un diviseur
effectif D dont le carré est strictement négatif alors il existe une (-2)-courbe.
En effet, on écrit D sous la forme D = Z?zl n;C; ou les C; sont des courbes
irréductibles et les n; sont positifs. Mais alors D* < 0 donne que N jmm;C;-
C; < 0orpuisque les C;, C; ne partage pas de composante irréductible quand
i#j,onaC;-C; >0quandi # j. Ainsi I'une des courbes irréductibles C;

est de carré strictement négatif et donc de carré -2.

Conséquence de Riemann-Roch pour les K3

Lemme 2.2.10. Si L est un fibré en droites sur une variété lisse tel que
h°(X,L) #0et h°(X, L*) # 0 alors L ~ Oy.
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Démonstration. L hypothese assure qu’on peut trouver D, E deux diviseurs
effectifs tel que L = O, (D) et L* = O (E), ainsi 0 = D + E mais comme
ces deux diviseurs sont effectifs alors D = E = 0etdonc L ~ Oy. [

Proposition 2.2.11. Soit X une surface K3 et soit L un fibré en droites sur
X. Alors on a les propriétés suivantes :
1. Si L?> > =2 alors h°(X, L) # 0 ou h°(X, L*) # 0.
2. 8Si L?> > 0alors L ~ Oy ou h°(X, L) >2ou h°(X, L*) > 2.
3. Si h°%(X, L) = 1 alors toute courbe C contenu dans ['unique diviseur
effectif D associé a L vérifie C* < =2, en particulier si C est intégre
alors c’est une (-2)-courbeS.

Démonstration. 1. On écrit y(L) = L?z +2 > 1etcomme h*(X,L) =
h°(X, L*) alors h°(X, L) — h'(X, L) + h°(X, L*) > 1. Il faut donc
que h°(X, L) ou h°(X, L*) soit non nul.

2. Onécrit y(L) = %2 + 2 > 2 donc de méme on a
(X, L) —h'(X, L)+ h(X, L") > 2.

Supposons que A°(X, L) < 1 et h%(X, L*) < 1 alors I’inégalité de
dessus assure que h!(X, L) = 0 et puis alors h°(X, L) = h%(X, L*) =
1. On utilise maintenant le lemme précédent qui dit que L ~ O,.

3. Si L =0, alors D =0etil n’y a pas de courbe dans D. Sinon, L est
associé a un unique diviseur effectif non nul D, donc on prend C C D
un courbe non nulle, on a donc 1 < A%(X, C) < h°(X, D) = 1 et ainsi
h°(X,C) = 1. Mais on a h°(X, —C) = 0 donc ensuite Riemann-Roch
donne —h'(X,C) = < + 1 donc C* = =2 - 2! (X, C) < -2,

O]

Corollaire 2.2.12 (Forme de la partie fixe). La partie fixe F du fibré en
droite L s’écrit F = ), a,C; ou les C; sont des (-2)-courbes.

Démonstration. On a déja vu que h°(X, F) = 1 donc on applique le point

3. de la proposition précédente. ]

2.2.2 Fibrés en droites amples et nefs

A cause du théoreme suivant, on aura besoin d’introduire quelques notions
de géométries Lorentzienne.
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Théoreme 2.2.13 (de I’indice de Hodge - [Har77, Thm V.1.9]). Soit X
une surface projective et p(X) le rang du groupe de Néron-Sévéri. La forme
quadratique de NS(X)g induit par le produit d’intersection est de signature

(1, p(X) = ).

Prenons un espace vectoriel V' ~ R” muni d’une forme bilinéaire symétrique
de signature (1, n— 1), alors I’ensemble {v € V'|v* > 0} a deux composantes
connexes. En effet, si on se donne une base de V' dans laquelle la forme
bilinéaire s’écrit v* = v} — v; — -+ — v2 alors la condition v* > 0 est

équivalente a v, > \/05 + -+ 0v2ouy; < —\/Ué + -+ + v? et ainsi on voit

que les deux composantes connexes sont données par le signe de x;,.

Proposition 2.2.14. Les deux composantes connexes de |’ensemble des vec-
teurs positifs {v € V|v* > 0} sont données par le signe de [’intersection
avec une classe de carré positif. Plus précisement, si h € V tel que h* > 0
alors si on note C la composante connexe de V' contenant h, on a

C={veV,v*>0,v-h>0}.
Ajoutons aussi que ’adhérence du C s’écrit
C={veV,t*>0,v-h>0}u{0).

Démonstration. Fixons h € V tel que h> > 0 et C la composante connexe
contenant A4 de ’ensemble des vecteurs positifs. On complete la famille

(h/ \/ﬁ) en une base
_h
N

qui diagonalise la forme bilinéaire et dans laquelle les vecteur v € V
s’écrivent v = (vy, ..., U,).

€5,y €,

Commengons par montrer la premiére égalité. Un vecteur v vérifiant v*> > 0

vérifie donc v; > \/05 + -+ v2ouv; < —,/U% + -« + v2. Et le signe de

v, détermine dans quelle composante connexe v se trouve. Or on a h =
(\/ﬁ, 0,..,0) et \/ﬁ > 0. Ainsi, h est dans la composante connexe de
{v=(v,...,v,) € V|v* > 0} déterminée par la condition v, > 0. Donc, on
a

C={veV,v*>0,v, >0}
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Maish-v = \/ﬁ - v, donc v, est du méme signe que A - v. Ainsi,
C={veV,v*>0,v-h>0)}.
Montrons maintenant la deuxieme égalité, celle-ci se réécrit
C\{0})={veV,v¥>0,v-h>0}.

Pour montrer cela, on écrit que I’ensemble E\ {0} est la composante connexe
contenant & de I’ensemble

{veV*>0}\{0}={veV|”>0}\{0}.

Mais une vecteur v vérifiant v* > 0 vérifie alors v, > \/U% + -+ 0% ou
v, < —y/V? + -+ + v2. Mais si on suppose en plus que v est non nul alors
1= 5 pe pp plus q

dans aucun des cas précédents v, = 0 et donc c’est encore le signe de
1 .4 . R .
v, = —=h - v qui détermine a quelle composante connexe v appartient. Le

\/ﬁ

méme argument que précédement montre alors que
C\{0}={veV,v¥>0,v-h>0}.

]

Définition 2.2.15. L’ensemble C sera appelé cone positif de V' muni du
vecteur positif 4. En particulier, sur les surfaces projective on peut définir
C, comme étant le cone des fibrés en droites d’autointersections strictement
positives contenant un fibré ample.

Théoreme 2.2.16 (Critére d’amplitude de Nakai-Moshezon pour les
classes entiére - [Har77, Thm V.1.10]). Soit X une surface projective et D
un diviseur de X. Alors D est ample si et seulement si D> > 0et D-C > 0
pour toute courbe C C X.

Remarque 2.2.17 ([Ven84, Coro 1V.5.4]). Le critere précédent est aussi
valable pour les surfaces compacte complexes non projective. C’est a dire
qu’un diviseur D sur une telle surface est ample si et seulement si ¢,(D)* > 0
et ¢;(D) - ¢,(D") > 0 pour tout diviseur effectif D’ de la surface.

Définition 2.2.18. On dit qu’un diviseur D d’une surface projective X est
nef si pour toute courbe C C X,ona D -C > 0.
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On dira de plus qu’une classe rationnelle & de NS(X), est ample (resp. nef)
s’il existe un entier n tel que na € NS(X) soit une classe entiere ample (resp.
nef). Cette terminologie permet de voir que le critere de Nakai-Moishezon
admet une généralisation pour les classes rationnelles

Exemple 2.2.19 (important de fibré nef). Si L est un fibré en droite sur une
surface X. On a définit plus haut la partie mobile M := L(—F) du fibré L
ou F est sa partie fixe. Cette partie mobile M est nef. En effet, le systeme
linéaire | M | est sans partie fixe par définition, ainsi si C est une courbe de
X, il existe une courbe C’ € | M| sans composante irréductible commune
avec C. Ainsiona M - C=C"-C > 0.

Théoreme 2.2.20 (Critére d’amplitude de Nakai-Moshezon pour les
classes rationnelles). Soit X une surface projective et a une classe ration-
nelle de NS(X)q. Alors a est ample si et seulement si a’>0eta-C>0
pour toute courbe C C X.

Démonstration. Soit a € NS(X), ample si et seulement si un multiple na
est ample. D’apres le critere pour les classes entieres I’amplitude de na est
équivalente au fait que (na)?> > 0 et que na - C > 0 pour toute courbe C.
Sauf que les conditions (na)? > 0 et na - C > 0 sont vérifié si et seulement
sia’> > 0eta-C > 0 puisque n > 0. O

On voit que tout classe ample est nef, on va essayer de voir ce qu’il se passe
réciproquement.

Lemme 2.2.21. Soir X une surface projective et & € NS(X), est une classe
rationnelle. Alors a est nef si et seulement si c’est la limite d’une suite de
classe ample. En particulier, toute classe rationnelle nef a vérifie a*> > 0.

Démonstration. Tout d’abord, si « est une classe rationnelle telle qu’il existe
une suite (a;) de classe ample rationnelle et convergeant vers a. Alors par
continuité du produit d’intersection, a*> = lima? > 0 et de méme a - C =
lime; - C > 0 pour toute courbe C.

Réciproquement soit a une classe rationnelle nef et on va montrer que a est
une limite de classe ample. Soit H un diviseur ample et un multiple positif
D := na de a tel que D est un diviseur. Puisqu’un multiple positif mH de
H est tres ample et en particulier effectif alors @ - mH > 0. Ainsi D- H > 0.
De plus H? > 0, ainsi si I’on se donne ¢ > 0, on aura

(D +ntH)* = D> +2tnD - H + (nt)*H?> > 0
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De méme, toute courbe C C X,ona D - C > 0 alors si on prend unt > 0
assez grand, on a

(D+ntH)-C=D-C+ntH-C >0

puisque H - C > 0. Ainsi pour ¢t > 0 assez grand, si ¢ est un rationnel, alors
a+tH = %(D + nt H) est ample. Ainsi, en faisant tendre ¢ vers 0 on trouve
une suite de classes ample qui converge vers a.

On a donc prouvé qu’une classe rationnelle est nef si et seulement si elle est
limite de classe rationnelle ample. Soit « est rationnelle nef alors on a (a;)
qui converge vers «a et telle que les «; sont ample. Mais comme le produit
d’intersection est continu, et que &’ > 0 alors a* > 0.

O

Revenons maintenant aux surfaces K3, on fixe X une telle surface.

Théoréme 2.2.22 (Critére d’amplitude sur les K3 - [Huy16, Prop 2.1.4]).
Soit a une classe de NS(X)q. Alors a est ample si et seulement si a € Cy et
a - C > 0 pour toute (-2)-courbe C.

Démonstration. Une classe a ample vérifie immédiatement ces conditions.
II faut donc montrer que la condition est suffisante. Donc soit @ € NS(X)
vérifiant « € C et a - C > 0 pour toute (-2)-courbe C. On veut appliquer le
critere de Nakai-Moishezon 2.2.20, on sait déja que > > Oetque a - H > 0
pour un diviseur ample H puisque a € Cy. D’apres la proposition 2.2.14
appliquée au couple (NS(X)g, @), la composante connexe contenant o de
I’ensemble des classes non nul de carré positif ou nul est

C' = {feNSX)g\ (0} | f*>0,a-p>0)}.

Mais I’ensemble P des classes différentes de O de carré positif ou nul de
NS(X)g a deux composantes connexes. De plus, les C’ et a \ 0 sont deux
composantes connexes de P. Et donc puisque « € C' N (a \ {0}), on en
déduit que C’' = a\ {0} c’est a dire que

Cx={FENS(X)g | 220, a- f> 0},
En particulier, toute courbe effective C de carré positif est déja dans a

puisque H - C > 0. Donc on a automatiquement « - C > 0 pour de telles
courbe uniquement a cause du fait que a € Cy.
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Il faut donc vérifier maintenant que « est d’intersection positive sur les
courbes de carré strictement négative. Soit donc C une courbe telle que
C? < 0. Il existe un nombre fini de courbes irréductibles C; (éventuellement
non réduites) telles que C = )" C,. Pour 1 < i < n, la courbe C; est
soit d’autointersection positive ou nulle auquel cas C, - a > 0 d’aprés ce
qui précede, soit d’autointersection négative et alors comme on a pris C;
irréductible sz = —2 par Riemann-Roch 2.1.1. Mais dans ce second cas,
C, - a > 0 par notre hypothese.

On peut donc appliquer le critere de Nakai-Moishezon et trouver que a est
ample. ]

Remarque 2.2.23. Dans la preuve précédente, je n’ai pas utilisé le fait que a
est une classe rationnelle et cette preuve s’ appliquera quand on aura définit
la notion de classe réelle ample et fournira une preuve du corollaire 3.2.3.

Corollaire 2.2.24. Soit une classe rationnelle « € NS(X)q vérifiant a’>>0
et a - C > 0 pour tout (-2)-courbe C, alors est @ ou —a est nef.

Démonstration. On se donne donc une classe a qui vérifie a> > 0 et qui
est d’intersection positive ou nulle sur les (-2)-courbes. Encore d’apres le
lemme 2.2.21, il suffit de démontrer que a est limite de classes rationnelles
amples. Pour cela, on se donne H un diviseur ample sur X. Prenons, un # tel
que na soit une classe entiere de NS(X). Puisque (na)? > 0, le théoréme de
Riemann-Roch 2.2.11 dit que na ou —na est équivalent a un diviseur effectif.
Puisqu’on veut démontrer que a ou —a est nef alors on peut supposer que
c’est na qui est effectif et on en déduit que na - H > Oetdonc a - H > 0.

Alors pour tout # > 0 rationnel, la classe a + tH est telle que
(a+tHY =a’+2ta- H+1*H*>0

puisque par hypothése a® > 0. De plus par hypothése, on a aussi a - C > 0
pour toute (-2)-courbe C donc pour une telle courbe C, on a

(a+tH)- C=a-C+tH -C > 0.

Ainsi, « + tH est ample. Donc en faisant tendre ¢ vers 0, on trouve que « est
une limite de classe rationnelle ample et donc « est nef. ]
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2.2.3 Systemes linéaires complet contenant une courbe
lisse

Essayons de donner quelques propriété vérifiée par un fibré en droite L sur
X une surface K3 et qui est de la forme L = O, (C) ou C est une courbe
lisse de X. Rappelons que les courbes lisses sont classifiées sont toutes
projectives et classifiées par leur genre g := dimH°(C, K.) ou K. est le
faisceau canonique de C. Pour plus de détails sur cette classification voir
[Har77, Chap IV] et pour la projectivité des surfaces de Riemann voir le
cours de Benoit Stroh [Str, Chap 6].

Proposition 2.2.25. Soit X une surface K3 non nécéssairement projective
et C C X une courbe lisse de genre g dans X. On a C* = 2g — 2 et
h(X,0,(C) =g+ 1.

Démonstration. La formule d’adjonction [Huy04, Prop 2.2.17] ditque K ~
O4(O)| puisque K, ~ Oy. Mais deg(O,(C)|.) = C*etdeg(K,) = 2g—2
par Riemann-Roch, voir [Har77, Ex IV.1.3.3]. On a donc bien C? = 2g — 2.

De plus, la suite exacte
0->0,—>04,C)=K.—-0
donne naissance a la suite exacte les sections globales :
0—-C— H°X,0,(C) - HY(X,K.) = 0
puisque H'(X,Oy) = 0 et donc h%(X,O0,(C)) = g + 1. O
Remarque 2.2.26.
— On a montré a I’instant que le morphisme
H(X,04(C)) - H(C, K¢)

est surjectif, en fait on montre par récurrence via des inégalités issues
de Riemann-Roch 2.1.1 et une suite exacte similaire que si L = O, (C)
alors le morphisme

H(X,L*) - H(C,K})

est surjectif pour tout k > 0, voir [Huy16, Rmq 2.2.2].

— En particulier, si X est une surface K3 qui contient une courbe C
lisse de genre g > 2 alors X est projective. En effet, le fibré en droite
O (C) est d’autointersection 2g — 2 > 0 et donc par [Ven84, Thm
IV.5.2] la surface X est projective.
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La proposition précédente montre que le morphisme vers I’espace projectif
associé au fibré O, (C) est un morphisme X --» Ps.

Je vais maintenant énoncé deux théorémes décrivant le morphisme induit
par un fibré en droite L suivant son autointersection. Je vais donc fixé un
fibré en droite L sur X une surface K3.

Théoréme 2.2.27. Si L est un fibré en droite sans partie fixe vérifiant L> > 0
alors L est sans point base.

Démonstration. On se ramene au cas ou | L| contient une courbe irréductible
grace a [Huy16, Rmq 2.3.7 i1)]. Voir ensuite Saint Donat [Sai74] pour une
preuve complete dans ce cas. O]

Théoréme 2.2.28. Si L est un fibré non trivial nef avec L> = 0 alors L est
sans point fixe. De plus, la courbe générique de |L| est mE ou E est une
courbe elliptique (lisse et intégre) et m = h°(X, L) — 1.

Démonstration. Voir [Huy16, Prop 2.3.10] ]

2.3 Théorémes de Torelli

Soit f : X — S une famille de surface K3 dont la base est simplement
connexe. Le théoreme d’Ehresmann [Voi02, Prop 9.3] permet de voir que
R*f,C ~ A¢ X S pour A le réseau K3 1.3.2.

On a le lemme suivant :

Lemme 2.3.1 ([Huy16, Lem 6.2.1]). On a une inclusion naturelle f*Qi, s
est un sous fibré holomorphe de A¢c @c Og ot Qy 5 est le faisceaux d/es
2-formes différentielles holomorphes relative.

La propriété universelle de 1’espace projectif dit donc qu’on obtient une
application S — P?!. Plus explicitement, on se donne une isométrie ¢ :
H?*(X,,Z) — A pour0 € S, on appellera la donnée d’une telle isométrie sur
X, un marquage de X, et on dira de X, qu’elle est marquée. Alors comme
S est simplement connexe cela induit un marquage de toutes les fibres X,
pour t € S par Ehresmann [Voi02, Prop 9.3]. L’application vers I’espace
projectif précédente s’identifie a I’application holomorphe :

P: S - P(A¢)
t — [pH*(X)]
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Celle-ci admet plusieurs propriétés importantes que j’énoncerai dans cette
partie.

Proposition 2.3.2. L’application P est a valeurs dans la quadrique D =
{[x€P(Ac) | x-x=0,x-x>0}.

Démonstration. 1l est clair que si @ € H*%(X,), alors sous le marquage
a A a est une forme de type (4, 0) qui est donc nulle puisque les fibres X,
sont de dimension 2. De plus, @ A @ est une forme de type (2, 2) qui s’écrit
localement | f|? - dz; Adz, AdZ, AdZ, avec f une fonction complexe telle
que a soit égale a f - dz,; A dz, sir une carte U C X,. Or, un calcul montre
que la forme dz, Adz, AdZ, Adz, =4 -Vol(U). Ainsi a A & est localement
un multiple positif de la forme de volume donc a A @ est globalement un
multiple positif de la forme volume. Par conséquent, on a x - X > 0. Ol

Définition 2.3.3 (Application et domaine des périodes). On appelle D le
domaine des périodes des surfaces K3 et I’application P est I’application
des périodes de la famille X — .S.

Définition 2.3.4 (Déformation universelle). Soit une famille X — S avec
0 € S. On dit que cette famille est la déformation universelle de X, si pour
toute autre famille X’ — §" avec un point distingué 0" € S’ tel que X, ~ X,
il existe un unique diagramme commutatif :

~

X —5 S X X — X

I

S,:SI%S

0'—0

Si une telle déformation universelle de X, existe, alors elle est unique et on
la notera X — Def(&X))).

Pour les surfaces K3, on a le résultat suivant :

Proposition 2.3.5 ((Huy16, Coro 6.2.7 et Prop 5.2.1]). — Soit X, une
surface K3. Alors Xy admet une déformation universelle X — Def (X))

— La variété Def (X)) est lisse et de dimension 20.

— Toutes les fibres X, en t suffisament proche de 0 sont des surfaces K3
et la famille X — Def (X)) est aussi leur déformation universelle.

Théoreme 2.3.6 (de Torelli local - [Huy16, Prop 6.2.8]). L’application des
périodes associée a la surface K3 marquée (X,, @) est P : Def(X,)) - D
est bien définit localement autour de X, et est un isomorphisme local.
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Le théoreme précédent permet de globaliser 1’application des périodes sur
I’espace de module N de toutes les surfaces K3 marquées. Pour plus de
détails voir [Huy16, Chap 7.2]. Ces considérations permettent de démontrer
le théoréeme fondamental suivant :

Théoréme 2.3.7 (de Torelli global - [Huy16, Thm 7.5.3]). Soit X et X' deux
surfaces K3. Elles sont isomorphe si et seulement s’il existe une isométrie
de Hodge H*(X,Z) ~ H*(X, 7).

Si de plus, on a une isométrie de Hodge w : H*(X,Z) — H*(X',Z)
telle qu’il existe une forme de Kéiihler o € H*(X, C) sur X pour laquelle
w(w) € H*(X',Z) est une forme de Kdhler sur X' alors il existe un unique

isomorphisme f . X' = X avec ff=w.
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Chapitre 3

Cones dans ’espace des 1-cycles
des K3

On aura besoin pour cette partie de quelques définitions de géométrie des
cones.

Définition 3.0.1 ([Huy16, Def 8.0.5]). Soit V' un espace vectoriel réel.

— Un céne C est une partie de V' vérifiant R, - C = C.

— Un cone convexe C est un cone vérifiant x + y € C pour tout éléments
x,y€C.

— Un rayon du cone C est une partie de C de la forme R, , - x € C. Un
tel rayon sera dit extrémal si pour tout y,z € C telsque y+z € R ;- x
alors y,z€ R, - x.

— Soit un nombre fini de vecteurs v, ...,v, € V, un cone de la forme
> Ryov; sera dit polyédral engendré par les vecteurs vy, ..., v,. De
plus, dans le cas ou V' = I'y pour un réseau I', on dira qu’un cone C
est rationnellement polyédral, si C est polyédral donné par Z:’zl R, v,
et que les v; € I'y,.

— Plus généralement un cone C sera dit engendré par I'une de ses parties
A si tout élément x € C est une combinaison conique de vecteurs
vy, ..U, € A C’est a dire une somme finie x = )" 4,0, ou encore
que x est dans le cone engendré par des éléments de A.

— On dit d’un cone C qu’il est localement polyédral en x € C s’1l existe
un voisinage P de x dans C et qui est polyédral.

— On dit d’un cone C qu’il est circulaire en x € 0C s’il existe un
voisinage ouvert U C dC de x dans le bord du cone dC tel qu’aucun
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point y € U n’admet de voisinage polyédral P dans C.

J’énoncerai néamoins le théoréme suivant :

Théoréme 3.0.2 (Minkowski-Weyl [Zie94]). Dans R", un sous ensemble
de la forme D = {x € R" Ax < b} ou A est une matrice et b un vecteur,
peut s’écire comme une somme D = 2?21 R, v; + Conv(wy, ..., w,,) ou

Conv(wy, ..., w,) est I’enveloppe convexe des vecteurs w, ..., w,, et pour un
nombre fini de vecteurs vy, ..., U,,.
En particulier si b = 0 alors D peut s’écrire seulement comme D =

Cone(wy, ..., w,) = Y, R yw;.
On aura aussi besoin des propositions suivantes concernant les cones circu-
laires :

Lemme 3.0.3. Soit x € R" et € > 0. 1l existe un n-simplexe A, les sommets
Uy, ..U, Vérifient ﬁ > U; =xet||x —uv;|| = e. En particulier, x est dans
Uintérieur de A,.

Démonstration. Pour touti =1,...,n + 1, on construit ¢, = (q; |, ..., a; ) Ou
les a; , sont donnés par les formules :

L sii <k,
Vk(k+1)
_ [n+1 k )
aip = L )T ———— sii=k+1,
Vk(k+1)
[0 sii>k+1.

n+1
i=1

On peut vérifier que ||q;|| = 1, que nfl Y a; = 0 et que les a, forment un

repere affine. On note v, := x + €a; et A, I’enveloppe convexe des v;. On a
maintenant
lIx —v;ll = €lla;]| = €
ainsi que
1 n+l 1 n+l 1 n+1
v, = X+ €q;
n+1§’ n+1; n+1; ’
4 n+l
n £
= X+ a
n+l n+1l ; ’
=x+0=x.
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On a donc trouvé un n-simplexe A, dont x est le centre. De plus, le simplexe
A, est de dimension égale a celle de 1’espace sous jacent et ainsi x est dans
I’intérieur de A,_. Ol

Lemme 3.0.4. Si C un cone d’intérieur non vide de R" alors il est localement
polyédral en tout point x € Int(C) de son intérieur.

Démonstration. Soit x € Int(C), alors il existe une petite boule ouvert B
contenu dans C et qui contient x. Posons maintenant, U := R, - B, d’apres
le lemme précédent 3.0.3, on peut choisir une petit n-simplexe A, contenu
dans U est dont x est son centre. Le point x est donc dans I’intérieur du cone
P engendré par les sommets v, ..., v, de A,. Comme les v, sont dans U et
que U est convexe,ona P C U C C. On a donc bien trouvé un voisinage P
de x dans C qui est polyédral. L

Proposition 3.0.5. Si un cone convexe fermé d’interieur non vide C C
R" est circulaire en x € 0C alors pour tout hyperplan H passant par X,
Uintersection H N dC est d’intérieur vide dans 0C.

Démonstration. Dans le cas contraire, on a un voisinage U C H N dC de
x dans 0C N H. D’apres le lemme 3.0.3, il existe un (n — 1)-simplexe A,
contenu dans U et qui a x est dans son intérieur relatif a U. En particulier,
les sommets vy, ..., v, de ce simplexes sont dans 0C C C.

On prend ensuite n’importe quel vecteur v, ; € Int(C). Le cone P engendré
parlesv,, ..., v, estcontenu dans C puisque C est convexe fermé et contient
x dans son intérieur relatif a C.

On a donc trouvé un voisinage polyédral de x dans C ce qui est impossible
par hypothese sur C. L

3.1 Chambres et murs

On se donne dans cette section un réseau I" tel que I’espace vectoriel réel
V' =T’y est de dimension p et qu’on muni d’une forme quadratique (_, _) de
signature (1, p — 1). On a déja vu que I’ensemble des vecteurs qui sont de
carré strictement positif forment une cone ayant deux composantes connexes.
On appelle C I’une deux composantes connexes de ce cone. Je vais noter
A={s€T, s*=-2)

Définition 3.1.1 (Murs). On appelera mur un hyperplan de V' de la forme
ot
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Un tel mur découpe C en deux parties :

C={xe€Cs - x<0}U{xeC,5 x>0}

On va voir que les murs de n’accumulent pas dans C. En revanche rien ne
dit qu’ils ne pourront pas s’accumuler sur le bord de C et ca sera parfois le
cas, voir [Huy16, Ex 8.4.1].

Proposition 3.1.2 ((Huy16, Rmq 8.2.3]). L’ensemble union des murs | J seh 5+
est une union localement finie dans C.

Démonstration. On se donne h € C et on veut montrer qu’il existe un
voisinage de A qui n’intersecte qu’un nombre fini de murs. On peut donc
diagonaliser la forme quadratique (—, —) en base orthonormée en complétant
Lz. Ainsi si x € V alors on peut écrire x = x, + x’ comme la somme de

Vi2

h - .
Xg = % etde x' € ht. Alors, on a x> = |x,|> — [|x'||? ot 'on a muni At
du produit scalaire euclidien < —, — >,,= —(—, —) dont on note ||_||,. la
norme associée.

Soit § € A, alors |5,|* — ||5’||flL = —2 et montrons que ||&|]|,. <2+ |§,].
Pour cela, je vais distinguer les cas |5,| + ||6'|],. > 1 et |5,] + [16']],. < 1.

Si [6y] + 116[],. = 1 alors

801> = 118"115. = =2 & (18] + 1161501801 = 116" [1) = =2
-2

& 18| = 18| = ——
0 T80+ 1167

En particulier ||6'|| — |6, < 2.
Maintenant, si |y + ||6'|],. < 1 alors |8,] < 1 donc |5,|> < |8,| et puis
enfin ||8'|],. = V18|12 +2 < |8|> + 2 < |8| + 2. Dans chacun des deux

cas, on a donc bien
116" 150 <2+ 16| 3.D

On se donne maintenant x € %, on a donc x - § = 0 c’est a dire que
Xy 6y =< x', 6’ >,. ol x, et x’ sont donnés par la décomposition en somme
directe décrite précédement. Ainsi, I’'inégalité de Cauchy-Schwartz pour la
norme ||_||,. dit que

g+ Gol = | <x',8" >0 | < 1x" g - 18 g < X[ (18] +2).

Donc on a
|x0| : |50| - ||x,||hl : |50| < 2||X,||hL- (3.2)
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Voyons donc ce qu’il se passe quand x est proche de h c’est a dire quand
||x—=nhl|, <&, ici||_|], estlanorme euclidienne de V' que I’on calcule avec

une base orthonormé euclidienne complétant % et prenons € < \/ h?/2.

\/_

Alors on a

x—h=(x,— th)L + x’ donc ||x — hllf, = (xo— Vh?)* + ||x,||il'
NI

Donc on obtient les deux inégalités |x, — V A?|, ||X'|],. < e.

En particulier x, > Vh%> — e > 0 et donc

|xo] = [|x' |10 = xg—€ > Vh2—=2e >0

Ainsi l’inégali;el’:| (}llll paragraphe précédent 3.2 |5,|(|xo| — |x']],2) < 2[x/|] 2
X L 2e . .
< k ! <
donne || < T = T mais on a aussi que ||6'||,. < |6,] + 2 donc
8l <24 —=—.
|| ||hl = \/ﬁ—Zg

Ainsi on peut inclure I’ensemble {6 € A, 6* N B(h, €) # @} des éléments
de A qui génére un mur se trouvant suffisament proche de 4 dans le compact

26 18|l <24 —2f
h? —2¢ h? —2¢

5§=6,+6 €V, |8 <

Mais comme I’ensemble {5 € A, 6* N B(h, €) # @} est sans point d’accu-
mulation, il est nécéssairement fini. L’ ensemble union des murs est donc
bien localement fini. O

Définition 3.1.3 (Chambres). On appelle chambre une composante de
connexe de C \ J,, 6

Se donner une chambre C, est équivalent a se donner une suite (6,),c; d’élé-
ment de A vérifiant x € C, © Vi € I, x - 6, > 0. On vérifie immédiatement
qu’une chambre est un cOne ouvert.

Proposition 3.1.4. Si C, est une chambre alors le cone C_0 est localement
polyédral dans C

Démonstration. Soith € C nC_, et on veut montrer qu’il existe un voisinage
de h contenu dans C N C, qui soit de la forme Cone(v,, ...,v,) = Y Ryyv;.
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La question porte sur les vecteurs x se trouvant dans le bord de la chambre
C, puisque pour ceux dans C,, on peut trouver un tel voisinage puisque C,
est un cone ouvert par 3.0.4.

Pour cela, on se donne B un voisinage de A n’intersectant qu’un nombre fini
de murs 51{ ..., 6=. Comme 6+ = (—6*) on peut choisir les ; de telle sorte
que x € B vérifie x € C, si et seulement si x-8; > O pourtouti € {1,...,n }.
Maintenant, quitte a considérer R, B, qui n’intersecte encore qu’un nombre
fini de murs, on peut supposer B est un voisinage ouvert de A qui est un
cone dans C. En particulier, on peut trouver P, un voisinage polyédral de
h contenu dans B (ici si A est bien sur le bord de la chambre, il se peut
que P, ne soit pas contenu entiérement dans la chambre). On utilise donc le
théoreme de Minkowski-Weyl qui nous donne que ’ensemble P, des x € V'
tel que x - §; > 0 pour chaque i est polyédral et contient A. Ainsi, P, N P, est
un voisinage polyédral de A contenu dans C N C_O. [

Je désigne par O (I'g) le groupe des isométries de V' qui préservent C et
O*(I) :=0"Tg)NOWM).

Définition 3.1.5 (Groupe de Weyl). On note W (I') le sous groupe du groupe
orthogonal O*(I') engendré par les reflexion par rapport aux murs s; : x
X+ (x-0)0pourd € A.

Proposition 3.1.6 ([Deb19], [Huy16]). Le groupe de Weyl W (I') :
1. est distingué dans O* ().

2. agit sur [’ensemble des murs, et donc sur les chambres.

Démonstration. Pour 1, soit g € OT(I") et 6 € A, alors

goszog™ (x) = g(g7' (%) + (g7 (x) - 6)5)
=x+ (g7 (x) - 6)g(8)
=x+(x-g(6))g(6) puisque g est une isométrie.
= 5, (X)  puisque g(6) € A
Donc goszog~!(x) = S 4.5 st dans W (I') et donc comme W (I') est engendré
par les s; alors W (') est distingué dans O*(I').

Pour 2, on se donne 6,5’ € A et on voit que si x € §* alors on a que
s;(x) = x et que donc un calcul immédiat donne (sg(x) - 55(5)) = 0. Donc
55(61) = 55(8)* et donc W (') agit sur les murs.

]
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Proposition 3.1.7. Le groupe de Weyl W agit simplement transitivement sur
I’ensemble des chambres.

Démonstration. La démonstration n’est pas difficile et se trouve par exemple
dans [Huy16, Prop 8.2.6]. [

3.2 Les cones ample, nef et kiihlerien

3.2.1 Cones ample et nef d’une K3 projective

On rappelle que le groupe de Néron-Sévéri NS(X) d’une surface K3 est un
réseau de signature (1, p — 1) et donc la discussion précédente s’applique
quand on choisit pour cone positif C = Cy la composante connexe de
I’ensemble des classes de carré strictement positif contenant une classe de
fibré ample. Je note aussi V' := NS(X).

On note Amp(X), NE(X) le cone ample et cone effectifs les cones engendrés
par respectivement les classes de fibrés en droites amples et les diviseurs
effectifs. Ce sont tous les deux des cones de NS(X)g.

On note aussi Nef(X) le cone formé des classes @ € V telleque a - f > 0
pour toute autre classe f de diviseur effectif.

Proposition 3.2.1 (Critére d’amplitude [Huy16, Thm 8.1.2]). Soit X une
surface K3 projective. Une classe a est dans le cone ample si et seulement si
a®> > 0 et a- f > 0 pour toute autre classe f de fibré effectif.

Enfin, la preuve que je vais donner est spécifique aux surfaces K3 projective
mais ce théoréme est vrai pour une surface complexe X quelconque non
nécéssairement projective voir par ex : [Ven84, Coro IV.5.4]!

Démonstration. Soit a € C qui est strictement positive sur chaque courbe,
on peut choisir des voisinages rationnellement polyédraux ' R, v; (c’est a
dire que les v; qui sont en nombres finis sont dans I') aussi proche que I’'on
ne le souhaite de . Donc ces classes v; sont amples si et seulement si elles
sont positives sur les courbes de carré -2.

Supposons qu’il n’existe pas de tel voisinage avec des v; amples alors on
aurait une suite (v, ) de classes rationnelles et une suite de (-2)-courbes (C,)
telles que v, - C, = 0 et que R,yv, — R, a. Mais dans ce cas les murs
Ckl s’accumuleraient autour de a ce qui est impossible d’apres la section
précédente. Donc le voisinage voulu existe est donc « € Amp(X). Le sens
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inverse est clair puisque a est une combinaison linéaire a coefficients positifs
de classes amples. ]

Proposition 3.2.2. Le cone ample d’une surface K3 projective X est un
ouvert et on a

Amp(X) = Int(Nef (X)) C Amp(X) = Nef(X)

Démonstration. On a déja vu I’inégalité de droite il suffit donc de prouver
que Amp(X) c’est I'intérieur de Nef(X). La preuve précédente montre que
Amp(X) est un ouvert puisqu’on a trouver un voisinage dans le cone ample
d’une classe ample arbitraire.

On a donc Amp(X) C Int(Nef(X)), il reste 2 montrer que Int(Nef (X)) C
Amp(X). Soit @ € Int(Nef(X)) et H une classe ample, alors pour € > 0
assez petit, la classe a, := @ — e H est encore dans Int(Nef (X)) donc a =
a,+&H donc a? > Oeta-C > 0 pour toute courbe C donc @ € Amp(X). [J

Corollaire 3.2.3. Le cone ample et le cone nef d’une surface K3 projective
X peuvent étre décrit de la facon suivante :

Amp(X) = {a € Cy, a - C > 0 pour tout (-2)-courbe C =~ P!}
Nef(X) = {a € a, a - C > 0 pour tout (-2)-courbe C ~ P'}

Démonstration. Pour la description du cone ample le méme argument que
pour la preuve du critere 2.2.22 d’amplitude des classes rationnelles fonc-
tionne.

On veut maintenant montrer que
Nef(X) = {a € C_X a - C > 0 pour tout (-2)-courbe C =~ P!}.
Tout d’abord, par définition le cone Nef(X) est inclus dans
{a € Cy, a - C > 0 pour tout (-2)-courbe C ~ P'}.

Réciproquement soit a est une classe de I’ensemble de droite et une classe
ample H. Maintenant, on voit que pour ¢ >

(¢ +tH)?=a’+2ta-H+1*H*>0.

De plus par hypotheése a - C > 0 pour toute (-2)-courbe C et donc pour une
telle courbe on a

(a+tH)- C=a-C+tH -C > 0.
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Donc d’apres la premiere égalité, « + t H est ample et donc en faisant tendre
t vers 0, on montre que « est limite de classe ample. Ainsi, « est nef.

]

Le corollaire précédent permet de voir que Amp(X) est une chambre de C, .

Remarque 3.2.4 (Chaque mur est important! - [Huy16] Rmk. 8.2.8).

— Notons que si C est une courbe de carré -2 alors il existe une classe
de C* dans C,. En effet, puisque la forme quadratique de NS(X ) est
de signature (1, p(X)), 'orthogonal C* possséde nécéssairement une
classe a de carré a®> > 0 et donc @ ou —a se trouve dans 1’intérieur de
Cy. Ainsi aucun mur de Cy ne peut étre completement contenu dans
0C . Par conséquent, I’existence d’une (-2)-courbe assure I’existence
de classes de C, non amples.

— De plus, chaque mur définit une face de codimension 1 de Amp(X).
En effet, pour toute classe H de fibré ample, alors

X :=H+%(H-C)C
est dans le mur C* et vérifie
x-C'=H-C’+%(H-C)C-C’>0
pour toutes courbes C’ de carré -2 et différente de C. Et
x2:H2+(H-C)2—%(H-C)2:H2+%(H-C)2>0

donc x est dans le cone nef ie au bord du cone ample, dans le mur C+

mais dans aucun autre mur. Donc C* est une face de codimension 1
de Amp(X).

Remarque 3.2.5 (sur les K3 elliptiques - [Huy16, Rmk. 8.2.13] ). On va
montrer la propriété suivante : une surface K3 est elliptique si et seulement
si il existe une classe rationnelle L de fibré en droites de carré L* = 0.

Si X est elliptique alors la classe d’une fibre est de carré 0. Réciproquement,
si & est une classe rationnelle tel que a = 0, alors quitte 2 remplacer « par
un multiple, on peut supposer que [L] := « est entier et donc une classe de
fibré.
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Par Riemann-Roch 2.2.11, L ou L* est admet des sections globales non
nulles donc quitte échanger L et L*, on peut supposer qu’il s’agit de L et
donc [L] € Cy.

Il faut donc montrer maintenant que L est nef car on a vu qu’'un fibré nef
d’intersection 0 induit une fibration elliptique 2.2.28. On pourrait imaginer
que comme le groupe de Weyl agit transitivement sur les chambres, alors on
doit prendre un élément de W qui envoie L dans le cone nef mais a priori
on ne garantit pas que 1’image soit encore de carré 0. Pour cela, on fixe une
classe ample H.

Si L est nef alors on a fini, sinon il existe une courbe C telle que L - C < 0.
La classe symétrique de L par rapport au mur définit par C est

se(L) := L+ (L-C)C

et est encore dans Ga. De plus I'application s : a = a+ (a - C)C est une
involution linéaire. Ainsi puisque L # 0, on a s-(L) # 0. On a donc

O<sc(L)- H=(L-H)+(L-C)(C-H)<L-H.

Donc si s-(L) n’est pas nef alors on peut recommencer le processus avec
sc(L) alaplace de L et ainsi de suite. Comme les classes s~ (L) sont effec-
tives et que I'intersection avec H est strictement décroissante et strictement
positive, ce processus doit s’arréter apres un nombre fini d’étapes. On trouve
donc une classe L' entiere qui est nef et de carré 0.

3.2.2 Cone de Kihler

On va maintenant donner une description du cone de Kéhler K, dans
H'“'(X)g d’une surface K3. Le théoréme suivant admet une démonstra-
tion via le théoreme de Torelli global que 1’on pourra trouver dans [Huy16,
Thm 8.5.2] ou dans [seminK3, Exp X Thm 2]. Néanmoins, depuis 2004,
Demailly et Paun ont étendu 1’analogie entre fibré ample et forme de Kihler
en donnant une description du cone de Kihler pour les variétés kihleriennes
compactes quelconques dans [DP04].

Théoreme 3.2.6 (Demailly-Paun [DP04]). Si (X, w) est une variété kdih-
lerienne compacte alors le cone de Kdhler Ky est la composante connexe
contenant w de I’ensemble Py, des classes a € H"'(X)y, telles que /Y a? >0
pour toute sous variété analytique irréductible Y C X de dimension p.
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Dans le cas d’une surface K3 non projective X, on appelle C,, ¢ H"(X)g
la composante connexe contenant @ des classes de carré positif. Alors les
classes de formes de Kéhler sont les classes dans C, qui sont positives sur
toutes les courbes analytiques C C X irréductibles. Donc en recopiant la
preuve 2.2.22, puisque H'!(X)y est un espace vectoriel muni d’une forme
quadratique de signature (1,19), on montre que

Ky ={a € Cy,a-C > 0 pour toute (-2)-courbe P' ~ C C X}.

3.3 Le cone positif et le cone de Mori

Le but de cette partie sera d’étudier le cone de Mori ﬁ(X ) d’une surface
K3 projective X. On verra un théoréme de Kovacs [Kov94] décrivant les
structures possibles de ce cone. Rappelons que le cone de Mori NE(X) est
I’adhérence du cone effectif NE(X) engendré par les classes de diviseurs
effectifs de NS(X).

Tout d’abord, pour comprendre la géométrie du cone positif C,, on aura
besoin du lemme :

Lemme 3.3.1. La variété 0@ U (—8@) est une variété algébrique irréduc-
tible si et seulement si p(X) # 2.

Démonstration. Tout d’abord, la variété V' := 0@ U (—6@) n’est autre
que la variété de Af{x) donnée par
2 2 2 _
X] =Xy = =X = 0
Donc pour p(X) = 1,V = Ai2 qui est irréductible, et pour p(X) = 2, la
variété V' est I’'union de la droite y = x avec la droite y = —x.x

Maintenant pour p(X) > 3, on veut montrer que le polyndme x% - x2-

2

2( x) &St irréductible dans R[xl, cees X 50 X)] Pour cela, il suffit de voir
que la forme quadratique g(x) = x1 - x2 — = x2 oo 1 “est pas le produit de
deux formes linéaires. La preuve suivante est aussi vraie sur tout corps de

caractéristique # 2.

Si ce n’était pas le cas, il existerait deux polyndmes homogenes de degres 1
P=Y" ax,0=) bxtelsqueq(x) = PQ c’est adire que

2 2 2 —
x| — X5 Xox) = Zalbjx,xj
i.J
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On peut vérifier que la matrice symétrique associée a la forme quadratique
2, @b;x;x; est la matrice

YNty
ab” + ba”
2
ou a et b sont les vecteurs (ay, ..., a,), (b, ..., b,) écrit en colonnes. Cette

matrice est de rang au plus 2 puisque son image est contenu dans Ra + Rb.
Or la matrice symétrique associée a g(x) est de rang n donc g n’est pas le
produit de deux formes linéaires et x] — x; — -« — x>, est irréductible. []

On peut maintenant décrire la géométrie du cone positif :

Proposition 3.3.2. Le bord du cone positif a d’une surface K3 projective
X ayant un rang de Picard p(X) > 3 est circulaire. C’est a dire que pour
toute classe a € 0@ et tout voisinage U C 0@ de a dans le bord oC,,
alors aucun p € U n’admet de voisinage polyédral P = Y,"_ Ry v, dans

CX.
Démonstration. Supposons le contraire, on a un polyédre d’intérieur relatif
a Cy non vide

P= ) R, CCy

n
i=1

qui contient dans son intérieur des points de 6@. Si I’intérieur de P relatif
a ’espace ambiant contient des points de a@ alors P ¢ a mais c’est
impossible. Donc les points de Oa qui sont dans I’intérieur de P relatif
a a sont sur une face F de P. Soit H := R - F, c’est un hyperplan de
NS(X)g. Ce dernier intersecte a@ et HN 6@ est de codimension 0 dans
0@ donc de codimension 1 dans NS(X)g.

De plus, la variété agébrique Oa U (—6@) est irréductible quand p(X) > 3
d’apres la proposition précédente.

On obtient donc une contradiction car I’intersection de tout hyperplan de
I’espace affine avec une variété irreductible de codimension 1 distincte de

I’hyperplan en question est de codimension au moins 1 dans I’hyperplan et
donc de codimension au moins 2 dans I’espace affine NS(X)g.

[]

Essayons maintenant de comprendre la structure du cone de Mori NE(X).
La proposition suivante sera raffinée apres avoir démontrer le théoreme de
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Kovécs 3.4.4. Ce théoreme classifie les différentes structures possibles du
cone de Mori. Dans un cas général on peut quand méme affirmer que :

Proposition 3.3.3. Le cone de Mori NE(X) d’une surface K3 projective X
peut étre décris de la maniere suivante :

NE(X) = Cy + Z R,,C

C~P!

Démonstration. Le théoreme [Kol95, Thm I1.4.13] dit que

NE(X) = Cy + ) RyC
C

ol la somme est indéxée par les courbes irréductibles C telles que C? < 0.
Mais dans le cas des surfaces K3, le théoreme Riemann-Roch 2.1.1 dit qu’une
telle courbe est nécéssairement une (-2)-courbe C ~ P'. On obtient donc
bien -
NE(X)=Cy + ) Ry,C.
C=~P!

Tout I’enjeu du théoreme de Kovéacs sera de comparer les termes

aet Z R,,C

C~P!
pour donner une description plus précise du cone de Mori.

Lemme 3.3.4 ([Huy16]). Si H est un de diviseur ample sur une surface K3
X alors pour tout entier N > 0 ’ensemble des (-2)-courbes C de X telles
que H - C < N est fini.

Démonstration. On va montrer que pour tout N, il existe un nombre fini de
classes de (-2)-courbes P! ~ C vérifiant H - C = N.

Si on complete (%) en une base qui diagonalise la forme d’intersection,
alors toute classe f € NS(X)g s’écrit f =
telleque p- H = N,on a

p- %,ﬂz, .-, ,) donc si B est

N
N
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Si en plus g est de carré -2 alors on a ﬂ22 + ...+ ﬂi = Z—z + 2. Mais cette
égalité est I’équation d’un compact K de R”. Mais I’ensemble des classes
de (-2)-courbes vérifiant C - H = N est un sous ensemble de NS(X) donc il
est sans point d’accumulation. Ainsi, I’ensemble des classes de (-2)-courbes
C avec C - H = N est un ensemble sans point d’accumulation contenu dans
le compact K donc il est fini.

Par conséquent, comme H - C est entier, I’ensemble des classes de (-2)-
courbe C vérifiant H - C < N est réunion finie des ensembles des classes
de (-2)-courbe C vérifiant H - C = npour n < N et est donc lui méme fini.

]

On déduit de ce lemme la proposition suivante qui donne un premier résultat
sur la structure du cone de Mori.

Proposition 3.3.5 ([Huy16]). Le cone de Mori ﬁ(X ) d’une surface K3
projective X est localement polyédral en dehors de I’adhérence du cone
positif a Autrement dit, pour tout x € NE(X) \ a, il existe un voisinage
de x de la forme x € ¥ R,ov; C NE(X).

Démonstration. Soit x € NE(X) \ a et soit H une classe de fibré ample.
En particulier, pour k assez grand, (x - H)? < —kx?. Notons donc

P :=NEX)N {y € NS(X)g. (v - H)? < —ky?},

c’est un cone qui contient x dans son intérieur et montrons que c’est un
polyédre. Remarquons que P n’intersecte pas Cy.

On sait que P est un cone fermé convexe, il est donc engendré par I’ensemble
de ses rayons extrémaux [Roc70, Thm 18.5]. Au lieu de prendre 1’ensemble
des rayons extrémaux de P, on choisit plutdt de chercher I’ensemble des
rayons enxtrémaux de P engendrés par des classes rationnelle puis de prendre
I’adhérence du cone engendré par des tels rayons, plus précisement, on peut

écrire
P= Z R-v

veP
extrémal rationnel

On va donc dans un premier temps chercher les rayons extrémaux rationnels
de P.

Soit R - [C] un rayon engendré par une (-2)-classe [C] appartenant a P. On

sait d’apres 3.3.3 que C est une classe extrémale de NE(X) et donc a fortiori
c’est une classe extrémale de P et le rayon R - [C] est extrémal au cone P.
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A D'inverse, soit R - v un rayon extrémal de P avec v une classe extrémale
rationnelle de P. Supposons quitte a prendre un multiple positif de v que v
est une classe entiere représentée par une courbe C C X. Puisque [C] € P,
on a C? < 0 mais alors par Riemann-Roch 2.1.1, on a C? = -2,

On a donc montrer que les rayons extrémaux de P sont tous engendrés par
des (-2)-classes appartenant a P. Or d’apres le lemme précédent, les (-2)-

classes [C] vérifiant H - C < V—kC? < [\/—kCZ] est fini, ici [_] est la

fonction partie entiere supérieure. Donc, on a

2 R-v= Z R-v

veEP veP
extrémal rationnel extrémal rationnel

puisque la somme est fini et ainsi on a bien :

P = Z R-v.

vEP
extrémal rationnel

Ce qui montre que P est polyédral. O]

Pour ce qui suit nous aurons besoin du lemme général suivant :

Lemme 3.3.6. Si V' est un espace vectoriel réel de dimension n muni d’une
Jorme quadratique de signature (1,n—1) et soit C I’'un des deux cones positif
2.2.14deV. Sia € 0C alors a* N C = Ry a.

Démonstration. Soit a € dC, en particulier «> = 0. Prenons f € V tel que
a - f # 0 et quitte a prendre un multiple de f, on peut supposer que a - f = 1.
Mais alors la somme directe U := R-a @ R - f est un espace vectoriel muni
de la forme quadratique induite de V' qui a pour matrice

(o)

Ainsi, la forme quadratique de U est de signature (1,1). Décomposons V' en
somme directe orthogonale V' = U @ W ou d’apres ce qu’il précede W est
muni de la forme quadratique induite de V' qui est de signature (0, n — 2).

Considérons maintenant I’orthogonal at, celui-ci contient a et ne contient
pas f, par conséquent, on peut écrire

at=R-a®W.
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Soit y € at et écrivons ce vecteur comme une somme y = aa +w ol a € R
etw € W. On aalors y? = @?. On sait de plus que la forme quadratique de
W est définie négative donc y? < 0 et on a y> = 0 si et seulement si w = 0.
On en déduit donc que a* N C = Rya. O

Essayons de voir ce qu’il se passe quand on a un fibré de carré nul. On peut
supposer qu’un tel fibré L de carré nul est effectif puisque Riemann-Roch
affirme que pour un tel fibré L ou L* I’est.

Lemme 3.3.7 ([Huy16]). S’il existe une classe entiére sur le bord dCy c’est
a dire que NS(X) N 0Cy # 0, alors NS(X)qo N 0Cy est dense dans 0Cy.

Démonstration. On se donne f € NS(X) de carré nul et on pose la fonction

fi Cy = 9Cx
a = 2a-Pa—a*-p

Pour voir qu’elle est bien définie, on calcule rapidement que f(a)> = 0 et
maintenant f,(a) ou —fy(a) est dans dCy. Or fy(a) - a = a* - (a - f) 2 0
puisque a?, « - f > 0 et ainsi d’apres 2.2.14, la classe f(a) se trouve dans
0Cy.

Notons que si y € Im(f}) est d’antécédant a alors f, ﬁ(\/;a) =t -y pour tout
t 2 0 etdonc R,y C Im(f). Ainsi il suffit de voir que R,y N Im(f;) # 0
pour montrer que y € Im(f).

Soity € dCy avecy - f # O alors fy(y + ) = 2(y - By € R,y Par ailleurs,
prNaCy =Ry, - f d’apres 3.3.6. Ainsi Im(f;) = dCy \ R, (f et est dense
dans dC.

De plus, f 5 est continue et NS(X )Q NC, estdense dans Cy, ainsi I’ensemble
Jfs(NS(X)q N Cy) est dense dans dCy. Mais puisque pour toute classe a €
NS(X)oNCx,ona fy(a) € NS(X)oNICy, on en déduit que NS(X)yNICy
est dense dans dCy. []

De maniere analogue, on peut énoncer aussi le lemme suivant :

Lemme 3.3.8. Soit une classe entiere f € NE(X) de carré -2. Alors pour
toute classe entiere a € Cy N NS(X), il existe une classe effective entiére
y € NS(X) de carré -2 ou 0 telle que a soit dans le cone engendré par f et
y (on dira que y est a l'opposé de p par rapport a a).
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Démonstration. Soit une classe entiere « € NS(X) N Cy, puisque la matrice

(0 %)

est inversible, alors tout élément y € R- a @ R - § s’écrit de maniere unique
y=2x-a—-(Qy—(a-px)-p

pour des x,y € R. On ay? = 2(x*(2a” + (a - f)*) — »%).

Nous allons montrer qu’un tel y vérifie soit y> = 0 soit y> = —2. Essayons
de résoudre les équations y? = 0 et y> = —2 d’inconnus x, y € Z\ 0 de sorte
que la classe y soit entiere et non triviale. Nous verrons ensutie que ’on peut
choisir des solutions x, y telles que y soit effective.

Commengons par y> = 0 : cette équation admet des solutions x,y € Z \ 0
si et seulement si 2a® + (a - f)? est un carré dans Q. Dans le cas ou cette
condition est vérifiée alors y = +4/2a? + (a - #)*x. On gardera seulement
une solution ou x,y > 0. Remarquons que sous ces conditions on a alors
y > (a - f)x a cause du fait que a® > 0.

Maintenant essayons de résoudre y> = —2. Résoudre 1’équation y> = —2
c’est résoudre 1’équation de Pell :

X2 +(a- P -y = -1

qui a une infinité de solutions dans Z quand 2a? + (& - f)* n’est pas un
carré dans Z. En effet, posons d := 2a® + (a - f)* et supposons que d
n’est pas un carré. Si d a des facteurs carrés alors je note d’ le plus grand
entier positif divisant d et étant sans facteur carré et on se réduit a I’équation
x?d’ —y> = —1 o x' = x1/d/d’, cette réduction permet de supposer que
d est sans facteur carré. Ainsi les solutions de dx*> — y* = —1 correspondent
aux unités de I’anneau des entiers du corps de nombre Q(\/E ) par [Sam67,
Chap IV.6]. Comme a?> > 0 on a d > 0 et donc le corps de nombre Q(\/E )
est quadratique réel. Mais le groupe des inversibles de 1’anneau des entiers
d’un corps de nombre quadratique réel est isomorphe a {+1} X Z d’apres le
théoreme des unités de Dirichlet [Sam67, Chap IV.6]. On trouve donc une
infinité de solution x, y.

Remarquons que si (x, y) est une solution de 1’équation de Pell ci-dessus alors
les couples (—x, y), (x, =), (—x, —y) sont aussi solutions. Donc on choisis
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une solution avec x, y > 0. Sous ces contraintes, on a encore y > (a - f)x
puisque

y=VxX2Qa? +(a- ) + 1
> x - V22 + (a- p)?

> x - (a - f) comme a® > 0.

Il reste maintenant a montrer que les classes y de carré 0 ou -2 construites
sont effectives. Puisque y? > —2 alors Riemann-Roch 2.2.11 dit que y ou
—y est effectif. Donc supposons que —y est effectif.

Comme dans les deux cas on a y > (a - f)x alors on a écrit y sous la forme
aa —bpfoua,b>0.Alorsax —y = bp € 6@(X) est extrémal par 3.3.3et
une somme de deux classes effectives donc ces deux classes sont extrémales
dans le cone de Mori W(X ), en particulier a € aﬁ(x ).-Maisa € CyetCy
est un cone ouvert, ainsi a se trouve dans I'intérieur de Cy. Or C, C NE(X)
donc «a est dans I’intérieur de ﬁ(X ) est donc ¢’est absurde.

[]

3.4 Théoreéemes de classifications de Kovacs

On peut déja classifier les différentes structures possibles du cone de Mori
NE(X) d’une surface K3 projective X de rang de Picard p(X) égal a 1 ou 2.

Le cas ot p(X) = 1 est facile : on a NS(X) = Z - H pour une classe H de
fibré ample et donc NE(X) =R, - H.

Le cas ou p(X) = 2 est déja plus intéressant :
Théoreéme 3.4.1 (de Kovacs pour un rang de Picard égal a 2 - [Kov94],

illustrations : [Huy16]). Soit X une surface K3 projective avec un rang de
Picard p(X) = 2. Alors l'une des 4 situations suivantes est réalisée :

(i) Ona Amp(X) = Cy et 0Cy, NNS(X) = 0, dans ce cas
NE(X) = Amp(X).
(ii)) On a Amp(X) = Cy et 0Cxy NNS(X) = R, - [E;]UR,, - [E,] ol
[’union est disjointe et ou E,, E, sont des courbes elliptiques ; dans

ce cas
NE(X) = R ([E|] + R, y[E,].
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(iii) On a Amp(X) G Cy et 0Cxy N 0Amp(X) = Ry, - [E] ot E est une
courbe elliptique; dans ce cas il existe une unique classe de (-2)-
courbe [C] dans NS(X) et on a

NE(X) =Ry, - [E] + Ry, - [C].

(iv) On a Amp(X) G Cy et 0Cx N dAmp(X) = 0; dans ce cas il existe
deux et seulement deux classes distinctes de (-2)-courbes [C,],[C,] et
ona

NE(X) = Ry, - [C,] + Ry, - [C,].

Démonstration. Remarquons tout de suite que comme p(X) = 2, les cOnes
convexes fermés sont donnés par deux rayons extrémaux par [Roc70, Thm
18.5].

Nous allons commencer par justifier pourquoi aucune autre situation ne peut
arriver. Et rappelons que chaque classe enti¢re [ E] de carré O nef est un
multiple d’une courbe elliptique grace a 2.2.28.

Dans le cas ou Amp(X) = C, : S’il existe une classe entiere [E,] € dCy
alors par le lemme 3.3.7 il existe une autre classe enticre [E,] € dCy qui
n’est pas un multiple de [ E,]. Puisque p(X) = 2, le bord dC est composé
de deux rayons distincts, on a donc trouvé les deux rayons : ce sont R, ([ E ]
et Ryo[E,]. De plus, d’apres 2.2.28, les classes [E,],[E,] sont des mul-
tiples de courbes elliptiques [ E I], [E;]. Quitte a remplacer ([ E,], [ E,]) par
([E}], [E}]), on peut supposer que 0Cy est composé de deux rayons distincts
engendrés par des courbes elliptiques [ E,] et [ E,]. Donc seuls les cas (i) et
(ii) sont possibles.

Dans le cas ou Amp(X) ¢ Cy : On a nécéssairement une (-2)-courbe a
cause de la description du cone ample 3.2.3 et de la remarque 3.2.4. De plus,
on ne peut pas avoir dCx N OAmMpP(X) = R,(6, UR,6, ot 67 = 67 = 0 avec
0, € R-4, . Eneffet, pour p(X) = 2, le bord C, et Amp(X) sont deux cones
convexes donc engendrés par leur deux rayons extrémaux. On aurait alors
Amp(X) = Cy. Donc, en utilisant le lemme 3.3.8, soit dCy, N dAmp(X)
contient une unique classe o, de carré 0 soit elle n’en contient aucune (cas
(iv)). Il reste donc a montrer que si dC, N dAmp(X) contient une classe o,
alors 0Cy N dAmp(X) contient une classe entiere [ E] de carré O et on sera
dans le cas (iii).

Pour cela on se donne la classe 6, définissant le deuxieme rayon de C,, une
(-2)-courbe [C] et H un fibré ample. D’apres 3.3.8, on peut trouver une
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classe entiere y a 'opposé de [C] par rapport a H et de carré -2 ou O et il
faut maintenant voir que y est de carré 0. On suppose donc que y> = —2. On
a donc que C* et y* coupent C,, en deux parties déterminées par le signe de
I’intersection avec ces classes, 1’'une des parties contenant §, et 1’autre partie
contenant 9,.

Tout d’abord 6, -C > 0 puisque 6, est nef et que si §,-C = O alors C*+ = R-§,
et dans ce cas C* ne coupe pas Cy en deux partie puisque §, est sur le bord
du cone positif. Le méme raisonnement vaut pour montrer que y - §; > 0.
Mais y est oppposée a f par rapport a H, donc 8, qui vérifie 6, -y < 0 vérifie
alors 8, - C > (. Mais c’est absurde car alors toutes les classes de C, sont
d’intersection positive avec C. Ainsi, y est rationnelle est de carré nul donc
on prend un multiple [ E] de y entier et on est bien dans le cas (iii).

On peut donc maintenant passer au calcul de NE(X) dans chaque cas.

Cas (i) : Puisque Amp(X) = Cy alors le premier point de 3.2.4 montre qu’il
n’existe pas de (-2)-courbes. De plus, puisque dC, N NS(X) = 0 alors il
n’existe pas non plus de courbe de carré 0. Ainsi NE(X) C Cy, = Amp(X).
Mais on a déja Amp(X) C NE(X). Donc

NE(X) = Amp(X) et alors NE(X) = Nef(X).

Cas (ii) : De méme, puisque Amp(X) = Cy alors la remarque 3.2.4 dit
qu’il n’existe pas de (-2)-courbes. Ainsi NE(X) C Cy = R,([E [+ R ([ E,].
Mais [E,],[E,] € NE(X) et donc

NE(X) = R,([E ] + R o[ E].

Cas (iii) : On suppose que Amp(X) G Cy et que dCy N Amp(X) = R, ([ E].
Le cOne convexe Amp(X) a deux faces, I'une d’elle est donnée par R, ([ E]
et I’autre par un mur. Puisque tout mur définit une face de codimension 1 de

Amp(X) par 3.2.4, il existe un et un seul mur donc il existe une et une seule
classe de (-2)-courbe [C] dans NS(X). On a donc

Amp(X)={a e Cy|a-C>0}.

Mais alors si C’ est une courbe qui ne contient pas C,ona C’' - C > 0 donc
[C’'] € Nef(X). Donc toute courbe est nef ou contient C. Ainsi NE(X) =
Nef (X) + R,([C].

On sait que a est engendré par [E] et une autre classe [E’] enti¢re par
3.3.7. Et comme C* doit couper C, en deux parties, et que C - E > 0, on a

51



C - E' < 0donc E’ contient C et donc
Nef(X) C Cy C Ryo[E]+ Ry[Cl.

On a donc
NE(X) = R ,[E]+ R,[C].

Cas (iv) : Etenfin, on suppose que Amp(X) ¢ Cy etque 0C,, NAmp(X) = 0.
De méme, on cherche les deux rayons de dAmp(X). Puisqu’aucun de ces
deux rayons ne contient de classe de dCy, ils doivent tout deux €tre donnés
par un mur. On a donc deux et seulement deux murs et donc deux et seulement
deux classes distinctes de (-2)-courbe [C,], [C,].

Par le méme argument qu’au point (iii), toute courbe est soit d’intersection
strictement positive avec C, et C, soit contient I’'une des deux, donc

NE(X) = R,([C|] + Nef(X) + R,([C,].

Or Nef(X) n’intersecte pas le bord de Cy donc comme a p(X) = 2, on
peut choisir deux classes rationnelles 6,,6, avec 6, - C;,6, - C, > 0 et
0-C,,6,-C; <0.0n aalors que Nef(X) est contenu dans le cone engendré
par 6, et 6, qui est lui-mé€me contenu dans R, ([C,] + R,([C,]. Ainsi, on a

NE(X) = R,,[C|] + R,([C,].

]

Pour démontrer le prochain théoréme nous aurons besoin de quelques lemmes.
Rappelons qu'un cone C est circulaire en x € JdC s’il existe un ouvert
U c dC tel qu’aucun point de U n’admet de voisinage polyédral dans C.

Lemme 3.4.2. Pour p(X) > 3, le cone de Mori ﬁ(X) n’a aucune partie
circulaire si et seulement si il est I’adhérence du cone engendré par les
(-2)-courbes

Démonstration. Supposons que NE(X) est I’adhérence du cone engendré
par les (-2)-courbes et supposons par 1’absurde que NE(X) est circulaire
en x € ONE(X). On a un ouvert U C dNE(X) dont aucun point n’admet
de voisinage polyédral dans NE(X). On peut supposer que U = R,,-U.
Mais donc d’apres 3.3.5, U C dC,. Mais alors il existe un voisinage de
U dans W(X ) dont tous les éléments sont d’auto-intersection > 0. Donc
comme ﬁ(X ) est ’adhérence du cone engendré par les (-2)-courbes alors
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U C Ucop Ryo[C] donc U admet un élément d’auto-intersection -2 < 0

arbitrairement proche dans NE(X) ce qui est impossible. Donc NE(X) n’a
pas de partie circulaire.

Réciproquement, si NE(X) n’est pas ’adhérence du cone engendré par les (-
2)-courbes, alors (3@()( Yye U copt R50[C], donc on pose U := ()ﬁ(X )\
Ucept Rso[C1 et c’est un ouvert de ONE(X). Mais d’aprés 3.3.3,

U C ONE(X) € aCy U | ] RylICl.
C~P!

On adonc U C ONE(X) N dCy.

Supposons par I’absurde qu’on a un point x de U C ONE(X) qui admet un
voisinage polyédral P dans NE(X) qui contient x dans son intérieur relatif a
NE(X). Alors P ne peut pas contenir x dans son intérieur relatif a I’espace
ambiant car sinon on aurait P ¢ NE(X). Donc x est sur une face F de
P qui contient un ouvert U’ de dNE(X) contenant x. On peut supposer,
quitte a rétrécir cet U’ et U que U = U’. Par conséquent, U C F. Donc en
particulier I’hyperplan R - F intersecte 0Cy en un ouvert U de dCy mais

c’est impossible par 3.0.5. Donc U est une partie circulaire de NE(X).
[

Lemme 3.4.3. Si U C aﬁ(x ) est une partie circulaire de W(X ) alors U
est contenu dans 0C , et R- U contient une classe y effective entiére de carré

0.

Démonstration. Supposons donc que @(X ) est circulaire en U C aﬁ(x ).
Cela ne peut arriver que quand U C dC, d’apres 3.3.5. Supposons mainte-
nant que U = R, - (0Cx N B) ou B est une petite boule centrée en un point
x € U. A ce moment 13, il existe des classes entiere a arbitrairement proche
de U. Mais donc on peut choisir y entiere effective de carré -2 ou 0 opposé a
[C] par rapport a & grace a 3.3.8. Ainsi, si’on choisis @ € (R - B)NNS(X)
suffisament proche de x alors le plan R-[C] @ R - @ coupe 0Cy, N B = U en
un rayon sur lequel se trouve y. On voit comme cela que y? = 0. On a donc
trouver une classe effective entiere de carré O dans R - U. [

On peut maintenant démontrer le théoreme de Kovécs pour p(X) > 3. Pour
montrer des raffinement du théoréme (donnés en fin d’énoncé), on aura
besoin du théoreme de Meyer [Ser77, p. 77] qui assure 1’existence de O-
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courbes quand p(X) > 5. Et du lemme 1.3.8 qui fourni I’existence d’une
(-2)-courbe quand p(X) > 12.

Théoreme 3.4.4 (de Kovacs pour un rang de Picard supérieur a 3 -
[Kov94], illustrations : [Huy16]). Soit X une surface K3 projective avec un
rang de Picard p(X) > 3. Alors 'une des 3 situations suivantes est réalisée :

(v) Ona Amp(X) = Cy et 0Cy N NS(X) = 0, dans ce cas
NE(X) = Amp(X).

(vi) On a Amp(X) = Cy et 0Cxy N NS(X),, est dense dans dCy ; dans ce
cas

Cy G Amp(X) € NE(X) G NE(X) = C,

et

NE(X) = Z [E].

ECX courbe elliptique

(vii) On a Amp(X) € Cy ; dans ce cas

NE(X) = ) Ry[C]

C~P!

Les cas (v),(vi),(vii) sont analogues aux cas (i),(ii),(iv) respectivement. De
plus, si p(X) > 5 seuls les cas (vi),(vii) peuvent arriver et si p(X) > 12 alors
on a nécessairement (Vvii).

Démonstration. La preuve suivante suit celle donné par Huybrechts dans
son théoreme [Huy16, Thm 8.3.11.]. On va démontrer simultanément qu’il
n’y a pas plus de possibilités et décrire le cone de Mori dans chaque cas.

Si X n’a pas de (-2)-courbe alors Amp(X) = C sien plus 0C,NNS(X) =0,
ona:

Cas (v) : La description du cone de Mori est analogue a celle du cas (i)
ci-dessus. On obtient bien

NE(X) = Amp(X).

Lorsque X n’a pas de (-2)-courbe, le cas (v) ne peut arriver que lorsque
p(X) < 5 par le théoreme de Meyer [Ser77]. Donc si p(X) > 5, on a
nécéssairement une 0-courbe. Plus généralement, s’il existe une O-courbe
dans X alors 3.3.7 dit que dCy N NS(X), est dense dans dCy. Ainsiona:
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Cas (vi) : Si Amp(X) = Cx et dCx N NS(X),, est dense. Alors il n’existe

pas de (-2)-courbes par 3.2.4 et ainsi, par 3.3.3, on a NE(X) = a De plus,
les classes de dCy NNS(X),, sont des classes de NE(X) \ Amp(X). Comme
il y a qu’'un nombre dénombrable de classe de fibré de carré 0, il n’y a qu’un
nombre dénombrable de rayons de 0@ engendré par un fibré de carré 0.
Ainsi une classe de dC, N (NS(X)g \ NS(X )o) qui n’est pas sur un rayon

engendré par un fibré de carré 0 est une classe de a \ NE(X). On a bien

Cy ¢ Amp(X) ¢ NE(X) ¢ NE(X) = Cy

De plus, comme toute classe rationnelle du bord de a est nef, ce sont des
multiples d’une courbe elliptique [E] de X. Donc I’ensemble formé des
rayons des telles courbes elliptiques est dense dans ()C_X. Ainsi NE(X) = a
est I’adhérence du cone engendré par les courbes elliptique de X :

NE(X) = D R, - [E].

ECX courbe elliptique

Maintenant, voyons ce qu’il se passe lorsque X contient une (-2)-courbe ie
lorsque Amp(X) ¢ Cy, rappelons que c’est automatiquement le cas quand
p(X) > 12 a cause du lemme 1.3.8.

Cas (vii) : On suppose qu’il existe une (-2)-courbe [C] et le but est maintenant
de démontrer que le cone de Mori NE(X) est I’adhérence du cone engendré
par toutes les (-2)-courbes de X. D’apres 3.3.5, toute classe de ONE(X) \a
peut-€tre mise dans un sous-cone polyédral de NE(X). Ainsi, montrer que
NE(X) est I’adhérence du cone engendré par toutes les (-2)-courbes revient
a montrer que NE(X') n’a aucune partie circulaire d’apres 3.4.2.

Supposons donc que NE(X) est circulaire en U C ONE(X). On a donc
U c 0Cy et sion suppose que U = R - U alors on trouve y € Cy, N NS(X)
tel que y> = 0 par 3.4.3.

Jaffirme que y - C > 0. En effet, supposons que y - C < 0 alors on pose
7. :=(1 —¢€)y+¢€[Cloue € Q.Onprend 0 < £ < 1, alors y, est dans
NE(X). Dans ce cas

y2=2(1-¢e)e(y - C) - 2¢

Donc yf < 0. Mais donc un multiple n, - y, € (ﬁ(X )NNS(X)) \ a donc
(n,-y,)* = =2.0r n, -y, est arbitrairement proche de R, yy. Ainsi, on a trouvé

55



des classes de W(X ) arbitrairement proche de U qui sont d’autointersection
-2 < 0, ce qui est absurde. Donc y - C > 0. Comme p(X) > 3, le théoréeme
de I’indice de Hodge assure I’existence d’une classe y’ € (R-y @ R - [C])*
telle que y’> < 0. Alors, on définit :

Y, o= =2y )(y - CPy = 2n(y - C)*y' +[C]

Un calcul rapide montre que yj = —2. Donc Riemann-Roch 2.2.11 assure

1

que y, ou —y, est effectif mais —Vn H > 0 quand n est tres grand ainsi y,

est effectif au moins quand » est tres grand. De plus,

1 y
=2n*(y")*(y - C)’

4

Ainsi, on a encore trouvé des classes de ﬁ(X ) arbitrairement proche de U
qui sont d’autointersection -2 < 0, ce qui est absurde. Ainsi NE(X) n’a pas
de partie circulaire et on a donc bien :

NE(X) = ) R,[C].
C=~P!

]

Pour terminer cette partie sur les théoremes de Kovécs, je vais énoncer un
corollaire sur la structure géométrique du cone de Mori.

Corollaire 3.4.5 (Corollaire 1 et 2 de [Kov94] - [Huy16]). Pour une surface
K3 projective.

(i) Si p(X) = 2, alors NE(X) est rationnellement polyédral (ie polyédral

engendré par des classes rationnelles) si et seulement si X contient
une courbe elliptique E ou une (-2)-courbe C ~ P!

(ii) Si p(X) > 3, soit X ne contient pas de (-2)-courbe C ~ P! soit ﬁ(X)
est I’adhérence du cone engendré par les (-2)-courbes.

(iii) On a soit NE(X) est circulaire soit qu’il n’a aucune partie circu-
laire. Et dans le cas on p(X) > 3, le cone ﬁ(X ) est circulaire si et
seulement si ﬁ(X ) = Nef(X) = a

Démonstration. Le point (i) découle facilement du théoréeme 3.4.1. En effet,
NE(X) est rationnellement polyédral si et seulement si X est de type (i), (iii)
ou (iv). Et ce sont les seuls cas ou X contient une courbe elliptique ou une
(-2)-courbe.
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De plus, le théoreme 3.4.4 montre le point (ii). En effet, les K3 de type (v),(vi)
n’ont pas de (-2)-courbe tandis que celle de type (vii) en ont.

Pour le dernier point, si p(X) = 1,2 alors NE(X) n’a aucune partie circulaire.
Ensuite si p > 3, et si W(X ) admet une partie circulaire, alors 3.4.2 montre
que ﬁ(X ) n’est pas I’adhérence du cone engendré par les (-2)-courbe.
Mais alors, c’est equivalent au fait que X est de type (v) ou (vi) d’apres la
classification 3.4.4. Or dans chacun de ces cas, et ce sont les seuls, NE(X) =
Nef(X) = Cy. O]

3.5 Exemples de surfaces K3 pour chacune des
possibilités

Pour donner des exemples de surfaces K3, on aura besoin d’un théoreme
de Morrison 1.3.9. Ce théoreme assure que pour tout réseau I pair de rang
p < 10 et de signature (1, p — 1), il existe une surface K3 X telle que
NS(X) ~ I'; notons que dans ce cas NS(X) admet une classe d’autointersec-
tion strictement positive et donc X est projective grace au théoreme [Ven84,
Thm IV.5.2].

Exemple 3.5.1 (Surface K3 de type (i) et (v)). On cherche donc une surface
K3 sans 0-courbe ni (-2)-courbe. Pour cela on considere la forme quadratique
sur Z” pour p = 2,3, 4 définit par :

p
g(x) 1= 4(7x1 = ) xP)
i=2

Ce réseau est bien pair et de signature (1, p — 1), donc il existe une surface
K3 projective X dont le groupe de Néron-Sévéri est isomorphe a ce réseau.

Il faut voir que les équations g(x) = 0 et g(x) = —2 n’ont pas de solution
dans Z’. La deuxieme équation g(x) = —2 n’a pas de solution puisque 4
divise g(x). Pour I’autre, on se donne un x € Z7 solution de g(x) = 0. Alors
7xf = ), x7 mais dans F, les carrés sont 0,1,2,4 et aucune somme de p — 1
tels nombres ne fait 0 modulo 7. Donc g(x) ne représente pas 0.

Ainsi, X est bien du type (i) pour p = 2 et (v) pour p > 3 grice aux théoremes
34.1et3.44.

Exemple 3.5.2 (Surface K3 de type (ii) et (vi)). On cherche donc une surface
K3 sans (-2)-courbe mais avec une O-courbe qui donnera une courbe elliptique
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par 3.2.5. Pour cela on considere la forme quadratique sur Z” pour p =
2, ..., 11 définit par :

p
q(x) 1= 402 = Y x)
i=2

Ce réseau est bien pair et de signature (1, p — 1), donc il existe une surface
K3 projective X dont le groupe de Néron-Sévéri est isomorphe a ce réseau.

On voit de plus que 4 divise g(x) donc I’équation g(x) = —2 n’a pas de
solution dans Z7. De plus le point duréseau e = (1, 1,0, ..., 0) vérifie g(e) = 0
donc q représente 0.

Ainsi, X est bien du type (ii) pour p = 2 et (vi) pour p > 3 grice aux
théoremes 3.4.1 et 3.4.4.

Exemple 3.5.3 (Surface K3 de type (iii)). On cherche une surface K3 ayant
une (-2)-courbe et qui admet une seule classe de courbe elliptique nef. Si on
trouve une surface avec une unique (-2)-courbe alors elle sera nécessairement
de ce type d’apres 3.4.1. Pour cela on considére la forme quadratique sur Z?
définit par :

q(x) := —Zx? + 6x,x,

Ce réseau I est bien pair et de signature (1, p — 1), donc il existe une surface
K3 projective X dont le groupe de Néron-Sévéri est isomorphe a ce réseau.

Un calcul montre que les seuls éléments de " de carré -2 sont (1, 0). Comme
ces deux éléments sont opposés, seulement 1’un d’entre eux correspond a
un fibré effectif L de carré -2 sous I’'isomorphisme I' ~ NS(X). Enfin un tel
fibré donne naissance a une (-2)-courbe C par 2.2.9 or il n’y a qu’une seule
classe de carré -2 et donc L ~ O(C). Ainsi X n’a qu’une seule classe de
(-2)-courbe et pour un choix d’isomorphisme elle correspond a (1,0).

Ainsi, X est bien du type (iii) au théoreme 3.4.1.

D’ailleurs, on peut vérifier que (1,1) correspond a un fibré ample et que
le point (0,1) correspond a la courbe elliptique nef puisque g(1,1) = 4 >
0,4¢(0, 1) = 0. Il reste a voir respectivement que (1,1) est ample, que (0,1)
est effectif et que (0,1) est nef mais on a respectivement :

()-(3)=150-(1)- () =55 0a()-(2) =350

Exemple 3.5.4 (Surface K3 de type (iv)). On cherche une surface K3 ayant
des (-2)-courbes mais de pas de fibré de carré O et elle sera automatiquement
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du type (iv) par 3.4.1. Pour cela on considere la forme quadratique sur Z>
définit par :

q(x) = —2x% + 8x,x, — 2x§

Ce réseau est bien pair et de signature (1, p — 1), donc il existe une surface
K3 projective X dont le groupe de Néron-Sévéri est isomorphe a ce réseau.

De plus ¢(3, 1) = q(1, 3) = —2 et le discriminant de cette forme quadratique
est A = 82 —4.(=2)-(=2) = 48 qui n’est pas un carré donc g ne représente
pas 0. Donc la X est bien du type (iv).

Exemple 3.5.5 (Surface K3 de type (vii)). Pour ce type 1a, on a un exemple
concret : les surfaces de Kummer [Huy16, Ex 1.1.3 puis Partie 3.2.5]. En

particulier, on peut montrer que la surface quartique de Fermat est une surface
de Kummer, voir [Huy16, Ex 14.3.18]
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Chapitre 4

Familles de surfaces K3

Dans cette partie, je vais essayer de présenter quelques résultats d’Oguiso
publié dans son article [Ogu03].

4.1 Lieu de Noether-Lefschetz

Le but de cette partie est d’étudier le groupe de Picard de surfaces K3 variant
en famille. Les théorémes qui se touve dans cette partie sont prouvés dans

[Ogu03].

Soit f : & — A une famille de surfaces K3 avec A un petit disque ouvert
de C. On suppose de plus que la famille est non iso-triviale, c’est a dire que
f n’est pas isomorphe a la famille produit A X X, — A.

Soit p, = min(p(X,) | V¢ € A), on appelle lieu de Noether-Lefschetz I’en-
semble NL(X/A) :={t € A | p, > p(X))}.

On choisit 7 : R?f,Z = AXAun marquage de la famille de sorte qu’on
puisse considérer une application des périodes P : A = D C P(A). Soit
0 € A, par propriété de la déformation universelle Y — Def(&X,), il existe
une unique application 2 : A — Def(X,) ou V,, =~ X,. En particulier,
I’application A vérifie P’oh = P ou P’ est I’application des périodes locales
de Def(&X,). Mais P’ est un isomorphisme local par 2.3.6 donc est non
constante et h est non constante puisque la famille est non iso-trivial, par
conséquent P est non constante.

Proposition 4.1.1 ([Ogu03]). Le lieu de Noether-Lefschetz NL(X /A) est
dénombrable et il existe un sous-réseau primitif Ny, de A vérifiant les
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propriétés suivantes :

1) Pourtoutt € A, Agen C 7,(NS(&X))), en particulier on a NL(X /A) =
{te A Ay, & T(NS(X)}

2) L’ensemble des t € A tel que 7,(NS(X,)) = Agey €5t indénombrable et
dense.

Démonstration. Soit E I’ensemble dénombrable des sous-réseaux primitifs
Apim de A et je note AApﬁm = {t € A| 7,(NS(X))) = A }- Alnsi, puisque
le réseau de Néron-Sévéri est toujours un sous réseau primitif de A par
137 ,onalA =, & A . Comme A est indénombrable, il existe
prim
nécéssairement un réseau Agen, tel que Ay, :=A, estindénombrable. Ce
gen

qui prouve la premiere partie du 2&me point.

Si A, n’admet pas de point d’accumulation alors pour tout # € A,,,, il
existe une boule de centre et (x,,y,) € Q* de rayon rationnel r, € Q. qui
contient # et qui ne contient aucun autre point de A,. En particulier, A,
s’injecte dans Q* X Q. par I’application # — ((x,,y,),r,). Mais Q* X Q.,
est dénombrable, on arrive donc a une absurdité. Donc A, admet un point
d’accumulation.

Pour tout 1 € A, on a P(t) = 7,(H*°(X,)) mais puisque H*°(X,) L

NS(X,), ona P(1) € 7,(NS(X,)¢ = Ag ... Par conséquent la composition

A—> Ac — AC/AgenC

est holomorphe et nulle sur A,. Mais comme A, est de dimension 1 avec
un point d’accumulation, le théoreme des z€ros isolés assure que c’est une
application identiquement nulle. Ainsi 1’application des périodes P est a

valeurs dans D N P(Agen o)

On déduit de ce qui précéde que pour toute fibre X,, 7,(H>(X,)) L Agen €t
donc A, C 7,(NS(X))) ainsi NL(X /A) = A\ A,,. On a donc démontr€ le
ler point

Par ailleurs, si A, est aussi indénombrable alors il a aussi un point d’ac-
cumulation et donc la méme discussion conclue que pour tout ¢t € A,

A, C 7,(NS(X,)) donc en particulier pour lest € A, A,,, C A

prim gen> * “gen pr1m
et I'inclusion inverse serait aussi vraie par symetrie. Donc Ay, = A, et
A A = A, Par conséquent, il existe un unique A —— A, qui est indé-

nombrable. Ainsi A\ A, = J, i EE\ (Agen] A A,y ESTUNE UNTON dénombrable

d’ensembles dénombrables donc NL(X/A) = A\ A, est dénombrable.
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Enfin, comme A, est le complémentaire dans A d’un ensemble dénom-
brable alors A, est dense. Ce qui clot la preuve du 2eme point et ainsi de la
proposition.

]

Je noterai maintenant D’ :=Dn P(A;_en,C)' Dans ce qui suit, s’il n’y a pas
d’ambiguité, je vais identifier H*(X » L) avec A via le marquage 7,. Avant
de démontrer le théoréme principal de cette partie, nous allons avoir besoin
de deux lemmes.

Lemme 4.1.2. rg(Agen) >3

Démonstration. Soitt € A, et soit une 2-forme holomorphe partout non
dégénérée de X, alors w est orthogonale a toute classe (1,1) et en particulier
w € Aéen,c- Mais donc R-Re(w) ® R - Im(w) C Agen’R. Donc si rg(Agen) <2
alors I’inclusion précédente est une égalité et par conséquent D' = D N
P(A;en,c) = {C:w, C- w}. En particulier, P qui est continue serait a valeurs
dans un ensemble de deux points, donc constante, ce qui est absurde. ]

On aimerait mener une étude locale du lieu de Noether-Lefschetz autour
d’un point p € A. Je me donne donc un ouvert U de A qui est une carte
centrée en p et tel qu’on peut écrire :

Ply(m=I[1: fi(z) : - : f,(] €D

avec f; des fonctions holomorphes sur U et ou ’on a choisi une base entiere
de A;n’c et donc n > 2 par le lemme précédent. Quitte a changer de base, on
peut supposer que f| n’est pas constant. De plus, quitte a changer de centre,
on peut supposer que f,(0) € C\ R, en effet, si f,(z) € R pour tout z € U
alors f serait est holomorphe a valeur dans R et donc serait constante mais
ce n’est pas le cas.

Comme n > 2, les vecteurs 1, f,(0), /,(0) € R? sont R-linéairement dé-
pendants et donc pour chaque k € {2,...,n}, on a ry;,r ;. r; € R
non tous nuls tels que ry, - 1+ ry, - f1(0) + ry; - f,(0) = 0. Si je note
o (2) i=rop - Lry - [1(2) + 1y - fi(2), alors f, est une fonction holo-
morphe sur U qui s’annule en 0. Une formulation équivalente du fait que

/,.(0) = O est le fait que I"hyperplan
Hrk :: {[XO : b : Xn] EP;; | I’O’k'XO-i-rl’k'X] +I‘2’k'Xk :0}

est tel que P(0) € H, Xg C.
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Lemme 4.1.3. P(U) ¢ (,_, H, Xg C

Démonstration. Toutd’abord, puisque f,(0) € R, les vecteurs 1, f,(0) € R?
sont R-linéairement indépendant. Donc r, , # O car dans le cas contraire, on
aurait

O=1+r, - f1O)+ry - fr(0)=1+r - f(0)
ce qui est absurde. Par conséquent, les H, Xg C s’intersectent transversale-
ment et donc (), _, H, Xg C ~ P! est de dimension 1. De plus, C - @ :=
P(0) € (., H, Xg Cdonc (,_, H, est’image du plan défini positif
R:-Re(w)®R-Im(w) C A;H’R et ainsi D' N ﬂzz2 H, XgC ={C -0, C w}.
Mais alors si P(U) € D' n ﬂzzz Hrk Xg C, on aurait que P est constante,
ce qui est absurde. Donc P(U) ¢ (,_, H, X C. O

Nous sommes maintenant préts a démontrer le théoréme principal de cette
partie :

Théoréme 4.1.4 (Densité et dénombrabilité du lieu de Noether-Lefschetz
en dimension 1 - [Ogu03]). Soit une famille f : X — A non iso-triviale
de surfaces K3 sur un disque A de C. Alors le lieu de Noether-Lefschetz
NL(X/A) est dénombrable et dense dans A.

Démonstration. D’apres la proposition 4.1.1, il reste a démontrer que le lieu
de Noether-Lefschetz NL(X /A) est dense dans A.

D’apres le lemme précédent 4.1.3, on peut choisir un k € {2,...,n} tel
qu’il existe z € U avec P(z) & H, Xg C c’est a dire que f,k(z) # 0. Par
conséquent, f, est une fonction holomorphe sur U qui s’annule en 0 et
qui n’est pas identiquement nulle, donc les zeros de f, sont isolés et en
particulier, on peut choisir B une boule de centre 0 et telle que f, n’admet
pas de zéro sur C := dB.

On note donc
m :=min{|f, (2)| | z € C}

et
M =max{|f,(2)||z€ C,i € {0,...,n}}

ou f, = 1. Ces nombres sont donc réels strictement positifs puisque f, (z)
n’a pas de zéro sur C et que f(z) est non identiquement nulle. Maintenant
prenons un a = (a, ... ,a,) € R"™! assez proche de r, dans le sens ol pour

chaque i, |a; — r,,| < —~—. Notons maintenant f,, la fonction
i M-(n+1) a

f.(2) i=ay+a, fi(z2)+ - +a,f,(2).

63



A partir de 13, on a pose pour tout z € C,

Y (i —a) - fi(2)

i=0

< Z I = al - 1£i(2)]

1£,,(2) = fo(2)] =

ZM wrn M=mes1, Q)

Ainsi, par le théoréme de Rouché, les fonctions f, et frk ont le méme nombre
de zéros comptés avec multiplicité dans B et donc en particulier f,, admet
un zéro dans B. Mais f, dépend continuement de a et donc on peut choisir
un tel a assez proche de r, mais qui est rationnel a € Q™! \ 0 et tel que f,
admet un zéro 1, € B. C’est a dire que P(¢)) € H, := {[x, : - : x,] €
P |Zl 04 -x; =0}

Maintenant revenons a A : on a pris une base entiere de Agenl et les équations
qui définissent Agen sont des linéaires a coefficients rationnels de A. Ainsi,
le a rationnel qu’on a choisit correspond a un vecteur v € Agen’Q C Ag- On
peut donc prendre un w € Aien C A entier en prenant un multiple de v. De
plus,ona H, = H , ou les hyperplans H,, H,, sont les projectifiés des deux
orthogonaux vt, w' C A¢. Ainsi P(t)) € H, = {x € P(A¢) | x - w = 0}
c’est a dire que P(t,) - w = 0. On a ainsi trouvé un w qui est (1,1) pour
Xto et entier donc le théoreme de Lefschetz sur les classe (1,1) dit que
w e TIO(NS(X,O)). Mais comme Agen N AgLen = {0} etquonaprisw # 0
alors w € 7, (NS(X, )) \ A, et donc 7, € NL(X¥/A) nU. Par conséquent,
NL(X/A) est dense dans A.

]
Je vais maintenant essayer de généraliser le théoreme précédent a des familles
de surfaces K3 sur une base de dimension quelconque.

Théoréme 4.1.5 (Densité du lieu de Noether-Lefschetz en dimension
quelconque). Soit une famille f : X — S non iso-triviale de surfaces K3

sur une base S de dimension quelconque. Alors le lieu de Noether-Lefschetz
NL(X/.S) est dense dans S.

Démonstration. Nous allons procéder par récurrence sur la dimension de
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la base \S. Si S est de dimension 1, alors pour tout ouvert U suffisament
petit de S le théoreme précédent prouve que NL(X|,/U) est dense dans U'.
En particulier, il existe t € NL(X|,,/U) C U. Donc puisqu’on a I’inclusion
NL(X|,/U) c NL(X/A), on atrouvé unt € NL(X/A) N U. Ainsi, le lieu
de Noether-Lefschetz NL(X' /A) est dense.

Supposons maintenant que le théoréme est vrai pour toute base de dimension
n—1.Etsoit f : X — S une famille non iso-triviale de surface K3 ou
S est de dimension n. Soit U dans .S un ouvert et on choisit une hyper-
surface S’ de U qui intersecte U, alors la famille induite par changement
de base f' : X' 1= X X 8" — 8’ est une famille de surfaces K3, et le
lieu de Noether-Lefschetz de cette famille NL(X'/S’) c NL(X'/S). Mais
d’apres I’hypothése de récurrence U N .S’ intersecte NL(X’/S’) et alors
U NNL(X/S) # @. On a donc prouvé que NL(X/.S) est dense dans S. [

Remarque 4.1.6. Dans son article [Ogu03], Oguiso prouve ce théoréme pour
une famille f : X — A ou A est un disque ouvert de C et j’ai essayé au début
de la preuve précédente de me réduire a ce cas. En revanche, on ne peut pas
généraliser la dénombrabilité de NL(X'/.S) a des bases de dimensions plus
grandes que 1. En effet, on prend une famille f : X — A non iso-triviale
ou A est un disque ouvert de C et on considere la famille de surfaces K3
flo X =X x, A2 > A?, plus précisément f' 1 X X A > A% (x,1) —
(f(x),1). On aura NL(X’/A?%) = NL(X/A) x A qui n’est pas dénombrable.
Corollaire 4.1.7 ([Ogu03]). Soit X, une surface K3 et notons f : X —

Def(X,) la déformation universelle de X,. Alors, pour tout 0 < p < 20,
I’ensemble des t € Def (X)) tel que p(X,) = p est dense dans Def (X,).

Démonstration. Tout d’abord, puisque pour tout ¢ € Def(X), la famille
[ 1 & = Def(X,) est aussi universelle pour X,, la question est donc locale
autour de 0 € Def(X)). On se donne aussi un marquage = de sorte qu’on
puisse considérer une application des périodes P : Def(X,) — D. Puisque
la question est locale autour de 0, on peut supposer d’apres le théoreme de
Torelli local 2.3.6 que P est un plongement.

La démonstration se fait par récurrence descendante sur p(X)).
Cas p(X,) =20:

On se donne x4, ..., x,; € A une base entic¢re de 7,(NS(X)) et prend 0 <
p < 20. On veut trouver un ¢ € Def (X)) tel que p(X,) = p. On prend donc

A =P {[xX]€P(Ae) | x-x, =0,Vie {1,...,p}})
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qui est dense dans Def (X)) puisque 7 est un plongement et que
{[x]€P(Ap) | x-x,=0,Vie{1,...,p}}

est intersection d’hyperplans de D. On considere la famille de surfaces K3
marquée induite par changement de base g © X' 1= & Xpey(x,) A = A qui
est une famille de surfaces K3. Soit ¢ € A, par construction le point P(¢) =
7,(H*%(X,))) de P(A() est orthogonal a x,, ..., x,. Mais donc les x,, ..., x,
s’identifient a des classes (1,1) entieres de X, donc x, ..., x, € 7,(NS(X))).
Par conséquent, on a I'inclusion Zx, & --- & Zx, C 7,(NS(X,)) et donc
p(X) > p.

Maintenant, on considéere

A, = A\ P! U {[z1€D,z-x=0}

XEA® i<, Zx;

L’application 7 est un plongement et UxeA\691 21zl €D,z - x =0} est
<i<p™ri

une union dénombrable d’hyperplans, ainsi .A, est non vide et méme dense

dans A.

Soitt € A, et soit x € 7,(NS(&})) alors x est orthogonal a P(7). Mais
donc par construction de A , on a x € @,,.,Zx;. On a alors montré que
7,(NS(X,)) = Zx, @ --- @ Zx,. Donc A, est un ensemble dense de point
t € Atel que p(X,) = p. Mais comme A est dense dans Def (X)), on a
trouvé un ensemble dense de point ¢ € Def(X|)) tel que p(&X,) = p.

Cas p(X,) < 20 : On suppose que le théoreme est vrai pour toute surface X
K3 avec p(X) = p(X,) + 1, ..., 20.

On se donne x4, ..., X xp) € A une base entiere de 7,(NS(X))). On prend
A:=P({x] e P(Ag) | x-x,=0,Vie{1,...,p(Xy)}})

qui est, comme précédement, dense dans Def (X)) puisque P est un plonge-
ment et que {[x] € P(Ap) | x-x; =0,Vi € {1,...,p(X,)}} estintersection
d’hyperplans de D. Soit de plus g la famille de surfaces K3 marquée induite
par changement de base g : &' 1= & Xpep(x,) A = A.

Soit 1 € A, les xy, ..., x,x,, sont orthogonaux a z,(H 20(X)) par consé-
quent se sont des classes (1,1) entiere de &X,. Ainsi, les xy,...,x,x, €
7,(NS(&))) et donc Zx, @ --- @ Zx ) C 7,(NS(X,)). Donc p(X,) > p(X,) =
min{p(&X,),t € A}. Maintenant, par le théoréeme de densité du lieu de
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Noether-Lefschetz 4.1.5, il existeunt € A C Def(X)) tel que p(X,) > p(X,).
De plus, comme Def(X) est aussi la déformation universelle de X,, on
peut appliquer I’hypothese de récurrence et cela montre que I’ensemble des
t € Def(X,) = Def(X,) tel que p(X,) = p pour 0 < p < 20 est dense dans
Def(X,) = Def (X,).

]

4.2 Automorphismes dans les familles de sur-
faces K3 projectives.

Pour cette partie, je me donne une famille f : X — A de surfaces K3
projective avec A un petit disque de C. Je note encore NL(X/A) le lieu de
Noether-Lefschetz de la famille et A, := A \ NL(X'/A) son complémen-
taire indénombrable et dense dans A.

On introduit un marquage = : R? f*Z—N> A XA qui est bien définie puisque A
est simplement connexe et ou A est encore une fois le réseau K3. En d’autres
termes, on s’est donné une famille d’isométries 7, : H*(X,,Z) — A com-
patibles avec les isométries naturelles entre H Z(th )~ H Z(th, Z) pour
deux fibres &, , X, données par le théoreme d’Ehresmann. Enfin puisque la
famille est projective on se donne également un fibré f-ample L.

Comme dans la partie précédente sur la densité de NL(X' /A), on note A, :=
7,(NS(&,)) pour chaque t € A et pour 7, € A,,,, on pose A, := A, quine
dépend pas de 7, et vérifie A, C A, pour tout? € A.

Remarquons que la section globalet € A~ [L,] € H 2(2(,, 7Z) est continue
comme application de A dans H?(X, Z) X A par définition de la topologie de
I’espace total H*(X,Z) X S associé au systeme local R*f,Z. Or H*(X,Z)
est muni de la topologie discrete, donc comme A est connexe, on a que la
classe [£,] ne dépend pas de ¢ et donc on note

:=1,(L,]) €A

leA

gen? gen*

En particulier, pour tout € A,/ € A, etdonc pourt € A

Pour simplifier les notations, on notera
A, = I’R(Amp(Xt))
I’image du cone ample de X, dans Ay et

AF" 1= A,N (A, ® R)
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Concernant les notations qu’on vient d’introduire, on a les propriétés sui-
vantes :

Lemme 4.2.1. Soitt, € A
A, = A, quandt € A,

alors pour tout t € A, Atgen - Ato et particulier,

gen’

Démonstration. Six € A;™" mais que x & A, c’est a dire que x n’est pas
ample pour &, , alors il existe nécéssairement une courbe rationnelle C dans
Xlo telle que x - Tto([C]) < 0. Posons [D] := T;lOTIO([C]), et comme les 7,
sont des isométries alors D> = —2 et donc le théoréme de Riemann-Roch
pour les K3 2.2.11 nous donne que D? est effectif ou anti-effectif. Mais, et
c’est 1a qu’on a besoin d’avoir une classe ample commune /,

D-ﬁ%0=%KDJ:C-%%D>O

Ainsi, D est une (-2)-courbe effective de &, et donc vérifie 0 < x - 7,([D]) =
x - 7, (IC]) < 0 ce qui est absurde. Donc A7 C A, . Pour la seconde
assertion, il suffit de remarquer que pour t € A,, on a A, = A¥" et donc
A, = A7 C A, comme dans ce cas 1 7 et 7, joue un role symétrique alors
I’inclusion inverse vient. Ol

En conséquence, on notera

Agen = A,0

pour un 7, € A, et on a démontrer que pour tout t € A, A¥" C A,,. En
d’autres termes, une classe du groupe de Néron-Severi générique qui est

ample pour une fibre quelconque est ample pour la fibre générique.

4.2.1 Un sous-groupe des automorphismes commun dans
la famille.

Pour ce qui suit on aura besoin d’un lemme de Nikulin sur les sous-réseaux
primitifs. Tout d’abord quand g € O(A®) alors on peut considérer une
transformation

glpr o : AV /A > Z.

En effet, on peut voir A" comme ’ensemble des x € AOQ qui vérifie (x -

y) € Z pour tout y € A° et donc g induit par extension des scalaires une
transformation orthogonale de A°" qui passe au quotient pour donner une
transformation orthogonale du réseau discriminant A°*/A°. Pour plus de
détail voir [Huy16] section 14.0.

68



Lemme 4.2.2 ([Nik80, 1.4 et 1.5]). Si A est un réseau unimodulaire pair et
A un sous réseau primitif alors

1. Si g € O(A°) tel que gl o a0 = 1d alors il existe un unique § € O(A)
vérifiant g = g et §| o0 = 1d.

2. A Uinverse, si § € O(A) tel que §(A°) = A0 et &l ot = Id alors si
g 1= §lpo ona gl o =1d.

Démonstration. Notons M := Aol, c’est un sous réseau primitif de A (les
orthogonaux sont toujours primitifs voir [Huy16, Chap 14.0]) et on a la suite
d’inclusion :

ANOMo A=A <A @ M*

Par conséquent, cette suite donne naissance a un sous groupe H du discrimi-
nant A,og, = Ay @ Ay, qui correspond a I'image de A dans le quotient
en question.

Jenotep, : Apo® Ay = Ayoetp, 1 Ap®A, — A, les deux projections,
onap (H)=A,etp,(H)=A,,. Eneffet, les applications

A¥ —)AO*,A* - M*

sont surjectives. Et donc comme les applications ci-dessus s’identifient aux
compositions
A=A A" @ M*A”

A=A A" M > M,

on en déduit que ces compositions sont surjectives et donc on a bien p,(H) =
Apetp,(H)=A,,.

Soit maintenant [A] € H tel que p,,([A]) = 0. Puisque A° est primitif,
on peut completer A° via un réseau A” tel que A = A° @ A”. De cette
maniére, on trouve une décomposition A = 4, + A, ou A, € A’et 4, € A”
et la décomposition précédente est unique. Par conséquent, [A] = [4,] €
Ay @ A,,. Mais alors 0 = p,,([4]) = py,([4,]) donc [4,] € A, donc
A, € A% mais comme A, est entier on a 1, € A” mais on I’avait pris dans un
sous-réseau complémentaire de A® donc 4, = 0 etdonc A = 4, donc [4] =0
et p,, est injectif. Le méme raisonnement montre que p,, est injectif.

Plus explicitement, on a un isomorphisme p,, op/‘\é T Ao SA mo Al = [A]
dont H estle graphe c’estadire que H = {([4],[4]) € A, 0D A,, | [A] € A}.
D’ailleurs, cet isomorphisme envoie g Ay la forme quadratique finie de A ,o
sur —q, 1'opposé de la forme quadratique finie de A, (pour plus de détails
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sur les formes quadratiques finies associées au discriminant des réseaux voir
[Huy16] ou [Nik80]).
Pour voir 1., il suffit de voir que si g € O(A®) alors g @ Id,; induit une

transformation orthogonale de Ao @ A, étant g| o+ /50 = Id sur Ao et Id
sur A,,. Donc (g o/ n0 @ Id)([4]) = (Id @ Id)([4]) = [4]. Donc

(g®1d, )N EeL+AN’®MCA

pour tout A € A et ainsi g @ Id,, se restreint en une transformation orthogo-
nale de A, on note donc § = (g ®1d,,)|, € O(A)etona gl =g € O(A°)
et &|,, = Id. De plus 'unicité de § découle du fait que A’ et M = A" sont
en somme directe et que A° @ M est d’indice fini dans A.

Et pour montrer 2., on se donne § € O(A) tel que §(A%) = A%et g|,,. =1d
et on note g := g|,0. Au vu de la construction de g| A0®A,, PAT extension
de§ scalaires puis restriction et passage au quc?tic?nt, I’application g| Ao®Ay
agit comme Id sur A, et donc d’apres la description de H comme le graphe
de py,0 p/_\é gl A0 @Ay agit comme 1’identité sur H et donc sur A ,o.

]

Soit maintenant

G, = {8 € Oy, | gly_jn,, =detg() € A"

seulement la deuxieme condition dépend de ¢ par conséquent, comme on a
vu que A7 = A, pour tout 7, € A, on peut poser que G, := G, pour
de tels 7,,. Gréce a cette description on voit que G, C G, pour tout f € A.

Le but de ce paragraphe sera de démontrer le théoréme suivant :
Théoreme 4.2.3 ([Ogu03)). I/ existe une partie finie du lieu de Noether-
Lefschetz F C NL(X /A) tel que pour toutt € A\ F,

Gy < Aut(&X))

etquandt € A

gen’

[Aut(X) : G,.,] < 66

gen

Démonstration. Les points 1. et 2. du lemme précédent montre que

(8 € O(N) | & Agen) = Agen Ely = Td et E1) € AF"} > G g &l
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Mais 7,(T(&,)) = 7,(NS(X,)") C (A,,)" donc tout g € G, correspond via
I’isomorphisme du dessus a g qui est I’identité sur 7,(T(X,)) donc donne
une isométrie de H%(X,, C). Celle-ci est I’identité sur H>%(X)) & H**(X),
donc pour qu’elle donne une isométrie de Hodge il suffirait de voir que g
laisse stable 7, o(H L1(X)). Mais c’est le cas car g est une isométrie donc
envoie 7, ((H " (X)) = 7, ((H**(X,) @ H**(X,)))* dans lui méme. Donc
g est une isométrie de Hodge.

La condition g(/) € A" montre que c’est une isométrie de Hodge qui
préserve le cone ample de X, et donc se reléve via un unique automorphisme
@ € Aut(X) tel que rtoq)*ort‘l = g par le théoreme de Torelli global 2.3.7.
Ainsi, on obtient une autre descpription de G, :

G, = {p € Aut(X) | 9" (7] (Agen)) = 7, (Ngen)s @71 14, = 1d)

si j’identifie I’action de ¢@* sur H*(X,, Z) a son action sur A via 7, alors on
peut écrire :

G, = (¢ € AU(X,) | 9" (D) = Agers @7ln0 = 1d}

Avec cette description, on peut tout de suite démontrer le fait que [Aut(X,) :
Gyenl < 66 pour tout 7 € A, En effet, pour 1 € Ay, Ay, = 7,(NS(X))),
mais alors comme @*(NS(X,)) = NS(&),) alors la condition (p*(Agen) = Agen
est automatique. Par ailleurs, Tt‘l(Agenl) = T(X,)) := NS(X,)* qui est la
plus petite structure de Hodge contenant H*°(X,) par [Huy16, Lem 3.3.1],
or d’apres [Huy16, Rmq 15.1.2], les automorphismes ¢ vérifiant ™|y, =
Id sont exactement les automorphismes symplectiques (ie ceux vérifiant
@ p20x, = 1d). Donc pour tout t € A, G, = Aut(X,) qui est d’indice
< 66 par [Huy16, Coro 15.1.14].

On va maintenant démontrer que 1I’ensemble F définit par

gen’

F:={teS|Gy, G}

est fini. Pour cela on va utiliser la réduction suivante : G, est un groupe
engendré par un nombre fini d’éléments, en effet le groupe d’automorphisme
symplectique d’une surface K3 est de type fini voir [Deb19, Prop 5.19].

Notons Gen(G,) un ensemble fini de générateur de G,,,. On a donc

F= |J trealgea)

g€Gen(G,,,)

gen

gen
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Donc il suffit de se donner un g € Gen(G,,,) et de montrer qu’il existe un
nombre finide t € NL(X/A) tel que g & G,. Soit ¢ un tel élément de A, alors
g(l) & A, donc 1l existe une (-2)-courbe C, C X, vérifiant 7,([C,]) - g(/) < 0.
Mais g(/)> = 1> > O et g(I) - I > 0 puisque g(/) € A, donc g(I) € Ay, CA,
est dans le cone positif de X, mais alors le théoreme de Riemann-Roch dit que
g(!) correspond a la classe d’un diviseur effectif [ D] de X,, plus précisement
7((D)) = g(I).

Mais de méme que précédement, on peut utiliser le 1. du lemme ci-dessus,
on trouve § € O(A) telle que g|,0 = g et c’est une isométrie de Hodge
de H*(X,,Z). Donc on pose 7,([E,]) := g7'(z,([C,])) et c’est une classe
entiere de NS(&X,) vérifiant E? = —2 donc E, est effectif ou anti-effectif par
Riemann-Roch mais comme par hypothese 7,([E,]) - | = 7,([C,]) - g(/) <0
alors on a plutdt 7,([ E,])-/ < 0 puisque / est ample et que donc z,([E,])-I # 0.
Par conséquent, 7,([C,]) - g(/) < 0 et comme C, qui est irréductible se trouve
nécessairement dans le supportde D etdonc /- C, </- D =1 g(l) quine
dépend pas de 1.

Mais une telle courbe C, C &, a pour polyndme de Hilbert
Pc(m)=(1-Com+1+p,(C)=(-C)m+1

puisque C, ~ P!. Mais on aborné (/- C,) par I - g(I) et 0 < I - C, puisque / est
ample. De plus, ces bornes sont indépendantes de 7 donc si on a une infinité
de tels points t € A avec g € G, alors on trouve une infinité de courbes C,
ayant le méme polyndome de Hilbert. Gardons seulement I’infinité de ¢ telle
que les C, ont toutes le méme polynome de Hilbert P(m) = a;m+ 1, elles se
trouvent donc toutes dans le schéma de Hilbert Hilb (X' /A) paramétrisant
les sous variétés ayant P pour polyndme de Hilbert. Puisque Hilb,(X/A)
est projectif (en particulier noetherien), il a un nombre fini de composantes
irreductibles et par conséquent I’une d’entre elles, disons H, contient une
infinité de points correspondant a des courbes C, du dessus.

Le morphisme H — A est propre et son image contient une infinité de points.
Ainsi, puisque A est de dimension 1, le morphisme 4 — A est surjectif. On
trouve donc une courbe C, C X, au dessus en #,. En particulier, puisque
la classe d’homologie des courbes paramétrées par H est constante, on a
TIO([C,O]) = 7,([C,]) pour un t avec g & G,. Par conséquent [Cto] -g() =
[C,]- g(I) < 0. Mais c’est absurde puisque g(/) € A, . Ainsi, il n’y a qu'un
nombre fini de point + € A vérifiant g € G,. On trouve donc bien que
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I’ensemble
F= |J ltealgeq)
gEGen(Ggen)
est une union fini d’ensemble fini et est donc lui-méme fini.
Les propriétés du schémas de Hilbert que j’ai utilisées se trouvent dans
[Kol95] chapitre 1.

Fin de la preuve du théoreme. []

Remarque 4.2.4. J’aimerai attirer I’attention du lecteur sur le fait que pour

un? € A, alors la borne du théoreme précédent pour [Aut(X,) : Gl

trouvée dans ce document est 66. En revanche, dans son article [Ogu03],
Oguiso trouve une borne N dépendant de la famille f : X — A, la borne
calculé plus haut retire donc cette dépendance.

4.2.2 Un théoreme de densité d’Oguiso

Je vais maintenant présenter la démonstration d’un théoréme de densité
d’Oguiso [Ogu03, Thm III.3]. Posons

D:={teA||Aut(X,)| = o0}
Le théoréme affirme que D est dense dans A et je suivrais la démonstration
d’Oguiso [Ogu03, Thm 1.5 (3)].
Nous aurons d’abord besoin d’un lemme concernant les réseaux.

Lemme 4.2.5. Soit A le réseau K3 et L := ZI @ Za un sous réseau primitif
de rang 2 avec I* > 0. Alors il existe un h € A ayant la propriété que pour
tout entier ny, il existe n > n tel que ZI @ Z(an + h) est un sous réseau
primitif de A qui ne contient aucune -2 ou 0 classes.

Démonstration. Soit trois U le réseau hyperbolique et on note de plus
(e;, f1)i=1 23 les éléments de la base canonique de U®*. On a un plongement

L & U®
I = e +50-Df,
a ~ e+s@-af,+01-a)f

On vérifie bien que c’est un plongement primitif puisque la matrice associé
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a ce morphisme est

1 0
;0D (-a)
0 1
0 a-a)

0 0
0 0

et on peut calculer que c’est une matrice injective de conoyau libre.

2 2
Posons comme le suggere Oguiso A = %,B =(-a),C = % La
composition suivante est donc un plongement primitf

Lo U® o A=U @ Ey(-1)

mais le plongement primitif L < A est unique a automorphisme de A pres.
Ainsi, quitte a composer par un automorphisme de A, on peut supposer que

I=e +Af,,a=Bf, +e,+Cf,

Soitm > leth :=e;—mfy,onah® =e; —2me;- fr+ f; = —2met
h -1 = h-a=0.On souhaite maintenant trouver les bons n, m pour que

L,,:=2Zl&®Z(na+h)
vérifie les propriétés voulues quand il est muni de la forme quadratique
(X, y) 1= 2(Ax* + nBxy + (n*C — m)y?).

On vérifie que L,, , est primitif dans A puisque son plongement dans U3
est donné par la matrice injective et de conoyau libre :

0
nB
n
nC
1

—m

SO OO =

et que les formes quadratiques sont compatible puisque

I>=2A =¢(1,0)
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(na + h)* = n*a* + h*> = 2n*C — 2m = ¢(0, 1).

2 12
Nous allons séparer les cas selon la valeur de A = 7

Dansle casou A > 2 : On cherche n,mde laformen= AN etm = AM
ou N, M sont des entiers convenables qu’il va falloir déterminer. On a
maintenant

Gpm(x, ) = 2Ax* + 2ABNxy + 2A(ACN* — M)y’

Et donc g(x, y) est divisible par 2A > 4 et donc il n’existe pas de x, y tels
que g, ,(x,y) = —2.
De plus, le discriminant de g, , est

dyy :=QABN) —4.2A-2A(ACN*— M) = 4A’N*(B> —4AC) +4M

Et ce n’est pas un carré si M est général. En effet, si dy, ,, est un carré # 0
alors le réseau L, . , admet pour déterminant dy ,,,; = dy , + 4 mais la
distance entre deux carré non nul est strictement supérieure a 4 donc dy 5,
n’est pas un carré. Sinon si dy ,, = 0 alors le réseau L, ,,,,, admet pour
déterminant dy 5, = dyp +8 = 8 qui n’est pas un carré. On a donc
trouvé une infinit€ de réseau L, sans classe (-2) ou 0 pour des valeurs de n
arbitrairement grande de la forme n = I>N.

Dans le cas ou A = 1 : On cherche n,m de la forme n = 4N etm = 8M
ol N, M sont des entiers convenables qu’il va falloir déterminer. la forme
quadratique de L, ,, s’€écrit maintenant

Gypm(x, ) = 2x> + 8N Bxy + 8(4N>C — M)y*.

On voit que modulo 8, la forme quadratique est g,, ,(x, y) = 2x%[8] mais pour
aucune valeur de x possible 2x?> = —2[8]. Ainsi —2 n’est pas dans ’image
de q, -

De plus, le discriminant de g, , est
dyy '=@BNB)?—4-2-84N>C — M) =64(N*(B>*-4C)+ M)

Et ce n’est pas un carré pour un M général. En effet, si dy ), est un carré
alors N?(B? —4C)+ M est aussi un carré mais donc N2(B>—4C)+ M + 1
n’en est pas un et donc dy ., n’est pas un carré non plus. On a donc
trouvé une infinit€ de réseau L, ,, sans classe (-2) ou 0 pour des valeurs de n
arbitrairement grande de la forme n = 4N. ]

75



Notons a partir de maintenant r,,, := rg(Ag,).

On aura besoin du lemme suivant qui a pour but de traiter le premier des
deux cas de la preuve du théoréme de densité d’Oguiso 4.2.11.

Lemme 4.2.6. Si r,,, = 1 et pour tout t € NL(X /A), on arg(A,) = 2 alors

gen

il existe unt € NL(X /A) tel que |Aut(X,)| = oo.

Démonstration. Soitt € NL(X /A), on a que |Aut(X,)| < oo et équivalent
au fait que ﬁ((\?t) est rationnellement polyédral grace a [Huyl16, Coro
8.4.7]. Mais d’apres la classification de Kovacs 3.4.1, le cone ﬁ(&’,) est
rationnellement polyédral dans les cas (ii), (iii) et (iv) c’est a dire quand
&, possede des (-2)-courbes ou des courbes elliptiques. Par conséquent, le
groupe Aut(X,) est infini si et seulement si &, ne possede ni (-2)-courbes
ni courbe elliptiques et d’apres 3.2.5 c’est équivalent au fait que NS(X,) ne

possede ni classe entiere de carré -2 ni classe entiere de carré 0.

Soit P : A = P(Ac),t — 7,(H*(X,)) 'application des périodes locale.
Rappelons qu’on s’est donné au début de la section 4.2 une classe ample
commune / € A a toutes les fibres &,. Par conséquent, ’application P est a
valeurs dans P(/*) puisque / € 7,(H"!(X,)) qui est orthogonal a 7,( H*%(X,))
pour tout f € A.

Si on prend t € NL(X/A), alors par hypothése rg(A,) = 2 donc il existe
aeA\Zitelque P(t) Laet A\, =72l ® Za.

Si A, n’apas de -2, O classes alors on a trouvé le ¢+ € NL(X/A) voulu. Sinon,
d’apres le lemme précédent 4.2.5 on a & € A et n arbitrairement grand tel
que Z! @ Z(na + h) < est un sous réseau primitif sans -2 et sans 0 classes.
De plus, quand # est trés grand, I’hyperplan P((na + h)*) = P((a + %)L) est
arbitrairement proche de P(at). Mais P(A) N P(at) # @ donc il existe un
n suffisament grand et un ¢’ € A tel que P(¢') € P((na + h)?!) et le réseau
7! & Z(na + h) n’admet ni -2 ni 0 classes.

Ainsi I, na + h € H"!(X,) et sont entiéres donc le théoreme de Lefschetz
sur les classes (1,1) ditque /,na+ h € A, mais donc ZI! @ Z(na + h) C A,,.
Mais par hypothese les seules fibres avec un rang de Picard plus grand ou
¢gal a 2 sont les fibres des points de NL(X'/A) et elles ont un rang de Picard
exactement égal a 2, donc ZI @ Z(na + h) = A,,. Donc NS(X,,) n’admet ni
-2 classes ni O classes. [

Nous aurons encore besoin de deux lemmes supplémentaires :

Lemme 4.2.7. Soit une suite (), de point de A convergeant vers t, € A
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et telle que rg(X, ) =: p est constant. Supposons que
1. pour tout n > 1, le nombre de (-2)-courbes C,,,...C,, de X, est

constant égal a k.
2. les nombres d’intersections (C,; - C, ;) sont indépendants de n.
3. pourtouti=1,..,k, lasuite (I - C,,),, est bornée.

Alors p(X,O) > p.

Démonstration. Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que, pour
touti = 1,..., k, le polyndme de Hilbert de C,; est indépendant de n. En
effet, comme C,; ~ P!, ona

P (m)= y(Oc, (mD) =(I-C,)m+]1,

Deplus/-C,; > 0, et ’hypothese 3 dit qu’il existe un N, telque /- C, ; < N,.
On a donc un nombre fini de possibilités pour les polyndomes de Hilbert.
Ainsi, pour touti = 1, ..., k, on trouve un polyndme P, qui est le polyndome
de Hilbert d’un nombre infini de courbe C, ;.

On consideére alors

H = Hilb, (X/A) X, -+ X, Hilbp, (X/A).

Puisque ce schéma est projectif, il a un nombre fini de composante irréduc-
tible. De plus, pour tout n, le k-uplet (C, ,, ..., C, ) définit un point h, € H
au-dessus de ¢7,. Une composante irréductible H de H doit donc contenir une
infinité de ces points. Ainsi le morphisme H — A, qui est propre, contient
une infinité de point dans son image. Par conséquent le morphisme est surjec-
tif. Le morphisme H — A est méme de degres 1 puisque quitte a rapetissir
A c C, on peut supposer que A est simplement connexe.

On peut donc choisir un point A, € H au-dessus de . Il correspond a un k-
uplet de courbes (Cy ;. ..., C ) sur &, . Et de plus quand A varie dans H alors
il correspond a une courbe C, et sa classe d’homologie [C,] € A est constante
par rapport a h. Par conséquent, le k-uplet de classes ([C ], ..., [Cy,]) des
courbes trouvées au dessus de 7 est €gal a ([C, 11, ..., [C, ;]) pour un n assez
grand. En particulier,ona G, - G, ; = C,; - C, ; pour tout i, j = 1, ..., k.

Soit n > 1, on déduit de ce qui précede que la matrice de Gram des
C,1>--» C, est identique a la matrice de Gram des C, ..., Cy,. Ainsi,
comme on trouve p = rg(NS(X; )) courbes parmis les C, ;. ..., C, , qui sont
linéairement indépendantes dans NS(X, ) alors parmis les Cy ., ..., Gy ., on
trouve p courbes linéairement indépendantes dans NS(X; ). Par conséquent,

p(X, ) =rg(NS(X,)) = p. L
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J aurai besoin, pour le lemme suivant, de la notion de fibration jacobienne
d’une surface K3 elliptique pour laquelle je renvoie le lecteur a [Huy16,
Section 11.4] pour plus de détails.

Lemme 4.2.8. Soit ¢ : X — P! une surface K3 elliptique et JX — P! la
fibration jacobienne associée. Si t est une translation de JX (ie un auto-
morphisme de la méme forme que [Huyl6, Def 15.4.2]) alors t induit un
automorphisme t de X et ['opération t — T est injective.

Démonstration. Soit H un fibré en droites tres ample de X . On sait d’apres
[Har77, Coro 11.8.18] que la condition pour une section hyperplane C € |H |
d’étre lisse et irréductible est une condition Zariski-ouverte dans | H|. Si
une telle courbe C contient une composante irréductible I d’une fibre de ¢
alors C = I" puisque C est irréductible. Mais comme H est trés ample, on a
C-I'>0.0rC-TI'=T1? <0dapres [Huy16, Coro 11.1.7] donc C ne peut
pas contenir de composante de fibre de .

Soit donc une section hyperplane générale C € | H|, elle ne coupe qu’en un
nombre fini de points les fibres de ¢ et donc la restriction ¢ := @|. : C =
P! est un revétement ramifié de P'. Il y a un nombre fini de fibre singuliére
de @ donc de méme, la condition que @ : C — P! soit branché en des
points de P! distinct de ceux ot ¢ : X — P! admet une fibre singuliere
est une condition Zariski-ouverte dans | H|. Ainsi, on peut supposer quitte
a prendre une section hyperplane plus générale que ¢ est branché en des
points de P! distincts de ceux o ¢ admet une fibre singuliére.

D’apres [DP, Thm 3.7], il existe
C -5 p

un revétement ramifié non trivial de P! tel que C’ — P! est galoisien et donc
il existe un groupe G non trivial agissant sur C’ et avec C’ /G ~ P'. De plus,
le lieu de branchement de C’ — P! est exactement le lieu de branchement
de C - P!,

Pour simplifier, je noterai C = C’ ce qui ne changera pas la suite. On
considere maintenant le changement de base X = X Xp C qui est lisse
puisque C — P! est ramifié en dehors du lieu de branchement de ¢ : X —
P!. On considere également la fibration elliptique X, — C. Cette fibration
elliptique admet une section s qu’on construit via les morphismes C — X et

d
C— C.

De plus, puisque G agit sur C alors G agit sur X X C comme I’identité sur
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le premier facteur. Mais de plus, on a

X xp C={(x,0) € X X C | ¢(x) = pc(b)}

etdonc si (x, b) € X Xp: C alors pour g € G,ona @(x) = @(b) = p-(g(b))
puisque G agit sur les fibres de ¢ et donc (x, g(b)) € X Xp: C. Ainsi, G
agit sur X et plus précisement sur les fibres de X, — C et on a en plus

Xo/G = (X Xp1 C)/G =~ X Xp: P! ~ P

Remarquons maintenant que puisque X — C est une fibration elliptique
avec une section s alors, d’apres [Ven84, Prop V.9.1], on a un isomorphisme
qui préserve les fibres y, : X =7 (X¢). Cet isomorphisme est donné
par x — O, Xc)b([x] — [s(b)]) quand x € (pgl(b) et est compatible avec le
morphisme vers C.

De la méme facon que pour X, le groupe G agit sur J(X ) = J(X) Xp1 C
en agissant sur le deuxiéme facteur.

On se donne une translation ¢ de la fibration jacobienne J(X ) — C. Alors
on peut construire 7 un automorphisme de J(X) — C qui est de la forme
te(x,b) = (#(x),b) pour (x,b) € J(X,) = J(X) Xp1 C. On définit alors
fc :=y ot oy, qui est un automorphisme de X, et qui préserve les fibres
de X, — C.

Soit maintenant g € G et montrons que 7.og = gof.. Dans un premier
temps, on remarque que g - s := gosog~! est une section de X, — C. En
effet, I’application X — C est la projection selon la deuxieme coordonnée
et G n’agit que sur la deuxieme coordonnée. On peut donc considérer y, ; :

Xo 0.6 ¢) I'isomorphisme associé a la section g - 5. Sur la fibre en b, pour
z=(x,b),ona
Wes(2) = Oy, ([(x. )] = [g - s(B)])
= O, (%, B)] = [s(B)]) ® Oy, ([5(B)] = [g - s(BD).
Ainsi, si on note 7 la translation de J(X ) qui consiste sur chaque fibre (X ),
a tensoriser par O(Xc)b([s(b)] — [g - s(b)]) alors on a y, ; = Toy,. De plus,

en tant que translation, I’automorphisme z commute avec f. sur la fibre
générale puisque ce sont des translations de groupe abélien.

Dans un second temps, on a goy,og™! = W,.s- Pour cela rappelons que
I’isomorphisme entre J(X). et J(X ) est donné par

Ox, 0 (Z ni[xi]) = Ouo, <Z nini,b)]) .
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Par conséquent, I’action de G sur J(X ) se décrit via

& Oo, (X mlx1) = O, (X Lk 28D

Ainsi, pour z = (x,b) € X, ona g~ - z = (x, g~!(b)) mais alors
vi(e™ 2= O, (00 g™ 6] = [~ (b))
et donc
g v, (g7 2) = O, ([(x,b)] = [gosog™ (D)) = v, ,(2).

On a donc bien goy,0g™" =y, .

En combinant les deux points précédents, on obtient

g_lofcog = g_loyjs_lotcowsog
= (g oy og)o(g~ ot og)o(g ™ oy, 0g)
=y, olcoW,,
= y/s_lor_lotCoToy/s

-1 ~
=y, oflcoy =Ic.

Ainsi, I’automorphisme 7 commute avec I’action de G et donc il passe au
quotient par G et donne naissance a un automorphisme 7 de X./G ~ X.

Enfin, si 7 et ¢’ sont deux translations de J(X) telles que 7 = 7" alors on a
y lotcoy, =y lotl oy, et donc 7 = t},. Mais comme 7 et t, sont des
translations de J(X) Xp: C qui ne dépendent pas de la deuxieéme coordonnée,
on a bien que 7 = ¢’ et ’opération 7 — 7 est bien injective.

]

Gréce au lemme précédent, on peut donc montrer le lemme suivant qui sera
utile dans la preuve du théoreme de densité d’Oguiso.

Lemme 4.2.9. Soit g : X — P! une surface K3 elliptique dont on se donne
un diviseur E étant une fibre irréductible de g. Si |Aut(X)| < oo alors il
existe Cy, ...,C, C X des courbes rationnelles lisse et des entiers a,, ...,a
positifs tels que [E] = Y, a,[C,].

n

Démonstration. La fibration g : X — P! n’a pas forcément de section et
donc on ne peut pas utilisé la formule de Shioda-Tate [Huy16, Coro 11.3.4].
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Alors on considere la fibration jacobienne J(X) — P! associée au pinceau
elliptique g : X — P! qui a une section, pour plus de détail voir [Huy16,
Section 11.4]. D’apres [Huy16, Coro 11.4.7], on a p(X) = p(JX) et par
conséquent la formule de Shioda-Tate [Huy16, Coro 11.3.4] donne que

p(X)=p(IX) =2+ ) (r,— 1)+ rgMW)(IX)
seP!
ou r, est le nombre de composante irréductible de la fibre J(X),.

Maintenant si rg(MW(J X)) > 0 alors on obtient une infinité de translation
de JX par [Huy16, Rmq 15.4.5], donc d’apres le lemme précédent 4.2.8, on
a |Aut,(X)| = oo. Par conséquent puisqu’on a supposé que |Aut(X)| < oo,
on en déduit que rg(MWJ X)) = 0.

La formule plus haut dit donc que

32p(X)=2+ Y (r, = 1)

seP!

et ainsi, on a

Par conséquent, il existe un s € P! tel que r, > 1 c’est a dire que J(X), est
non irréductible. Et donc par [Huy16, Coro 11.1.7], il existe C|, ...,C, C X
des courbes rationnelles lisses et des entiers a;, ..., a, positifs tels que

[E]= ) q[C,l.
L]

Enfin on aura besoin d’un dernier lemme qui a pour but de traiter le second
cas exhibé dans la preuve du théoreme de densité d’Oguiso 4.2.11.

Lemme 4.2.10. Soit (1), une suite de point de NL(X / A) convergeant vers
1y € A, telles que p(X, ) > 3 et avec |Aut(X, )| < oo alors il existe n tel
que |Aut(X, )| = oo.

Démonstration. La question porte sur I’existence d’un n tel que |Aut(X, )| =
oo par conséquent, on pourra au besoin remplacer A par un petit ouvert autour
de 1, et supposer quitte a prendre une sous-suite de (¢,) que tous les ¢, sont
dans cette ouvert.
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Supposons par I’absurde qu’il n’existe aucun n tel que [Aut(&X, )| = oo,
alors par [Huy16, Coro 8.4.7], les surfaces &, n’ont qu’un nombre fini de
(-2)-courbes.

Si X est une surface K3 alors on notera G le graphe dont les sommets sont
les (-2)-courbes de X et tel que pour deux sommets C, C’ du graphe alors le
nombre d’arréte entre C et C’ est C - C’. Dans ses articles [Nik83],[Nik85]
et [Nik87], Nikulin a montré des résultats profonds concernant la finitude
du nombre de classe d’isomorphisme des groupes de Picard des surfaces
K3 et la finitude du nombre de graphe G, associé aux surfaces K3 X. En
vertu de ces résultats, et quitte a prendre un petit ouvert autour de 7,,, on peut
supposer que

1. le nombre de Picard p(?(,n) =: p est constant indépendant de n.

2. le nombre de courbes rationelles de &, est constant indépendant de .
Notons ces courbes C, |, ...,C, , pourn > N.

3. Les nombres d’intersections (C,, - C, ;) sont indépendants de n.

Les théoremes de classifications de Kovacs 3.4.1, 3.4.4 suggere de distinguer
les cas p(X, ) = 1, p(X, ) =2 et p(X, ) > 3.

Cas p(X,O) > 3 : D’apres le corollaire [Huy16, Coro 8.4.7], le cone NE(X[O)
est polyédral et il n’y a qu’un nombre fini de (-2)-courbes. Donc d’apres 3.4.4,
le cone NE(XtO) est engendré par des (-2)-courbes D,, ..., D,,. En particulier,

!
la classe ample [ s’€crit [ = Zle a;D; pour des a; € Q.

Soit j = 1,...,k', pour tout t € A, on a [D;] € Ay, C A, et notons
6, :=[D;] € A. Puisque la classe 6, € A, pour tout ¢ € A, elle donne
naissance a un diviseurs D; plat sur la famille X — A. De plus, puisque
(D)) = 6}? = —2etque (D)), -1 =6;-1>0,les (D)), sont des diviseurs
effectifs de carré -2 sur X,. Mais le morphisme D; — A n’admet qu’un
nombre fini de fibre singuliere puisque A est de dimension 1 et donc quitte
a échanger A avec un petit ouvert autour de #,, on peut supposer que le
morphisme D; — A n’admet aucune fibre singuliere. Par conséquent les
fibres de D; — A sont toutes des courbes lisses de carré -2 et donc ce sont
des (-2)-courbes. Ainsi, le morphisme D; — A est un P'-fibré sur A.

Pourn>1,ona(D;), € {C,;|i=1,..,k} et donc en particulier puisque

I = Zf;l a;6;, la classe ample / est sommes coniques des C, |, ..., C, ;.. Ainsi,
entier k' - max;{q;} - max; ;{(C,, - C, ;)} est une bornes indépendantes de
ndelasuite (/ - C,,),>,. D’apres le lemme 4.2.7, on a donc p(&, ) > p. Or
onapris f, € A, ett, € NL(X/A) donc p = p(X, ) > p(X, ). On a donc
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une contradiction et il existe un n tel que |Aut(X, )| = oo.

Cas p(X, ) = 2 : Puisqu’on a [Aut(X, )| < oo, le cone NE(X, ) est ration-
nellement polyédral par [Huy16, Coro 8.4.7]. Mais d’apres la classification
3.4.1, il existe soit deux (-2)-courbes D,, D, qui engendrent NE(X, ) soit il
existe une fibration elliptique X, — P'.

Dans le premier cas, on peut écrire [ = a; D, + a,D, avec a,,a, > 0. Etde
meéme que précédemnt, les classes [C], [C,] € A, C A, donnent naissance
a deux P'-fibrés D = A ou j = 1,2. Ainsi, comme précédement, on peut
€cire /| comme une somme conique des C, |, ..., C, , et donc on peut borner
la suite (/ - C,;),»,- Ainsi, on trouve d’apres le lemme 4.2.7 que p(X, ) = p.
On a donc une contradiction et il existe un #n tel que |Aut(2(,n)| = .

Dans le second cas ot &, admet une courbe elliptique E C &, . De facon
similaire a précédement, on a e 1= [E] € A,,, C A, qui est primitif pour
tout # € A. Et par conséquent E donne naissance a un diviseur £ C X plat
sur A. Et pourtoutf € A,onaé&, -l =e-1> 0etdonc £ est une famille
de diviseurs effectifs. Quitte a restreindre A, on peut supposer que £ n’a
aucune fibre singuliere et que donc toutes les fibres sont des courbes de carré
0 lisse. Donc toutes les fibres &£, sont des courbes elliptiques. Pour n > 1, on
a une courbe elliptique &, sur &, et comme |Aut(d, )| < oo alors d’apres le

lemme 4.2.9 on peut écrire [£, ] = Zf;] a;[C, ;] pour des entiers positifs a;.

Mettons a profit la discussion précédente pour les deux possibilités suivantes
données par la classification de Kovacs 3.4.1 :

-Soit/ € 7, (NS(X,O)) est somme conique de deux classes de courbes ellip-
tiques [E, ], [ E,] et la discussion précédente prouve donc que I’on peut écrire
[El= Y a'[C, ]et[E,] = Y\ a’[C,,] avec des entiers positifs a!, a’.

i
Ainsi
k

I =b[E ]+ blE,] =) (ba +ba)[C,]
i=1
ou by, b, > 0. Donc la suite (I - C; ), est bornée et le lemme 4.2.7 montre
que 2 = p()(to) > p > 3, ce qui est absurde.

-Soitl € Ty (NS(XIO)) est somme conique d’une classe de courbes elliptiques
[E] et d’une classe de (-2)-courbe [C]. Alors la discussion précédente prouve
qu’on peut écrire [E] = 2];1 a;[C, ;] avec des entiers positifs ;. Comme
précédement, on peut étendre [C] en un P!-fibré C sur A de sorte que [Ctn] =

1

83



[C.. j] pour un certain j € {1,...,k}. On peut donc écrire

k
I =b[E]+b,[C] =b, ) (a[C,,])+b,C,,
i=1

ou by, b, > 0. On voit de cette maniere que la suite (/ - C; ), est bornée et
le lemme 4.2.7 montre que 2 = p(Xto) > p > 3, ce qui est absurde.

Apres avoir vu que toutes ces possibilités sont impossibles, on en déduit
qu’il existe nécessairement n > 1 tel que |Aut(X, )| = oo.

Cas p(X,) =1:0naA,, =7, (NS(X,)=Z-1.

On se donne une norme ||_|| sur Ag. S’il existe uni = 1, ..., k tel que la suite
(IIC,.;11), est bornée alors la suite (/ - C, ), est aussi bornée. Donc en
considérant le schémas de Hilbert, on trouverait un diviseur effectif D sur &,
tel que pour un n assez grand [D] = [C,,]. Par conséquent D* = C;, = —2.
Mais c’est absurde puisque D € Z-/ quin’a pas de classe de carré strictement
négatif.

Donc pour tout i = 1, ..., k, la suite (||C,;||),5, est non bornée. Posons le

. C,, N . .
vecteur de norme 1 suivant x,,; := m Quitte a extraire des sous suites,
n,i

on peut supposer que ||C, ;|| = o et que x,; = x,,;. De plus, on a

xz =limx2 =lim——— =0
S | (o1

De méme, puisque les nombres (C,; - C, ;) sont indépendant de n, on a

Xy Xq . =limlimx, . - x. ; = limlim Coi Gy _
04" X0 = AR X Xy = N G TG

De plus, le faisceau f,€Qy /5 est un fibré en droite sur A donc quitte a res-
treindre A a un petit ouvert autour de 7, on peut supposer qu’il existe une
section globale o qui est non nulle. Autrement dit, on se donne une 2-forme
holomorphe non nulle 6, € H>°(X,) pour chaque ¢ et tel que la fonction
1= [0,] € A¢ est continue. Par conséquent, puisque les x, sont des classes
(1,L1)de X, ,onax, -0, =0ectainsiona

X * Oy = hrrln x,; o0, =0.

i n

On trouve donc que x,; € H"'(X, ) n H*(X, ,R).
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Rappelons que ’espace H"'(X, ) N H*(X, ,R) est un espace vectoriel réel
muni d’une forme quadrathue de signature (1,19) et qu’on note C, la
composante connexe contenant une forme de Kihler de I’ ensemble des
classes de carré positif. Ici la discussion précédente permet d’affirmer que
Xq,; € 0C x,, pour tout i. Mais donc xéi N C_Xx0 = R,pxg,; or les x,; sont
orthogonaux entre eux et donc on pose e := x,,. Pour touti =1,...,k, on a
donc x,; ER-e.

Mais donc les classes x, ; convergent toutes vers R - e. De plus, les cOnes
NE(th) sont engendrés ISas les x,,; donc les NE(?(,W) convergent vers R - e.
Or/ € NE(X, ) donc I € R - e. Ainsi on trouve que /> = e* = 0 mais c’est
absurde puisque /2 > 0. Il existe donc un 7 tel que |Aut(X, )| = oo. O

Théoréme 4.2.11. Soit f : X — A une famille projective de surface K3.
Alors I’ensemble D formé des éléments t € A tels que |Aut(X,)| = oo est
dense dans A.

Démonstration. S’il existe un t € A,,, tel que |Aut(X,)| = oo alors pour
tout autre ' € A, on a |Aut(X,)| = co. En effet, d’apres 4.2.3 il existe un
sous groupe G, < Aut(X,) d’indice fini tel que pour tout #' € A, on a
Gen < Aut(X),) et est d’indice fini. Mais alors G, est d’indice fini dans le
groupe infini donc est infini Aut(&X,) et donc les groupes Aut(X,) sont tous
infinis puisqu’ils contiennent G, qui est infini. Ainsi, I’ensemble des fibres
générales A, est inclus dans D mais A,,, = A \ NL(X/A) est dense par
4.1.4 donc D aussi.

On supposera donc a partir de maintenant que A,,, ne contient aucun ¢
vérifiant |Aut(X,)| = oo, il faudra donc chercher des fibres avec des groupes

d’automorphismes infinis dans NL(X /A).
Nous allons montrer 1’assertion locale suivante :

(A 4.2.12) : Pour tout t, € A, et voisinage U de t,, il existe un point
t € NL(X/A)NU tel que |Aut(X,)| = 0.

Soit maintenant 7, € A, et un voisinage U de ce point. Quitte a rétraicir A,
on peut supposer que A = U et on cherche donc un point t € NL(X/A)nU
tel que [Aut(&,)| = oo. Notons p., := p(X, ).

Supposons qu’il n’existe pas de suite t, — ¢, ou t, € NL(X/A) et p(X,n)) >
3. Alors dans ce cas, il existe un voisinage U de ¢, tel que pour tout 7 €
U N NL(X/A), on a p(&,) > 2. Mais comme de plus A, & A, quand
1 € NL(X/A), alors on a p,, = 1 et p(X,) = 2 pour tout 7 € NL(X/A) =
A \ Agen
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On a donc deux cas possible :
L. pgen = 1 et p(X,) =2 pour tout 1 € NL(X/A).
2. Il existe une suite (t,),5; d’élément de NL(X' /A) convergeant vers f,,
et telle que pour tout n > 1, on a p(X, ) > 3.

Dans le premier cas, le lemme 4.2.6 dit qu’il existe un point r de NL(X'/A)
tel que |Aut(X,)| = oo. Et dans le second cas, le lemme 4.2.10 montre
I’existence d’un point ¢t de NL(X'/A) tel que |Aut(&X,)| = oo. Ainsi, dans
chaque cas on trouve une fibre avec un nombre infini d’automorphisme ce
qui acheve cette démonstration. ]
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