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Exercice 18 : Module projectif de rang 1 sur un anneau factoriel

Soit A un anneau comutatif. On note A* le groupe formé des éléments inversibles pour la multi-
plication. A est intégre si 'ensemble A\ {0} est stable pour la multiplication. A est factoriel si A
est integre et si le monoide quotient (A \ {0})/A* est libre, ce qui revient & dire qu’il existe une
partie P de A\ {0} telle que l'application

A (N, )P — A\ {0}
(u7 (np)pGP) — u HpeP pnp

est un isomorphisme. Lorsque A est factoriel, toute famille finie d’éléments non tous nuls de A
admet un pged, et si d € A divise le produit ab alors on peut écrire d = dydy avec dila et dalb.

Supposons A factoriel avec P comme ensemble de représentants des éléments irréductibles et
soit f € A\ {0} ; alors A[%] est factoriel avec comme ensemble de représentants des éléments
irréductibles P\ {p € P,p|f}.

Matrices idempotentes de rang 1
Soit A un anneau integre ; on note K = A[%, f € A\ {0}] le corps des fractions de A.

Soit P € M,,(A) une matrice dont le rang, comme matrice de M,,(K), est 1 ; alors P s’écrit dans
M,,(K) comme le produit *(a; . ..ay,) (b1 ...b,) avec (a;), (b;) € K™ (on peut prendre pour *(a;) une
colonne non nulle de P). Par définition de K il existe d € A\{0} tel qu’on ait Vi, da, € A et db; € A.
Puisque le produit a;b; est dans A pour tout (i,j), d* divise le produit (da;)(db;) dans A. Si
A est factoriel alors d? divise le produit pged((da;))pged((db;)) dans A donc s’écrit didy avec
d1|pged((da;)) et do|pged((db;)) de sorte que P est le produit t(%)(‘g’l’i) dans M,,(A4). Autrement
dit, si A est factoriel alors on peut écrire

P ="(a;)(b:)

avec (a;), (bj) € A™.

Soient (a;), (b;) € A™ ; la matrice P = !(a;)(b;) vérifie P? = P si et seulement si on a la relation
de Bezout ), a;b; = 1. Si cette relation est vérifiée alors (a;) = Y, arbi(a;) est dans 'image de
P et engendre 'image de P. Puisque A est supposé integre, 'image de P est un A-module libre
de rang 1.

On en déduit : Soit A un anneau factoriel et M un A-module projectif de type fini tel que K @ 4 M
est de dimension 1 sur K ; alors M est libre. (L’hypothese M de type fini est impliquée par les
autres conditions : voir [Bourbaki, Algebre, chap. II., §5, n° 5, prop.9])

Invariance du rang

Soient A un anneau integre, K son corps de fraction, ¢ : A — k un homomorphisme d’anneaux de
A dans un corps k et M un A-module projectif de type fini ; alors on a I’égalité

dimk(k‘@)A M) :dimK(K(X)A M) .

En effet : ker(¢) est un idéal premier de A. Notons A’ 'anneau localisé A[%,f ¢ ker(¢)]. A’
est un sous-anneau de K égal a K si ker(¢) = 0. Puisque les images des f ¢ ker(¢) dans k sont
inversibles, ¢ : A — k se prolonge en un homomorphisme d’anneaux A’ — k.

Puisque M est projectif de type fini, on peut écrire A™ ~ M @ N pour un certain entier n et
un certain module N ; alors A = A’ @4 A" ~ (A’ @4 M) @ (A’ @4 N) donc A’ ®4 M est un
A’-module projectif de type fini. Si ker(¢) # 0 alors ker(¢)A’ est le seul idéal maximal de A’ et on
sait qu’un module projectif de type fini sur un anneau local est libre. Dans le cas contraire A’ est
un corps. . . .

Ona K4 M ~K®u (A ®4 M) done dimg (K ®4 M) = dimy (A’ @4 M). De méme k@4 M ~
k& (A/ XA M) donc dimk(k@)A M) :dimA/(A’ XA M)
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Exemple : Soit X un espace compact (# @), z un élément de X, A un sous-anneau intégre de C(X)
et M un A-module projectif de type fini. Soit & “le” fibré vectoriel sur X dont le module des sections
est isomorphe & C(X) ®4 M (£ n’est unique qu’a un isomorphisme preés). Soit ¢ : C(X) — R
Iapplication f +— f(z). On a R®¢(x)['(§) ~ & (la fibre de £ en ). On obtient que le rang de M
coincide avec dimg ().

Fibré de Moebius sur le cercle

Le cercle St est la partie {(z,y) € R?, 22 + y?> = 1} qu'on identifie avec {z € C,|z| = 1}. Le fibré
de Moebius p est formé de la famille des droites de R? passant par un point de S!, tournant le
long de S! et ayant fait exactement un demi-tour lorsqu’on est revenu & 'origine.

Notons e le fibré en droites trivial E(e) = S! x R ISty S Le fibré 1 peut se décrire comme :
E(u) = {(z*,)2),z€ SL, e R} C S' x C = E(é?)
muni de la restriction & E(u1) de la projection sur S!.

On peut montrer que 4 est localement trivial ce qui entraine que le morphisme p — €2 admet un
rétract puisqu’il est injectif en tout point. On peut aussi expliciter ce rétract, ce qui entraine que
w est localement trivial : Pour z € S! notons pr_ /7> la projection orthogonale de R? sur la droite
réelle engendrée par les racines complexes de z. Ecrivons z = z + 1y ; la matrice de pr_ . dans

la base canonique de R? est
L l+x y
2 y l1l—xz )

Le rétract en question est application E(e*) — E(u), (2, (s,t)) = (2, pr - (s,t)) qui est bien
continue et linéaire sur chaque fibre.

Notons p Iendomorphisme composé I'(e?) = C(S!)? — I'(u) — I'(€?) induit par la composée
€2 — pu — €2. p est un morphisme idempotent de C(S!)-modules, d’image isomorphe & I'(x), de
L+pr;  pry
pry 1 —pr
pry, est Iapplication S! — R, x + iy — z, respectivement x + iy > y.
(14X Y
2\ Y 1-X
idempotente donc M @ ker(P) = A%2. L’application A — C(S!), X + pry;, Y +— pry est un
homomorphisme (injectif) d’anneaux. L’image de P dans Mz(C(S?)) via A — C(S!) est la matrice
du projecteur p : I'(€2) O, d’ott I'isomorphisme

D(p) ~ C(SY) @a M .

1

matrice dans la base canonique de C(S')? égale a 5 ( , ou pry, respectivement

Posons A = Z[1, X, Y]/(X?+Y? - 1), P = > € My(A) et M = im(P). P est

Le fibré de Moebius n’est pas isomorphe & € : la partie E(u) \ {(2,0),z € S'} (le complémentaire
dans E(p) de la “section nulle”) est connexe puisque I'application S* x RY — E(u)\{(z,0), z € S'},
(2,A) = (22, X2) est surjective, alors que ce n’est pas le cas pour E(e) \ {(,0),z € S'}. Donc le
C(S')-module T'(u) n’est pas libre.

Factorialité de certaines A-algébres
Soit A une sous A-algebre de C(S!) (par exemple R ®7 A = R[X,Y]/(X? +Y? — 1)) ; alors
['(11) ~ im(p) est isomorphe & C(S) ®4 (A®x M) et n’est pas C(S!)-libre donc A ®4 M n’est pas
A-libre. D’autre part la dimension de la fibre en un point de p est 1 donc si A est integre M est
de rang 1. On en déduit que A n’est factoriel.
L’anneau C ®z A = C[X,Y]/(X? +Y?2 — 1) est factoriel : I'application

1
) }}
est un isomorphisme (X + iY est inversible dans C[X,Y]/(X? +Y?2 — 1), d’inverse X —iY). On
sait que anneau C[X] est factoriel, donc également C[X, %] d’apres ce qui a été dit au tout début.

CIX, <] = CX,Y]/(X?+Y?-1), X~ X +iY

On en déduit : les sous-anneaux de C ®z A sont inteégres (en particulier R[X,Y]/(X2+Y?2 - 1)) ;
le C ®z A-module C ®z M est libre ; le complexifié du fibré p est trivial.
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