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Préface

Ce texte représente le cours (12 séances d’une heure et demie) sur les fonctions d’une variable
complexe que j’ai donné en L3 de Mathématiques Pures a Nice, pendant trois années consécutives
(de 2007/2008 & 2009/2010).

Le théme est classique et représente une des “perles” de I’enseignement des mathématiques
a l'université. J’ai essayé autant que possible de donner des démonstrations completes aux
théoremes principaux.
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Chapitre 1

Fonctions holomorphes

1.1 Structure complexe du plan.

Le plan réel R? est un R-espace vectoriel de dimension 2. D’habitude, les points de R? sont
représentés par leurs coordonnées (z,y) dans la base canonique. Nous allons identifier R? avec
C en identifiant un point (z,y) de R? au nombre complexe = + iy de C dont parties réelle et
imaginaire sont les coordonnés du point :

R? — C

<x> — T+ 1y
Y

En particulier, la norme du vecteur (z,y) € R? s’identifie au module du nombre x + iy € C.

Lemme 1.1. Sous l’identification ci-dessus, la multiplication par le nombre complexe x + iy
définit une similitude du plan. La matrice de cette similitude est

(m _y> € Ms(R).

y ZT

Inversement, une telle similitude s’interprétre comme la multiplication par un nombre complexe.
La multiplication de nombres complexes correspond ainsi a la composition de similitudes du plan.

Démonstration. La base canonique de C en tant que R-espace vectoriel est (1,7). La multipli-
cation par x + iy est R-linéaire et applique 1 sur x + iy et ¢ sur —y + ix. Sa matrice a donc
la forme prétendue. Inversement, une telle matrice agit sur les points de R? comme le fait la
multiplication par x + iy sur C.

Enfin, la multiplication complexe (z +iy)(z' +1iy') = za’ — yy' +i(zy' + yz') correspond bien

au produit matriciel
v —y\ (2 =y _ (22 —yy —(zy +ya)
y T y/ x/ xy/ + yx/ I_I_/ _ yy/ .
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1.2 Rappels sur la topologie du plan.

Comme C est un R-espace vectoriel, C est muni d’une topologie canonique. Une partie U de
C est ouverte pour cette topologie si, pour tout zg € U, il existe un disque ouvert

Dy(20) ={z € C||z — 20| <7}

de rayon r, de centre zg, et contenu dans U. Il s’en suit que tout ouvert de C s’écrit comme
réunion de disques ouverts.

Une partie A de C est fermée si son complémentaire C\ A est ouvert.

Une partie A de C est compacte si A est fermée et bornée.

Une partie A de C est connexe s’il n’existe pas de décomposition en deux parties non vides
disjointes A = A; U A, telles que A} = ANU; et Ay = AN Uy pour deux ouverts Uy, Us de C.

Une partie A de C est connezxe par arcs si, pour tous x,y € A, il existe une application
continue ¢ : [0,1] — A telle que ¢(0) = z et ¢(1) = y. Toute partie connexe par arcs est
connexe. La réciproque est fausse en général. Cependant,

Lemme 1.2. Un ouvert de C est connexe si et seulement s’il est connexe par arcs.

L’adhérence A d'une partie A de C est la plus petite partie fermée de C contenant A. En
particulier, ’adhérence du disque ouvert D, (zy) est le disque fermé

D, (z0) ={z € C||z — 2| < r}.

On utilisera souvent que tout disque ouvert D,(zg) contient un disque fermé D;(z0) de méme
centre avec un rayon s vérifiant 0 < s < r.

1.3 Dérivation complexe

Définition 1.3. Soit U C C un ouvert et z9 € U. On dit qu’une fonction f : U — C est
C-dérivable ou holomorphe en zy si la limite

i £ = f(0)
zz;zzoo zZ— 20

existe, auqel cas elle sera notée f'(zp) ou %(zo). On dit que f : U — C est holomorphe (sur U)
st f est holomorphe en tout point de U. La dérivée de f est alors notée

f2U—-C:z0 fl(2).
Ezemples 1.4. —

1. La fonction z — 2™ (pour n € N) est holomorphe sur C. Sa dérivée en 2y est nzj '

2. La fonction z +— % est holomorphe sur C*. Sa dérivée en zg € C* est —Z%.
0

3. Soient f,g : U — C deux fonctions holomorphes. Alors f 4+ g et fg sont des fonctions
holomorphes U — C ayant comme dérivées :

(fxg)=f+4
(f9)' =flg+ fd

De plus, pour A € C, on a (Af) = X\ - f’. En particulier, la dérivation complexe est une
opération C-linéaire.
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4. Si g : U — C est une fonction holomorphe qui ne s’annule pas, alors % est une fonction

holomorphe U — C : z +— ﬁ. Pour toute fonction holomorphe f: U — C on a alors

<f>': f'lg—fg
g 9P

d

5. Toute fonction polynomiale z — P(z) = ag+ a1z + -+ - + aqz® avec a; € C est holomorphe

sur C. Toute fraction rationnelle z — % est holomorphe en dehors des racines de Q(z).
6. On verra plus loin que toute série entiére z — s(z) = > 5o, arz" est holomorphe sur le

disque ouvert Dr(0), ou R est le rayon de convergence de s(z).
k

k . 2k+1 2
Par exemple, e = 5%, 3, sin(z) = S2o(~ D)k g, cos(z) = S (~ 1) Gy
sont des fonctions holomorphes sur C.

La dérivée d’une série entiere est calculée terme par terme, donc s'(z) = > 7, kapzF—1.
Le rayon de convergence de s'(z) est identique au rayon de convergence de s(z).

1.4 Conditions de Cauchy-Riemann

Soit f : U — C une fonction a valeurs complexes définie dans un ouvert U de C. En identifiant
C & R? comme dans la section 1.1, on peut représenter f sous la forme

Uu — R?
() = (e

flx+iy) = fi(z,y) +ifa(z,y)

de sorte que

respectivement
fi(z,y) = Ref(x +1iy) et fa(x,y) =Imf(x + iy).
On peut donc comparer la différentiabilité de f en (xo,y0) en tant que fonction de deux

variables réelles avec la dérivabilité de f en xg+1iyg en tant que fonction d’une variable complexe.

Si f est différentiable en (xq,y0), la différentielle

Af1 of

oy (@,y0) Gy (20,0 o po
(z0,90) (%J;Q(xo,yo) %%(l'OyyO)

est une application R-linéaire, la “meilleure approximation R-linéaire” de f en (xg,yo).
Si f est C-dérivable en z9+1iyp, la dérivée f’(zo+iyp) représente la “meilleure approximation

C-linéaire” de f en zo + iyo.

Proposition 1.5. Une fonction f: U — C est holomorphe en xg +iyo € U si et seulement si
f (en tant que fonction de deux variables réelles) est différentiable en (xg,yo) et la différentielle
D fzg,yo) €St une similitude du plan, i.e. les conditions de Cauchy-Riemann sont satisfailes :

0 0 0 0
T o) = 2. ) et 5 o, 0) = 2 (o, )
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Dans ce cas, on a f'(zo + iyo) = L (x0,y0) + %2 (w0, y0) = a{f (20, yo) — 192 (0, yo)-

Démonstration. La C-dérivabilité implique la différentiablilité. Inversement, la différentiabilité
implique la C-dérivabilité a condition que la différentielle corresponde a la multiplication par un
nombre complexe ce qui, d’apres le Lemme 1.1, est précisément la cas quand la différentielle est
une similitude du plan, i.e. quand

[ (20,90) % (0, 30) a —b
Df(l“o,yo) = <8f2 (0, 0) %i(wo,yo) = <b a > .

Dans ce cas, la dérivée f'(xqo + iyo) vaut a + ib. O



Chapitre 2

Intégrales de Cauchy

2.1 Intégrales curvilignes dans le plan

Une application continue (resp. de classe C') 7 : [a,b] — R? est appelée chemin continu
(resp. de classe C'). Un lacet est un chemin 7 : [a, b] — R? tel que y(a) = y(b).

Plus généralement, un chemin (ou lacet) continu « : [a,b] — R? est dit C' par morceaux
s’il existe une subdivision finie a = a9 < a1 < --- < ay_1 < ay = b telle que les restrictions
V|[as,ai41) SOlNt de classe C! pour 0 <i < N. Un chemin affine est donné par

Yz ¢ 10,1] — R?:t— (1 —t)z+ty

pour deux points x,y € R2. Ce chemin parcourt le segment [x,%]; il est de classe C*°.

Définition 2.1. Soient P,Q : U — R deux fonctions continues sur un ouvert U C R? et
v = (71,72) : [a,b] — U un chemin de classe C1. Alors lintégrale curviligne de la “forme
différentielle” P(x,y)dx + Q(z,y)dy le long de v est définie par

b
/P(w,y)dx + Q(z, y)dy :—/ (P(y(£))71(t) + Q(v(1))5(t)) dt.

Définition 2.2. Soit f : U — C une fonction continue sur un ouvert U C C et~y : [a,b] — U
un chemin de classe C*. Alors lintégrale de Cauchy de f le long de ~y est définie par

b
/ f(2)dz = / SO/ (.

Ces deux définitions s’étendent aux chemins C'! par morceaux en remplacant I'intégrale par
une somme finie d’intégrales selon la subdivision finie en chemins de classe C!. Cette extension
de définition est consistente par (2.6a).

Remarque 2.3. L’intégrale de Cauchy se raméne a deux intégrales curvilignes de la premiere
espece en séparant parties réelle et imaginaire :

[ 11z = [ (e + ifolow) (do -+ idy)

- / fr(@,y)de — fole, y)dy + i / fol,y)de + fi(z, y)dy.
Y Y

11
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Pour les calculs, il est en général préférable de ne pas effectuer cette séparation en parties réelle
et imaginaire, mais de calculer la valeur de l'intgrale en explicitant une primitive de (f o)y’
Si f possede elle-méme une primitive F', alors la fonction (f o)y’ admet comme primitive
F o . Dans ce cas, si v est un lacet, 'intégrale est nulle! Un des premiers buts de ce cours est
de montrer que si f est holomorphe sur un disque ouvert, alors f admet une primitive sur ce
disque.

Ezemple 2.4. Soit 7 : [0,27] — C* : t + €. Alors

d 2w s it
/Z _ / Edt = (i) = 2ri.
N 2 o €

Définition 2.5. Soient 1 : [a,b] — C et v2 : [b,c] — C deux chemins tels que v1(b) = y2(b).
Alors le chemin composé v17ys : [a,c] — C est défini par

Wt site o]
£ —
(n72)() {vg(t) siteb,cl
Le chemin opposé 7 : [a,b] — C de v : [a,b] — C est défini par
3(t) =vy(a+b—1t).

Lemme 2.6. Avec les notations ci-dessus, on a pour toute fonction continue f :

(@) [, F()dz = [, ()= + [, f(2)dz
) [ 1()dz = — ] 1(2)dz
(c) f70¢f(z)dz = f,y f(2)dz pour tout difféomorphisme ¢ : [a, f] — [a,b].

Démonstration. (a) suit de la régle de Chasles. (b) est immédiat. (c¢) est une conséquence de la
formule de changement de variable :

16
(2)dz = / FOH6(1) (30 (D)t

Yo

I}
- / F (@O (6(1)d (H)dt
o(B)=b

= [ s
#(

@)=a
- A £(2)d=.

2.2 Théoreme de Cauchy

Dans la proposition qui suit, R désignera un rectangle azial dans R?, i.e. 'ensemble des
(z,y) € R? vérifiant zg < & < 1 et yo < y < y; pour zo, 1, Yo, y1 € R donnés. Les sommets de
R sont les points (9, 40), (1,%0), (x1,y1) et (xg,y1). Cet ordre définit un lacet IR qui parcourt
le bord du rectangle dans le sens positif. De maniere précise : OR = ~y1727y374 ol
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Y1 = V(o). (x1.0)] €St 16 chemin affine qui relie (2o, y0) & (21,%0);
~ Y2 = V(21,90),(x1,51)] €5t le chemin affine qui relie (z1,y0) & (z1,v1);
Y3 = V[(e1,51),(wo.p1)] €St 16 chemin affine qui relie (1,y1) & (zo,91);
— Y4 = V(o1 ),(zo.yo)] €St le chemin affine qui relie (wo,y1) & (zo, yo)-

Proposition 2.7 (Green-Riemann pour un rectangle). Soient P(x,y) et Q(x,y) deux fonctions
de classe C' définies au voisinage d’un rectangle axial R dans R?. On suppose que le lacet OR
qui parcourt le bord de R est orienté dans le sens positif. Alors

//R (gi)(xy) - ?;(x,y)> dady = /BR P(x,y)dz + Q(z,y)dy.

Démonstration. Nous supposons que R = [xq, yo] X [z1,y1] et que le lacet OR est issu de (xg, yo)
comme ci-dessus. Néanmoins, le résultat reste valide pour un parcours du bord de R issu de
n’importe lequel de ses quatre sommets a condition que le sens du parcours soit positif.

8Q B Y1 r1 aQ
[ [ sy = [ ([ Sy ) ay

N /yl(Q(xl, y) — Q(xo,y))dy

Yo

= [ Qz,y)dy.
OR

De meéme,

oP 1 v opP
— —(x,y)dzd :—/ </ —(x, d)da:
//Ray( y)dzdy L\ 8y( y)dy

_/“wuw@—Pmm»w

0

= P(x,y)dx.
OR

O]

Théoréme 2.8 (Cauchy). Soit f : Dr(w) — C une fonction holomorphe sur un disque ouvert.
Alors f admet une primitive complexe sur Dg(w). En particulier, pour tout lacet v dans Dgr(w),

/Wf(z)dz ~0.

Démonstration. On a déja observé en (2.3) que l'existence d’une primitive de f entraine la
nullité de 'intégrale de Cauchy de f le long d’un lacet. Pour construire une primitive F' de f on
se sert de l'intégrale de Cauchy et de la proposition 2.7.

Soit zg € Dr(w). On pose F(zp) = 0. Pour tout z # zy appartenant & Dr(w), le rectangle
axial R = R(xo,x1,Y0,y1) tel que zo = xg + iyp et z = x1 + iy; est entierement contenu dans
Dpg(w). Il définit un lacet unique OR = 71y27y374 issu de zg et orienté dans le sens positif. D’apres
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(2.7) et (2.3), on a pour f = f; +ifs (en supposant la continuité des dérivées partielles) :

f(2)dz = / fi(z,y)dz — fo(x,y)dy + Z/ fo(z,y)dz + fi(x,y)dy
OR OR OR

://R<_%J;1(x,y)—%f(x,y)> dxdyﬂ//R(%J;l(x,y)—%J;(x,y)) dzdy
=0

la derniere égalité étant conséquence des conditions de Cauchy-Riemann satisfaites par f, cf.
(1.5). On peut donc poser (en utilisant le lemme 2.6) :

F(z) = /7 N F(z)dz = /7 N f(2)dz.

La valeur F(z) s’écrit F(z + iy) = Fi(x,y) + iF(z,y) de sorte que, comme ci-dessus, Fi(z,y)
s’obtient comme 'intégrale de la forme différentielle f;(z,y)dx — fo(x,y)dy, et Fa(x,y) s’obtient
comme l'intégrale sur la forme différentielle fi(x,y)dy + fa(x,y)dz. Du fait que l'intégrale se
calcule soit le long de 179 soit le long de 7473, on obtient

oF . OR
E_flv Ty_ f?)
oF, . OF
%_fév Ty_fl

La fonction F' vérifie donc les conditions de Cauchy-Riemann et sa dérivée F’' = f, cf. (1.5). O

Remarque 2.9. Théoreme 2.8 reste vrai si I'on suppose seulement que f est holomorphe sur
Dgr(w)\{z0}, et continue sur Dr(w), pour un certain point zyp € Dg(w). En effet, dans la
construction de la primitive F' de f on se place dans ce point zg, et on découpe le rectangle R
en quatre petits rectangles R, R, R3, R4 partageant un sommet commun a l'intérieur de R.
Tout ce qu’il faut établir, c’est la nullité de I'intégrale de f le long du bord dR du grand
rectangle R. Or, cette intégrale se ramene, grace au Lemme 2.6, a la somme de quatre intégrales
de f le long des bords JR; des quatre petits rectangles inscrits dans R. Parmi ces quatres
rectangles, un contient zp (disons R;) tandis que les trois autres (Rg, R3, R4) ne contiennent
pas zp. Ces trois intégrales sont donc nulles grace au Théoreme 2.8, tandis que la premiere
intégrale est majorée par || f|oo - p(R1) ou p(R1) désigne le périmetre de R;. En découpant R
convenablement, ce périmetre de R, peut étre choisi arbitrairement petit, ce qui montre que la
contribution de la premiere intégrale est arbitrairement petite, voire nulle dans le cas limite.

2.3 Indice d’un lacet

Définition 2.10. L’indice d'un lacet (C' par morceauz) v en zy € C est donnée par l'intégrale

1 d
Indy(20) := z

=5 (ot 2o & Tmage(7))

7Z—Z()

Ezemple 2.11. Pour le lacet 7, : [0,1] — C : t — €2™"t n € Z, on obtient Ind,, (0) = n.
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Théoréme 2.12 (Formule intégrale de Cauchy). Soit f une fonction holomorphe sur un disque
Dpr(w). Alors pour tout lacet v in Dr(w) et tout zo € Dr(w)\Image(y) on a la formule :

1
ari ), LEL 42— tud )1 z0)

Démonstration. La fonction
f(2) = f(20)

Z — 20

9(z) =

est continue dans Dg(w) est holomorphe en dehors de zg. Théoréeme 2.8 et Remarque 2.9 per-
mettent alors de conclure. O

Proposition 2.13. Pour un lacet donné v, Uindice Ind,(—) est une fonction continue sur
C\Image() qui ne prend que des valeurs entiéres. En particulier, Ind(—) est constante sur
chaque composante connexe de C\Image(7y).

1 siz] <1

Ezemple 2.14. Pour le lacet 7 : [0,1] — C : t — ¢*™ on obtient Ind.(z) = .
0 silz|>1.
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