
UNSA 2009/2010 L3–Variable complexe

Feuille d’exercices no6

Fonctions analytiques et Invariance homotopique.

1. Montrer à l’aide du théorème de Rouché qu’un polynôme complexe
P (z) = a0 + a1z + · · · + an−1z

n−1 + zn possède exactement n racines com-
plexes (comptées avec leurs ordres de multiplicité), situées toutes dans le disque
fermé D̄R(0) de rayon R = |a0|+ · · ·+ |an−1|.

2. Pour un entier n ∈ Z, soit le lacet γn : [0, 1] → C∗ : t 7→ e2πint.

Montrer que si n 6= m, alors γn et γm ne sont pas homotopes dans C∗.
Montrer que tout lacet γ dans C∗ est homotope à un lacet à valeurs dans le
cercle-unité S1. En déduire une interprétation géométrique de l’indice Indγ(0).

3. Montrer que pour un ouvert U de C les deux propriétés suivantes sont
équivalentes:

(a) tout lacet γ dans U est contractile dans U ;
(b) pour tout couple (γ1, γ2) de chemins dans U ayant mêmes extrémités, il

existe une homotopie (rel. aux extrémités) qui les relie dans U .

4. Soient U = C\R−, V = {z ∈ C |Re(z) > 0} et W = C\{λi ∈ C |λ ∈
R, |λ| ≥ 1}.

4.a. Montrer que z 7→ z2 définit une bijection holomorphe V → U .

4.b. Montrer que z 7→ 1+iz
1−iz définit une bijection holomorphe W → U .

4.c. En déduire que W est simplement connexe et que f(z) = 1
1+z2 admet

une primitive sur W s’annulant en 0, qu’on notera F .

4.d. Montrer que la fonction z 7→ F (z) + F ( 1
z ) est constante sur les com-

posantes connexes de son domaine de définition. Calculer ces constantes.

4.e. Montrer que F (z) = 1
2i ln0

(
1+iz
1−iz

)
sur W .

5.a. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle 1+z4

1+z6 .

5.b. Pour un réel R > 0, soit le demi-cercle εR : [0, 1] → C : t 7→ Reπit.
Montrer que

lim
R→∞

∫
εR

1 + z4

1 + z6
dz = 0.

5.c. Soit γR le lacet obtenu par concaténation du segment [−R,R] et du
demi-cercle εR. Calculer la valeur des intégrales∫

γR

1 + z4

1 + z6
dz et

∫ ∞

−∞

1 + x4

1 + x6
dx.


