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1. Connexité et point fixe. On note A = {(z,y) € R? |z = y}.

l.a. Déterminer les composantes connexes de R? — A. Montrer qu’une
partie connexe I' de R? qui ne rencontre pas A est forcément contenue dans une
composante connexe de RZ — A.

1.b. Soit I' une partie connexe de R? qui ne rencontre pas A. Montrer que
la fonction R? — R : (z,y) + & — y est & signe constant sur I'. En déduire
que si I' est contenu dans une bande R x [—N, N]| alors I' est contenu soit dans
[— N, 00[x[—N, N] soit dans | —oco, N] x [-N, N].

1.c. Montrer que le graphe I'y = {(z,y) € R?*|y = f(x)} d’une fonction
continue f : R — R est connexe. Montrer que f possede un point fixe si et

seulement si I'y rencontre A. En déduire (a I'aide de 2.b) que si f: R — R est
une fonction continue et bornée alors f admet un point fixe.

2. Mesures a support ponctuel sur R”. Soit 'espace mesurable (R", Bgn)
ou Bgn désigne la tribu des parties boréliennes sur R”. Pour z € R™, on note
0y : Brn — Ry la fonction de Dirac définie par

50(A) = 1 sizeAd
Y10 siad A

2.a. Montrer que J, est une mesure sur (R", Bgn).

2.b. Soit p une mesure sur (R”,Bg»). Montrer qu’il existe un ouvert U,
maximal de R” de mesure p(U,) = 0. Le support de la mesure p est défini par
supp(p) = R™\U,,. Montrer que supp(d,) = {z}.

2.c. Soit p une mesure finie sur (R™, Bgn) & support ponctuel {z}. Montrer
que g = A pour un réel A > 0. Indication: On pourra montrer que pour
toute partie borélienne A € Bgn contenant x on a u(A) = u({x}) en calculant

p(A\{z}).
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