UNSA 2018-2019 L3—Mesure et Topologie

Feuille d’exercices n°5

ESPACES MESURES ET MESURE-PRODUIT.

1. Mesures a support ponctuel sur R". Soit I’espace mesurable (R™, Bgn )
ol Bgrn désigne la tribu des parties boréliennes sur R™.
Pour x € R™, on note 4, : Bg» — R, la fonction de Dirac définie par

51(A) = 1 sizeAd
Y10 siad A

1l.a. Montrer que d, est une mesure sur (R”, Bgn).

1.b. Soit g une mesure sur (R™, Bgn). Montrer qu’il existe un ouvert maxi-
mal U, C R" de mesure nulle: u(U,) = 0. Le support de la mesure p est défini
par supp(p) = R™\U,. Montrer que supp(d,) = {z}.

1.c. Soit 4 une mesure finie sur (R™, Bgx) & support ponctuel {z}. Montrer
que g = A, pour un réel A > 0. (On pourra montrer que pour toute partie
borélienne A € Bgn contenant x on a u(A) = u({z}) en calculant u(A\{z}).)

1.d. Soit g une mesure finie sur (R™, Bga) & support fini {z1,...,zn}.
Décrire pr comme une combinaison linéaire de mesures de Dirac. Quand est-ce
que 4 est une mesure de probabilité ? En connaissez-vous ?

l.e. Soit f une fonction mesurable sur (R™, Bgn) et p une mesure & support
fini. Que veut dire que f est p-intégrable ? Le cas échéant calculer

fdu.

Rn

2. Unicité des mesures. Soit B C P(X) une collection de parties de X stable
par intersection finie et contenant X. On note A(B) la plus petite partie de P(X)
contenant B, et stable par différence et par réunion dénombrable croissante.

2.a. Montrer que A(B) est stable par intersection finie. En déduire que A(B)
s’identifie & la tribu o(B) engendrée par .

2.b. Soient u, v deux mesures finies sur 'espace mesurable (X, A(B)). Mon-
trer que p = v deés que ) = y|p.

2.c. Soient p, v deux mesures o-finis sur ’espace mesurable (X, A(B)). Mon-
trer que = v des que pg = V.

Indication: montrer que p,(-) = p(-NX,,) est une mesure finie sur (X, \(B))
des que X, est de mesure finie.

3. Soit A C P(N) la collection des parties A de N ayant la propriété que soit A
est fini soit N\ A4 est fini.
3.a. Montrer que A est une algebre.



3.b. Montrer que p : A — {0,1} définie par (u(A) = 0 ssi A fini) vérifie
bien p(AU B) 4+ u(AN B) = p(A) 4+ 1(B) mais que pu n’est pas une mesure.

4. Soit (f,,) une suite de fonctions mesurables (X, A4) — (R, Bg).
4.a. Montrer que sup,, f, et inf,, f, sont mesurables s’ils existent.
4.b. Montrer que lim,, fn et lim,, f,, sont mesurables s’ils existent.
4.c. Montrer que la limite simple de la suite est mesurable si elle existe.

5. Soient (X, A, u) et (Y,B,v) deux espaces mesurés o-finis. On rappelle que
A ® B désigne la tribu sur X x Y engendrée par A x Bou A€ Aet B € B.
5.a. Montrer que pour tout C' € A® B les “sections”

Cy ={y € Y|(x,y) € C}, resp.
C¥ ={z e X|(z,y) €C}

appartiennent & B, resp. A.

5.b. Soit f: (X x Y, A® B) — (R, Bg) mesurable. Montrer que pour tout
x € X la fonction f, : (Y,B) = (R,Bg) : y — f(x,y) est mesurable.

5.c. Montrer qu'il existe une et une seule mesure py ® v sur (X x Y, A® B)
vérifiant (4 ® v)(A x B) = u(A)v(B). Pour cette mesure on a

/ dlpev) = / v(Cy)dp = / p(CY)dv  pour tout C € A® B.
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