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1. Topologie de R2. On considere les parties suivantes de R?:

A={(z,y) eR?| —2® <y <a?}
B={(z,y) e R? |22+ < 1}

C = {(x,y) € R?*||z| = |y|}
D=B\A

l.a. Parmi les parties A, B,C, D lesquelles sont ouvertes, lesquelles sont
fermées, lesquelles sont connexes, lesquelles sont compactes 7

1.b. Déterminer les intérieurs et les frontiéres de A, B, C, D.

1.c. Déterminer les composantes conneres de BUC, de R? — (BUC), de D
et de R? — D. Justifier votre réponse.

2. Parties compactes et cocompactes de R. Une partie de R est dite
cocompacte si son complémentaire est compact.

2.a. Montrer qu’une intersection quelconque de parties compactes de R est
compacte. Montrer qu’une réunion finie de parties compactes de R est compacte.
Quelles sont les propriétés analogues des parties cocompactes de R ?

2.b. On pose S = RU {oo}. Une partie A de S est dite ouverte si, soit A est
une partie ouverte de R, soit A contient co et A—{oo} est cocompact dans R.
Montrer a I'aide de 2.b que les ouverts de S définissent une topologie 75 sur S.

2.c. Montrer que lespace topologique (S, 7s) est compact.

2.d. Montrer que S est homéomorphe au cercle-unité S* C R2.

3. Parties négligeables de [0, 1] et ensemble triadique de Cantor. On dit
qu’une partie N d’un espace mesuré (X, A, u) est négligeable si N est contenue
dans une partie B € A de X telle que u(B) = 0.

On pose A= {C C X|C = AUN avec A € A et N négligeable}

3.a. Montrer que C € A si et seulement s’il existent A, B € A telles que
A C C C Bet u(B\A) =0. En déduire que A est une tribu. Montrer que A est
la plus petite tribu contenant 4 et toutes les parties négligeables de (X, A, p).

3.b. On définit 77 : A — R en posant fi(C) = u(A) = u(B) pour un couple
A,Be€ Atelsque AC C C Bet u(B\A) =0.

Montrer que 7 est une mesure sur (X,.4). Montrer que toutes les parties
négligeables de I'espace mesuré (X, A, i) appartiennent & A.

3.c. Rappeler la définition d’une fonction mesurable entre espaces mesurables.
Montrer qu'une fonction continue f : ([0, 1], Bjo,1)) — ([0, 1], Bjo,1)) est mesurable.
Montrer que toute partie dénombrable de [0, 1] appartient & la tribu Borélienne



Bjo,1)- En déduire que si f : [0,1] — [0, 1] est croissante, alors f est mesurable
(on pourra utiliser que l'ensemble de discontinuité d’une fonction croissante
est fini ou dénombrable). Quelle est la mesure de Lebesgue A(D) d’une partie
dénombrable D de [0,1] ?

3.d. On définit une suite décroissante de parties fermées (A,,)n>0 de [0, 1]
comme suit: pour tout intervalle fermé A = [a,b] C [0, 1] on pose

b—a 2(b—a)

Y0(A) = [a,a + Jet 12(4) =[a+ =

b

On pose Ay = [0,1] et si A,,_; est réunion disjointe des 2"~ ! intervalles fermés
A(i)

n_1 alors A, est la réunion disjointe des 2" intervalles fermés obtenus en rem-
placant chaque Agﬁl par la réunion des deux intervalles WO(AS)A) et 72(A£311).

Calculer A(A,) en fonction de n. En déduire que Ao = (),,>¢ An est une
partie compacte de [0, 1] de mesure nulle. C’est I’ensemble triadique de Cantor.

Montrer que les composantes connexes de A, sont singletons.

3.e. On utilisera dans cette question que tout point z € [0,1] possede
une écriture dyadique x = > “gff) n>0 6%&?)
an(z) € {0,1} et B,(x) € {0,1,2}.

Ces écritures sont uniques si pour x # 1 on exclut les séries telles que «, (z)
(resp. Bn(x)) sont presque tous 1 (resp. 2), ce que nous ferons par la suite.

et triadique z = ) telles que

Montrer que x € Ay si et seulement si Vn : ,(z) # 1. En déduire que

a"(z)

I'application f : [0,1] — [0,1] qui associe au point x = » _, =5~ le point
f@) =Y, 26“?:;@ vérifie f([0,1]) = Aw. Conclure que pour toute partie

P C [0,1] 'image f(P) est une partie négligeable de ([0, 1], Bjg 1, A).

3.f. Montrer que f est une fonction strictement croissante préservant 0 et 1.
Indication: On pourra montrer que pour z,y € [0,1] on a z < y si et seulement
8l existe m > 0 tel que ag(z) = ai(y) pour k < m et am(z) < am(y) si et
seulement s’il existe n > 0 tel que Bx(z) = Br(y) pour k < n et By (z) < Bn(y).

En déduire a ’aide de 3.c que si P n’appartient pas & la tribu Borélienne
Bjo,1) alors son image f(P) non plus.
Conclure a 'aide de 3.a et de 3.e que By 1) # Bjo,1)-
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