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1. Topologie du plan. Soient les parties D = {(x,y) € R? |22 +y? < 1}, H =
{(z,y) e R? |2y >0} et L = {(z,y) € R?||z| <y < 22} de R?.

l.a. (Question de cours) Comment peut-on caractériser les parties com-
pactes de R? ? Donner un exemple d’une partie ouverte non-connexe de R2.

1.b. Déterminer si D, H, resp. L est ouvert, fermé, compact, connexe.
1.c. Méme question pour R? — D, R?2 — H, resp. R? — L. Justifier !

1.d. Indiquer le nombre de composantes connexes de RZ2 — D, de R?2 — H,
de R? — L,et de R> — (DUHUL).

2. Locale connexité et composantes connexes. Pour un espace topologique
FE on considere les trois propriétés suivantes:

(C1) tout ouvert de E est réunion d’ouverts connexes;
(C2) tout point de E est contenu dans un ouvert connexe;

(C3) les composantes connexes de E sont ouvertes.

2.a. Montrer les implications (C1) = (C2) = (C3) = (C2).

2.b. Montrer que R™ muni de la topologie usuelle vérifie (C1). Montrer que
la partie ' = {0} U{%,n € N,} de R, munie de la topologie induite, ne vérifie
pas la propriété (C2), et donc pas non plus la propriété (C1).

2.c. Montrer qu’un espace compact vérifiant (C3) ne posséde qu’un nombre
fini de composantes connexes. Montrer que ’espace F de la question 2.b est
compact. Quelles sont les composantes connexes de F 7

2.d. On considere I'application ¢ : R — S1 : ¢ s 2™ Montrer que pour
tout to € R, la restriction ¢y, —1/2,40+1,/2[ Jto—1/2,to+1/2[— S*—{p(to+1/2)}
est un homéomorphisme. En déduire que le cercle-unité S*, muni de la topologie
induite, vérifie la propriété (C1).

3. Régularité des mesures boréliennes. On considére 'espace R™ muni
de la tribu Brn des parties boréliennes et d’une mesure y : Bgr — R4 qu’on
suppose borélienne (i.e. p(K) < oo pour tout compact K C R™).

3.a. Montrer que toute partie fermée de R™ est réunion d’une suite croissante
de parties compactes de R™. En déduire que la tribu Br~ des parties boréliennes
est engendrée par les parties compactes de R”.

3.b. Montrer que pour une suite décroissante (A,,),>o de parties boréliennes
telles que (5o An = B et u(Ay) < 00, on a infren p(Ay) = p(B). Indication:
considérer la suite croissante B, = Ag— A, et utiliser que |J,,~, Bn = Ao—B.



3.c. Montrer que pour toute partie compacte K de R", les parties U, =
{r eR"|d(z,K) < %H} sont ouvertes, de mesure finie, et vérifient:
p(K) = inf p(U).

Une partie borélienne A est dite e-entourée s’il existe une partie fermée F'
et une partie ouverte U telles que F C A C U et p(A—F) <eet up(U—-A) <e.

3.d. Montrer que si A est e-entourée alors R" — A également. Montrer que
si (An)n>0 est une suite croissante de parties boréliennes telle que pour tout
n >0, A, soit 5-entourée, alors la réunion A = J,,~, An est 2e-entourée.

3.e. Montrer que toute partie borélienne est e-entouré pour tout ¢ > 0.
Indication: Montrer que ’ensemble des parties boréliennes qui sont e-entourées
pour tout € > 0 est une tribu contenant les parties compactes.

Conclure que pour toutes partie borélienne A et mesure borélienne p, on a

pd) =, ot U= s ().
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