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1. Algebres et mesures. Soit A une algébre sur un ensemble X, i.e. une
collection A de parties (dites mesurables) de X telle que

1. 0 e A;
2. SiA,B e Aalors AUB € A;
3. Si A€ Aalors X\A € A.
Soit p une mesure sur (X,.A), i.e. une application u: A — R telle que
L pu(0) = 0;
2. (AU B) = u(A)+ u(B) si AN B = 0;
3. 814, TA A, e A, Aec Aalors (U, An) = sup,, u(Ay).
1.a. Montrer que pour A,B € Aona AN ée Aet A/B € A.
1.b. Montrer que pour A,B € Aon a u(AU B) = u(A) + u(B) — p(AN B).

l.c. Montrer que pour A,B € A on a (AU B) — u(AN B) = u(AAB) ou
AAB = A\BU B\ A.

2. Soit A la collection des parties A C N ayant la propriété que soit A est
fini soit son complémentaire N\ A est fini.

2.a. Montrer que A est une algebre sur N.

2.b. Montrer que p : A — {0,1} définie par (u(4) = 0 <= A fini) vérifie

bien les deux premieres propriétés d’une mesure, mais pas la troisieme.

3. Mesures a support ponctuel sur R. Soit 'espace mesurable (R, Bg)
ou By désigne la tribu des parties boréliennes sur R.

Pour z € R, on note §, : Bg — R la fonction définie par

5u(A) = 1 sizeAd
¢ o sizgA

3.a. Montrer que d, est une mesure sur (R, Br) (la mesure de Dirac en x).

3.b. Soit p une mesure finie sur (R, Bg) telle que pu(R\{z}) = 0. Montrer
que i = Ad, pour un réel A > 0. (On pourra montrer que pour toute partie
borélienne A € Br contenant x on a u(A) = p({z}) en calculant u(A\{z}).)

3.c. Soit p une mesure finie sur (R, Bg) telle que p(R\{z1,...,zn}) = 0. Ecrire
(4 comme une combinaison linéaire de mesures de Dirac. Quand est-ce que p est
une mesure de probabilité ?

BAREME INDICATIF: (1+41,54+1)+(142)+(1+1+1,5)



