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Examen du 14 décembre 2010
Durée : 2h00. Tous documents interdits.

1. Suites récurrentes et séries formelles. On consideére la suite de nombres
(Sn)n>0 définie par la regle de récurrence

1
so=1,81=0,s,= 5(571—1 + 5n—2)7 n>2.
On pose s(X) =3, 5o s, X" € C[[X]].
1.a. Déterminer s, pour n = 2,3,4,5,6.

1.b. Montrer que s(X) = W dans C[[X]].

1.c. Décomposer 5 en éléments simples dans C[[X]].

X—2
X2+X*
1.d. En déduire une formule explicite pour s,, ainsi que la limite lim,,_ Sy,.

2. Equations différentielles du second ordre.

2.a. Donner 'ensemble des fonctions deux fois dérivables R — R : z — y(x)
qui sont solutions de I’équation différentielle y”(x) + v'(x) — 6y(z) = ze3%.

2.b. Donner l'ensemble des fonctions deux fois dérivables R — R : z +— y(z)
qui sont solutions de I'équation différentielle y”(z) + 4y(x) = 0.

2.c. Donner I'ensemble des fonctions deux fois dérivables R — R : z +— y(x)
qui sont solutions de I’équation différentielle y”(x) + 4y(x) = sin(2x).

3. Exponentielle de matrice et équation différentielle linéaire. On

2 1 2
considére la matrice A=[1 1 —1] € M3(R).
2 -1 2

3.a. Déterminer les valeurs propres de A. En déduire une matrice de change-
ment de base P € Gl,,(R) telle que P~!AP soit diagonale.

3.b. Calculer P71.
3.c. Calculer exp(tA) pour t € R.

3.d. Trouver 'unique fonction dérivable ¢ : R — R? : ¢+ [ y(t) | qui vérifie

1 a'(t) = 22(t) + y(t) + 22(t)
P(0)=[1] et qy(t)=z(t)+yt) - 2(¢)
1 2 (t) = 2x(t) — y(t) + 2z(¢).

Que peut-on dire de la trajectoire t — ¢(t) quand ¢ — o0 ?

BAREME INDICATIF : 7 + 6 4+ 7 = 20 pts



