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BAREME INDICATIF : 4 + 6 + 4 4+ 6
1. Injectivité, surjectivité, bijectivité.
l.a. Soient f : Ey — FEs,9 : Es — FEs et h : E3 — E, des applications
ensemblistes. On suppose que go f : 4 — E3et hog : E5 — FE4 sont bijectives.
Montrer que g est une application a la fois surjective et injective. En déduire
que f, g et h sont des applications bijectives.
1.b. Soit f : E — FE une application ensembliste. On suppose que fo fo f = f.

Montrer que si f est injective, alors f est surjective. Montrer que si f est
surjective, alors f est injective. En déduire que si f n’est pas bijective, alors f
n’est ni injective ni surjective.

2. Décomposition en éléments simples et série formelle. Soit la fraction

rationnelle 3

T2-X—Xx?
2.a. Décomposer s(X) en éléments simples.

s(X)

2.b. Soit (s,)n>0 la suite récurrente définie par

3 3 1
S0 = 2 51 = T Spt2 = 5(3n+1 + s,) pour n > 0.

Montrer que la série formelle ) ., s,X" s’identifie a la fraction rationnelle
s(X) dans C[[X]]. B

2.c. Déduire de 2.a et 2.b une formule explicite pour s,, n > 0. Déterminer
lim,, o0 Sp.-

3. Equations différentielles du second ordre.

3.a. Donner l'ensemble des fonctions deux fois dérivables R — R : x — y(x)

qui sont solutions de I’équation différentielle y”(x) + v'(x) — 6y(z) = ze?®.

3.b. Donner I'ensemble des fonctions deux fois dérivables R — R : z — y(x)
qui sont solutions de I’équation différentielle y”(z) + 4y(x) = 0.

3.c. Donner I’ensemble des fonctions deux fois dérivables R — R : x — y(x)
qui sont solutions de I’équation différentielle y”(x) + 4y(x) = cos(2x).

4. Exponentielle de matrice et équation différentielle linéaire. On
2 1

1
considere la matrice A= (1 2 1] € M3(R).
1 1 2



4.a. Déterminer les valeurs propres de A. En déduire une matrice de change-
ment de base P € GI,,(R) telle que P~!AP soit diagonale.

4.b. Calculer exp(tA) pour t € R.

x(t)
4.c. Trouver I'unique fonction dérivable ¢ : R — R3 : t +— | y(t) | qui vérifie
2(t)
1 ' (t) = 2x(t) + y(t) + 2(t)
?(0)= 11 et y'(t) = x(t) + 2y(¢t) + 2(¢)
1 2(t) = x(t) +y(t) + 22(t).

Que peut-on dire de ||¢(¢)]] quand ¢t — oo ?

CORRIGE

1.a. Puisque g o f est surjective, g est surjective. De méme, puisque h o g est
injective, g est injective. Par conséquent, g est bijective et admet donc une
application réciproque g~!. En outre, on remarque que f = g~ 1o (go f), et que
h = (hog)og ! Comme la composée de deux bijections est une bijection, on
en déduit que f et h sont bijectives.

1.b. Supposons que f soit injective, et soit y € E. On a f(y) = f(f(f(v))),
et donc, puisque f est injective, y = f(f(y)). Ceci montre que y posseéde un
antécédent par f (qui est f(y)), et donc que f est surjective.

Réciproquement, supposons f surjective, et soient x; et zo dans E tels que
f(z1) = f(z2). La composée de deux surjections étant surjective, f o f est
surjective et donc il existe t; et to dans E tels que 1 = f(f(t1)) et o =

f(f(t2)). On a donc f(f(f(t1))) = f(f(f(t2))), ce qui se réécrit f(t1) = f(t2).

En composant par f, ceci entraine z; = 3, ce qui prouve 'injectivité de f.
On a prouvé que f injective <= f surjective, ce qui est équivaut a

f injective ou surjective = f bijective,
ou encore a sa contraposée :

f non bijective = f non injective et non surjective.

22.0na2-X—-X?=—(X?24+X-2)=—-(X+2)(X-1)=(2+X)(1 - X).
Il s’ensuit que

3 3 a b

XX 2+X)(1-X) 24X 1-X

On obtient 3 = a(1 — X) 4+ b(2 + X)) ce qui donne a = b = 1 en posant respec-
tivement X = —2 et X = 1.



2.b. La fraction rationnelle s(X) est déterminée de maniére unique par la
relation s(X)(2— X — X?) = 3. On va montrer que son développement en série
formelle s(X) =", -, 5, X" vérifie

w

3 1
S0 = 5,81 = 1 Sn42 = §(Sn+1 + s,) pour n > 0.

\V]

En effet,

3= s X" (2-X - X?)

n>0
= Z 25, X" — Z sp Xt — Z sy X2
n>0 n>0 n>0
=2sp+ (251 — s0) X + Z(an+2 — Spg1 — 8p) X2

n>0
<250 =3, 251 —50=0, 28,42 —8p4+1 — S, =0 pourn >0,
3 3

S ==, S =

1
5 Sna2 = =(Sp+1 + $n) pour n > 0.

4 2
2.c. D’apres 2.a-b on a

anX”: 1 +;

n>0

d’ou l'on tire

Sp=1+ et lim s, =1.

gnr1 o0

3.a. L’équation caractéristique r> +r — 6 = (r + 3)(r — 2) = 0 a deux racines
réelles r = 2 et r = —3. Par conséquent, les solutions réelles de ’équation
homogene 3" + 3y’ — 6y = 0 sont y(z) = p12® + poe 3% pour py, e € R.

Les solutions de I’équation inhomogene 3" + 3y’ — 6y = we?® s’obtiennent en
additionnant une solution particuliere aux solutions de I’équation homogene.
Cette solution particuliere est de la forme y(x) = P(z)e?® pour un polynéme
P(x) = a + bx + cx? de degré 2. Pour déterminer P(z) on substitue y(z) =



P(r)e?® dans 1'équation inhomogene. Ceci donne
Y (z) = P'(2)e*® + 2P(x)e*
y'(x) = P"(x)e** + 2P (x)e*” + 2P’ (x)e*” 4 4P(x)e*”
y' () +y'(x) — 6y(z) = (P"(2) + 5P'(2))e*" = ze™
< P"(z)+ 5P (z) ==
<= 2c+5(b+2cx)=x<=2c+5b=0et 10c=1

> ! b !
C = — = — —
10’ 25
Par conséquent, les solutions rélles de y” + ' — 6y = xe>* sont

€z xQ 2x —3x
yl@)=m—gp+ 1) e T Hue™ ppz R

3.b. L’équation caractéristique 72 44 = 0 a deux racines complexes conjuguées
r = £2i. Les solutions réelles de I’équation homogene y” + 4y = 0 sont donc

y(x) = p1 cos(2x) + ug sin(2x) pour pq, uo € R.

3.c. Les solutions réelles de ’équation inhomogene y”’+4y = cos(2x) s’obtiennent
en additionnant une solution particuliere aux solutions de I’équation homogene.
La solution particuliere réelle s’obtient comme partie réelle d’une solution par-
ticuliere complexe de y” + 4y = €2® car Re(e?®) = cos(2z). Une telle solution
particuliere s’obtient sous la forme y(z) = P(x)e?* pour un polynéme P(x) de
degré 1. En substituant dans I’équation inhomogeéne on obtient
Y (x) = P'(2)e*™ + 2iP(z)e*™
Y (z) = 2iP'(2)e*™ + 2iP'(x)e*™ + 4i% P(x)e*™
= (4iP'(z) — 4P(z))e*™
Y (z) +dy(z) = 4iP'(2)e*™ = ¥ <= 4iP'(z) = 1
Donc pour P(z) = a + bz on obtient 4ib = 1, d’ot b = —%. Une solution

particulere est donc y(z) = Re(—%e?™) = —Zcos(2z + §) = Zsin(2z). La
solution générale de y" 4+ 4y = cos(2x) est par conséquent

€, .
y(x) = py cos(2x) + (p2 + Z) sin(2z), p1,p2 € R.

4.a. Le polynéme caractéristique de A vaut
2-X 1 1

PA(X) =det(A— XI3) = 1 2-X 1 = (X - 13X —4).
1 1 2-X



La matrice A posséde donc deux valeurs propres (les racines de P4 (X)) qui sont
1 (de multiplicité 2) et 4 (qui est simple).
Les sous espaces propres associés sont respectivement

Ey = Ker(A—I3) = Vect{(-1,0,1),(0,-1,1)},

et
E, = Ker(A —4I3) = Vect{(1,1,1)}.

Vu que les dimensions des sous-espaces propres coincident avec les multiplicités
des valeurs propres, A est diagonalisable.

-1 0 1 100
En posant P = 0 -1 1 |,ona P'AP=D=| 01 0
1 1 1 0 0 4

4.b. D’aprés la question précédente, on a tA = t(PDP~!) = P(tD)P~!, donc
exp(tA) = exp(P(tD)P~') = Pexp(tD)P~!

Or, la matrice exp(tD) est facile a calculer, car tD est diagonale : on a

et 0 0
exp(tD)=| 0 e 0
0 0 e*

Reste & calculer P~!, puis le produit donnant exp(tA).

9et 1t gt Lottty oAt
On trouve exp(tA) = 1 [ —ef +e*  2ef + et —e e
et et et it gpt 4 it

4.c. La fonction cherchée est

1 e415
o(t) =exp(tA). | 1 | =| et
1 6415

Quant a la norme, elle vaut

o)l = Va(t)? + y(t)? + 2(1)? = V3e™.

Cette quantité tend vers +oo lorsque ¢t — oo.



