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Exercice 1

1. (1 point) Soient K un corps commutatif, E un espace K-vectoriel et F un sous-espace
vectoriel de E. Donner la définition de l’orthogonale linéaire F⊥ de F . Soient F et G deux
sous-espaces vectoriels de E tels que F ⊂ G. Que peut-on dire de F⊥ et G⊥?

2. (2 points) Soit E un R-espace vectoriel. Donner la définition d’un produit scalaire sur E.

Exercice 2
On considère les trois formes linéaires ϕ∗1, ϕ∗2 et ϕ∗3 de (R3)∗ définies par:

ϕ∗1(x) = 2x1 + x2 + x3, ϕ∗2(x) = −x1 − x3, et ϕ∗3(x) = x1 + 3x3.

1. (1 point) Montrer que la famille B∗ = (ϕ∗1, ϕ
∗
2, ϕ
∗
3) forme une base de (R3)∗.

2. (2 points) Déterminer la famille B = (ϕ1, ϕ2, ϕ3) de R3 telle que B∗ soit la base duale de
B.

Exercice 3

On considère E = R2[X] et 〈P,Q〉 =
∫ 1

−1

(
P (t)Q(t) + P ′(t)Q′(t)

)
dt.

1. (1 point) Montrer que (E, 〈−,−〉) est un espace euclidien de dimension 3.

2. (2 points) En appliquant le procédé de Gram-Schmidt à (1, X,X2), trouver une base or-
thonormée (L0, L1, L2) de (E, 〈−,−〉).

3. (1 point) Calculer
∫ 1

−1

(
(P (t))2+(P ′(t))2

)
dt en fonction des coefficients (a, b, c) du polynôme

P défini par P (X) = aL0 + bL1 + cL2.


