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1 Introduction

Dans ce mémoire, on étudie la relaxation du modele cinétique BGK impliquant un terme
en champ fort dans 'opérateur de transport. Ceci nous menera aux lois de conservation
scalaire avec un flux perturbé par rapport aux relaxations classiques. On verra alors ap-
paraitre une Maxwellienne modifiée. Ce travail suit l'article [1] en rajoutant un terme
source dans I’équation cinétique ce qui rajoute un terme source modifié dans la loi scalaire
obtenue.

L’intérét d’utiliser une méthode de relaxation est de faire disparaitre le terme non linéaire
dans la partie dérivée du modele. On peut le voir sur le cas "académique” de relaxation
ol le systeme

Ou+ 0o,y = 0
{ O + Npu = T

va approcher dyu + 0, F(u) = 0 car a la limite (¢ — 0) F(u) = v. Le terme non linéaire
0. F (u) devient dans le systeme % Pour des généralités sur I’étude mathématique des
problemes de relaxation hyperbolique, on peut citer par exemple [9], [10] et [16].
Hilbert, dans son sixieme probleme intitulé ” Traitement mathématique des axiomes de phy-
sique” (voir en annexe), suggérait déja, en citant notamment les travaux de Boltzmann, le
besoin de développer mathématiquement de tels processus limites. L’effet de la relaxation
est en effet important dans de nombreuses situations physiques comme la théorie cinétique
des gaz, la viscoélasticité avec perte de mémoire, I’étude des flux de gaz pres de 1’équilibre
thermodynamique, ...
On doit également citer Perthame et Tadmor [12] qui ont traité le cas ou la force F' (définie
ci-dessous) est nulle.

Le modele BGK étudié est le suivant

O f- + div(a(z,v)f.) + gavfg = Xe ; I + R(t,z,v)f., (t,7,0) ERxRP xR, (L.1)

ou x est la Maxwellienne classique pour les lois de conservation scalaire

_ [ sen(p) si(p—v)v =0,
Xp(v) = { 0 sinon

et la densité
pltoa) = [ fit..0) do
R

La fonction sgn est défini comme d’habitude sgn(u) = 1 pour u > 0, sgn(u) = —1 pour
u < 0 et sgn(u) = 0 pour u = 0. Le champ de vitesse a : RP? x R — R? et la force F € R
sont donnés, ¢ €0, +oo[. On notera f. pour f.(t,x,v) € R.

Le point important est que le terme F'/e dans (1.1) modifie la limite hydrodynamique
obtenue. En effet, dans le cas avec une force F' = 0, la limite obtenue est

p
Op +div, A(z,p) =0, Az, p) = / a(x,u) du (1.2)
0

ou
D

div, A(z,p) = Z@xiAi(x,p),

i=1
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alors que dans le cas ou F' # 0, nous obtenons
Op + div, B(z,p) =T(t,z,p), (1.3)

avec

p oo
B(z,p) = /0 /0 a(z,v+ Fu)e ™ dv du, (1.4)

p oo
T(t,z,p) = / / R(t,x,v+ Fu)e ™ dv du. (1.5)
0 Jo

Dans la suite, on notera C}(€2) 'ensemble des fonctions réelles continues et bornées une

fois différentiable sur 2 ainsi que leurs dérivées premieres. Cet espace sera munit de la

norme || fllc1(q) = sup|f(z)| + sup|df(z)|. On définit CPH(RP x RP) comme l'espace des
Q Q

fonctions continues bornées qui sont deux fois continument différentiable par rapport a x
et une fois par rapport a v avec dérivées bornées. L’espace des mesures bornées sur 2 sera
noté M;(€2). L’ensemble BV (€2) est 'ensemble des fonctions intégrables dont les dérivées
distribution appartiennent & M; (2). L’ensemble W'?(Q) désigne I’espace de Sobolev usuel.

Le principal résultat de ce mémoire est le suivant

Théoréme 1.1 Soient f; € L'(RxRP), F € R, a € C;'(RP xR) et R(t,r,.) € L®(RP x
R; C} (R)) vérifiant R(t, x,0) = 0. Alors p. = [ f dv, ot f. est la solution du modéle BGK
(1.1) avec la donnée initiale f.(0,x,v) = f1, converge vers p dans L* ([0, T]x K) pour T > 0
et tout ensemble compact K C RP . La limite p est une solution faible de

Op(t,z) + div,B(x,p) =T(t,z,p), p(0)=pr= / fr dv, (1.6)

avec B donnée par (1.4) et T par (1.5). La fonction distribution f. — M, dans L*([0, T] x

K xR).

De plus, on a les relations entropiques de Kruzkov :

VEeR, Olp—kl + div.((B(x,p)— B(x,k)) sgn(p — k)) + (div,B)(z, k) sgn(p — k))
< (T(t,z,p) = T(t,z, k) sgn(p — k). (L.7)

2 Existence de la solution cinétique

Dans cette section, on montre qu’il existe des solutions a ’équation cinétique (1.1) avec la
possibilité que F(x) = F. Tout d’abord, on remarque que la Maxwellienne vérifie

Vk, k' € R, /Xk(v) dv = k, (2.1)
[t =@l do = k=l (2.2
VB € C\(R), /R 0B W) dv = B(k) — B(0). (2.3)



Théoréme 2.1 Pour a € CL(RP x R), F € CH(RP) et R(t,z,.) € L®(RP x R; CL(R))
vérifiant R(t,xz,0) = 0, I"équation cinétique (1.1) avec la condition initiale
f(0) = f1 € LYRP x R) est bien posé dans L°°([0,T]; L*(RP x R)).

Preuve
On va ramener le probleme d’existence de la solution cinétique a un probleme de point
fixe. Pour cela, on réécrit (1.1) sous la forme

O f + divy, {(a(:v,v), F(x)>f} = X’DT_f + R(t,z,v).f. (2.4)

Ainsi, on est en mesure d’introduire les caractéristiques associées a (2.4) (cf. [2])

( dX
d—(s,x,v) = a(X(s,z,v),V(s,x,v)),
S
dV B F(X(s,z,v))
HZEeY = T
| X(t,z,v) =2 V(t,z,v) = v,

ainsi que le jacobien du changement de variables (x,v) — (X(s,x,v),V (s, z,v)) donné
par J(s,z,v) > 0 et vérifiant

{ d—J(s,x,v) = J(s,z,v) div, a(X (s, z,v),V(s,z,0)),
J(t,x,v) = 1
On voit que :

J(0,z,v) = exp( - /Ot div, a(X (s, z,v),V (s, x, v))ds). (2.5)
L’équation (1.1) multipliée par J(s, X(s), V(s)) se réécrit donc sous la forme

d%[f(s,X(S), Vi(s))J(s, X(s),V(s))] + (é—R(SaX(S), Vi($))f (s, X(s),V(s))J (s, X(s),V(s))

On cherche alors une fonction G(s) tq
d

T [f (5, X(s), V() (5, X(5), V(5)e“] = %(S,X(S),V(S))J(S,X(S),V(S))GG(S)

avec G(0) =0, i.e.



D’ou
F(t, X (), V() = £(0,X(0),V(0)).J(0, X(0), V(0)) +i/0 Xo(T, X (7), V(7)) I (r, X (7), V(7)) TDdr

F(t,z,v) = £(0,X(0),V(0))J(0, X(0), V(o>)e—G<t>+§ /0 Xo(T, X (1), V(7)) J (1, X (1), V(7)) =CWgr.

On va montrer que la solution f de (1.1) peut étre obtenu comme limite de la suite

fot) =

plt) = /R fult)dv

far1(®) = £(0,X(0),V(0)).J(0, X(0),V(0))e “®
1

T2 / t Xon (T, X (7), V(1) I (1, X (1), V(1)) ¢ =0 gr.

Pour cela, on va prouver que 'application

d(f) = f(0,X(0),V(0))J(0, X(0),V(0))e ¢®

+ / Xo (7 X (1), V(7)) (7, X (7), V(1) @0 COar - (2.6)

est lipschitzienne. En fait, nous allons voir que c’est insuffisant a cause du terme source.
On aura donc besoin de montrer qu’une itérée de ® est contractante.

Prenons deux solutions de (1. 1), notées f et g avec f(0) = ¢(0) = f;, de densités
= [o f(t,z,v)dv et ¢(t,x) = [ g(t, z,v)dv respectivement, on va estimer

H<I>( (t 2,0) — B(g(t, 2.)) | ran .

On pose || R|oo = sup||R(Z, 7, .)[|c1 w) (ce qui est légitime car R(t, ,.) € L= (RP xR; C}(R))).
(t,z)

Cette notation sera ensuite utilisée dans tout le mémoire. On a alors

HCI)(f(th?U)) - qD(Q(t?xvv))HLl(RDXR = / HXp T, X ( )) - X¢(T,X(T), V(T))”Ll(RDXR)

(1), V(1)@= g

A 7 fixé, on fait le changement de variable (X (7, z,v), V (7, x,v)) — (z,v) dans I'intégrale
sur RP x R. Le jacobien de cette transformation vaut J(T z,v) et G(1) — G(t) = = —
[ R(s,X(s),V(s))ds devient G(1) — G(t — [] R(s,z,v)ds.

D’apres (2.2) [i [x,(v) = xg(v)|dv = |p — qb\ On en déduit que ||x,(v) — x4(v)| L1 @®oxR) =

| f(7,2,v) — g(7,2,v)| 1D xR)- L'inégalité précédente s’écrit alors :

||q)(f(t7 I?”)) - @(g(t,l‘, U))HLl(RDXR)

1 [t .
g/ IXp(t1, 2,v) — xg(t1, 2, 0) || 1RO <R)E ™ * Jit Blsww)ds gy
0




On pose o = = — || R|| et on choisit 0 < e < TRI=

D’ou

|R” de telle sorte que a > 0.

||(I)<f(t,$,1))) - @(g(t,l’, U))HLI(RDXR)

I not_ e
g/ Hf(tl: JZ,U) - g(tla x)”)HLl(RDXR)e e it Rlsw)ds dty.
0

|D(f(t,2,v)) — P(g(t, z,v))|| Loo(0,17:01 P xR))

1 T
EH'}C_g”Loo([O,T];Ll(]RDx]R))/ e 5 +tHR”OO dt
0

IA

IN

1 T t1—t
eT”ROo”f_gHLOO([O,T};Ll(RDx]R))g/ e
0

< eT”RHOOHf_gHLOO([O,T};Ll(RDxR))

Pour avoir une application contractante, on calcule la p-ieme itérée de P, i.e.

PP =PoPo---

(2.7)

(2.8)

o ®, ce qui donnera l'existence d'un point fixe (a savoir f avec la donnée

initiale f(0) = f7) dans L>([0,T]; L}(RP x R)) et la convergence de (f,)n,>0 vers f sur
tous les intervalles [0, 7] avec T' > 0 par le théoreme du point fixe de Picard.

On a

IN

IN

IN

D’ou par (2.7) :

1 t—t
= ||Xp¢)<f> (t, 2, v) — Xos(g) (ts, z, U)”Ll(RDxR)e )
0

12*(f(t, 2,v)) — D*(g(t, 2, v)) | 1 @o )

1 t
E/O HXP@(f)(tlaxvv) _X¢q>(g)(tlaxav)”L1(RD><R)

R(s,z,v)ds dtl

ty—t

+ftt1 | Rl|ccds dtl

e ty—t
g/ ||(I)(f(t,[)3, U)) - CI)(g(t x U))||L1 RPxR)E © +ftl [[Rlloods dt
0

1P*(f(t,2,v)) — q)2(9(t»$;v))||Ll(RDxR)
to—t | rt <
_/ / ||f g||L1 (RP xR) (tg,l’ U)e € +ft2 1Bllcd dtQ dtl

Par récurrence, on arrive a :

<I>p( ) o xw)

tp—1 tp—t t
< — 9l ®p xr)(tp, T, 0)e © oy [ Rllecds gy coodty
) P

et donc a

[P(f) — (g )||L°°(0T] L1 (RD xR))

tP t_;’_ R||cods
gp// Jip IR dtp..-dh)Hf—9||L°°<{07T1>-




Il reste & calculer Cy(t) = [7 [ ... [or=t o= DURI~=2) gt dt;.

On commence par calculer fotp_l e~ (=)t = L(emolt=t-1) — gmot)

Ensuite fg‘” Lemot(evtr—1 — 1)dt, , = e_oém(éeo“fpf2 — L)

t2

1 —at (tr—3(1 aty— 1 _ et 1 tp— lp—3 -3
a€ M TG = 5 —tpa)dly o = = (Ga (e — 1) — = 2R,
Ainsi par récurrence, on arrive a

_ e 1 at ¢ t2 t3 tP—1
Cp(t) -« [ap_l (e _ 1) o apP—2 o 2qP—3 — 3lap—3 - (p_l)'] :

Do || ®P(f(t,z,v)) — (bp(g(tv]:vU))HLC’O([O,T];Ll(RDxR)) < sup Cp(t)Hf—QHLOO([O,T];LI(RDxR))-

te[0,T]

)

On applique la formule de Taylor avec reste intégral & la fonction e

Ztk, + oo 1), fo u)PLaPedu,
p—1
ﬁ(eat_l):;aptlkkku"f_pl!fo plaudu
Ainsi C,(t) = = 1 fo u)P~ e dy et
o g 1 aT
sup C,(t) < / TP~ e du
te[0,7] »() (p—1!Jo
< a TPe T,
- (-1
Finalement,
a (07
PP (f) — PP (9) || oo (0,10 (P xR)) < = 1)|Tp€ N\ — 9l oo (0,77, ®D xR)) (2.9)

pour ¢ assez petit (0 < e < HRII ).

Comme (pf‘l),TpeaT — 0, pour p assez grand, ®P est contractante. Elle admet donc
! pto0

un unique point fixe f mais comme PP(P(f)) = P(PP(f)) = P(f) et P(f) est aussi un
point fixe de ®P. D’ou ®(f) = f par unicité et f est point fixe de ®. Inversement, tout
point fixe de ® l'est aussi de ®P. Le f obtenu est donc bien 'unique point fixe de .

On vient de montrer que la suite (f27]),, qui est la (p+1)-ieme itérée de (fni1)n, est

contractante de rapport oD —2_TPeT et que les suites (fri1)n et ( fﬁﬂ )n ont méme point

1)!
fixe, & savoir f. Elles convergent donc vers ce point fixe dans L'(RP x R). De plus, grace
a (2.9), on a unicité de la solution cinétique.

O

3 Relaxation formelle et Maxwellienne modifiée

Dans cette section, on calcule formellement la limite de (1.1) quand ¢ — 0 et on traite
également le cas ou F(z) = F. On va voir que la force F; quand celle-ci est non nulle,

9



modifie I’équilibre cinétique c’est-a-dire la Maxwellienne. En conséquence, la limite de la
loi de conservation est elle aussi modifiée.
La preuve rigoureuse de cette dérivation formelle sera faite dans la section 5.

3.1 Limite formelle

Tout d’abord, on fait tendre ¢ — 0 dans I’équation (1.1), ce qui donne formellement
F(@)0uf = x, - I- (3.1)
Ensuite, une intégration par rapport a v dans (1.1) donne

@/}Rfdvjtdivx/Ra(x,v)f dv:/R(t,:B,v)f dv. (3.2)

R

Il reste maintenant & calculer le flux [ a(z,v)f dv et le terme source [; R(t,,v)f dv en
terme de densité p = [, f dv.
On mutiplie (3.1) par une fonction b(z,v) € C°(RP x R) et on intégre en v, ce qui donne

/Rb(x,v)F(a:)&)f dv = /R(Xp — f)b(z,v) dv
= B(x,p)—Afb(x,v) dv (3.3)

oll on a posé

B(z,v) = /OU b(x,u) du. (3.4)

Il est a noter que la derniere égalité provient de (2.3). Aprés une intégration par parties,
nous avons

/R(b(m,v) — Fo,b(z,v)) f dv = B(x, p). (3.5)

Il reste a calculer la solution de I’équation

b(z,v) — F(x)0,b(z,v) = a(zx,v).

Comme b est bornée, il vient




En utilisant le changement de variables u — wF' 4 v, on obtient

b(z,v) = /0 h a(z,v+uF(z))e™ du. (3.6)

De la formule (3.4), on en déduit que B est donné par (1.4). Si maitenant on reporte la
fonction b dans (3.5), on a

B(z, p(t,x)) = / a(x,v)f(t, z,v) dv.

R

On procede de méme pour calculer le terme [, R(¢, x,v) f(t, z,v) en fonction de p.
On mutiplie (3.1) par une fonction P(¢,x,v) € C2(R x RP x R) et on integre en v, ce qui
donne

/RP(t,x,U)F(J;)avf dv = /]R<Xp — [)P(t,x,v) dv
= T(t,z,p) — /RfP(t,x,v) dv (3.7)

oll on a posé

p
T(t,x,p) = / P(t,z,v) dv. (3.8)
0
En effectuant les mémes calculs que ci-dessus, on en déduit tout d’abord que
+0o0
P(t,z,v) = / R(t,z,v+ F(x)u)e ™ du (3.9)
0
et donc que
T(t,0,p(t.)) = | Rlt,a,)f(t.0) do.
R

Ainsi (3.2) devient
Op +div,B(x, p) = T(t,z,p) (3.10)

ou T'(t,z, p) est donné par (1.5).
On se rend compte que le champ fort a un impact sur ’équation scalaire obtenue puisque
le flux A qu’on obtient classiquement est

p(t,x)
Az, p(t,x)) = /o a(x,u) du

au lieu de B donné par (1.4).
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3.2 Maxwellienne modifiée

L’équation (3.1) montre que f. ne peut pas converger vers x, mais vers une Maxwellienne
modifiée. Dans cette section, on calcule cette Maxwellienne modifiée M, qui sera utilisée
tout au long du mémoire.

La Maxwellienne My (v) doit satisfaire

avec

/Mk(v)dv = k. (3.12)

En faisant le méme calcul que ci-dessus, on obtient

My(v) = /0+OO Xie(v — Fu)e “du. (3.13)

Grace a la formule ci-dessus, il est facile de vérifier (3.12) en utilisant (2.1) et le théoreme
de Fubini . Avec (2.2), on voit que la Maxwellienne modifiée vérifie pour tout k, k' € R

sgn(Mg(v) — My (v)) = sgn(k — k'), (3.14)
/R Mi(v) — Mp(0)|do = [k~ K|, (3.15)

/Ra(x,v)Mk(v)dv:/b(x,v)xk(v)dv = B(x,k). (3.16)

R

4 Equations de transport et entropies de Kruzkov

On commence par montrer un résultat général sur les équations de transport et on obtient
ensuite un résultat entropique.

Lemme 4.1 Soit ¢ € (WLP(RP))P un champ de vecteurs, u € L'([0,T]; LL_(RP)) une

fonction réelle avec % +% =1 et S e LY[0,T]; L (RP)), R € M([0,T] x R”) des termes
sources qui satisfont

owu(t,y) + divy(cu)(t,y) = S(t,y) + R(t,y), sur [0,T] x RP

au sens des distributions.
Si R =0, alors pour toute fonction réelle G € C*(R) satisfaisant G' € L*(R), on a

0,G(u) + divy(c G(u)) — div,(c)(G(u) — G'(u)u) — SG'(u) = 0, sur [0,T] x RP

au sens des distributions. De plus, 'ensemble {(t,z) € [0, T]xR” / u(t,x) =0, S(t,z) # 0}
est négligeable pour la mesure de Lebesgue et

O|u| + divy(clu|) = S sgn(u), sur [0,T] x RP

12



au sens des distributions.
Si R # 0, alors pour toute fonction réelle G € C'(R) satisfaisant G' € L*(R), on a
toujours

9,G(u) + div,(c G(u)) — div,(c)(G(u) — G'(u)u) — SG'(u) < |G| R|,  sur[0,T] x RP
ainst que
O|u| + divy(clu|) — S sgn(u) < |R|, sur [0,T] x RP

au sens des distributions.

Preuve
On va tout d’abord prouver que si on vérifie les hypotheses du lemme alors on a pour tout
compact K C RP

r’ = div,(cu) *, n° — divy(c(u %, 1°)) e 0 dans L'([0,7] x K)

ot 7° est une approximation de I'unité définie par

P (y) = n(y/8)/6°, n € C=(R*;RP), / n(y)dy = 1, 1 pair.

RD

On réécrit r° sous la forme
r = (udivy(c) + e.Vu) x, 0" — div,(c)(u*, n°) + .V (u*,1n°)

r = divy(c)u’ + (c.Vu) *,7° — div,(c)u’ — . Vi’
= (e.Vu)x, 1’ —c.Vu'

ot on a posé u’ = u *, n°.

Pour continuer, on a besoin du lemme ci-dessous qui est di a DiPerna-Lions [4].

Lemme 4.2 Soit ¢ € (WLP(RP))P un champ de vecteurs, u € L'([0,T]; LL_(RP)) une
fonction réelle avec Il) + % = 1. Alors
(c.Vu) %, n° — .V (u*,n°) e 0 dans L*([0,T] x K)
pour tout compact K C RP.
Preuve
On commence par remarquer que
(c.Vu)*,1n° —cV(us,n’) = — /D u(y)[div, (c(y)n’(x —y)) + c(x).Vr' (x — y)] dy
R

- /RD uy){(e(y) — c(2))- V' (z — y)} dy — (u divye) , 0.
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Le terme u div, c est dans L*([0, 7] x K) donc (u div,c) x, n° converge vers u div,c quand
0 vers 0 grace aux résultats standards sur la convolution.
Maintenant, on va majorer le premier terme

ot By est la boule ouverte de rayon R et 7 est a support compact. Il existe donc C' € Rt
tel que supp n C [—C, C]. On peut donc écrire en appliquant I'inégalité de Holder

(4.1)

[, o ieln) = ).V’ a = )} dy

LY(Br)

/R u(@){(ely) — @)V (0~ y)} dy
_ / /u@){(a(y) (). Vi (x — )} dy

1/q
(/ dx / > (/ / )V (2 y)(S‘qdy dw) :
Bpry1 lz—y|<Co Br J|z— y|<C5

En remarquant que |6.Vn(x — y)|? = |(Vn°)(z — y)|?

LY(BRr)

dx

C

IN

| [ uttet) = cta). V(e = )

L*(Br)

Lo a5 pdy) : () ([ ire—npa)a)”
/BRH dx /x—ylﬁca M pdy) : </|x—y§05 )l ( /|Z§05 [(Vn)(2)| dz) dy) 1/,1'

n est C™ a support compact, il existe donc M € RT tel que |(Vn)(z)| < M. De plus,
comme ¢ est petit, on peut le prendre tel que § < % On arrive alors a

IN

IN

U(y){(C(y) o(x)).Vn’(z —y)} dy

L1(Bg)
P 1/p 1/q
<alf a [ S ) ([ i)
Bry1 lz—y|<C§ |lz—y|<C
» 1/p
c(y) — c(x
< A(/ dx/ % dy) ||u||Lq(BR+1)
BRrt1 lz—y|<Co

14



avec A € RT.
On s’occupe maintenant de I'autre terme

</BR+1 " /lw yI<Cs C(“’) pdy) ’ - /BR+1 / c(a + 82) — clx )!W) ’
p\ 1/P

U L )

/BR+1 e /Izgc dz (/01 |Ve(x + t6z)) dt)p>

< 2y HVCHLP(BR+1+C)

Vc(m +tdz) dt

1/p

IN

avec v € RT.
Ensuite, on s’apercoit qu’il est facile de prouver la convergence de (4.1) dans le cas ou les
fonctions sont régulieres. Supposons donc qu’on a un champ de vecteurs ¢ € C®(RP) et

une fonction @ € L (RP). Dans ce cas 1, on obtient

N

/R i) (Ey) ~ AN LI~ ) dy o ) gaj(x) /R ) zl-%n(z) dz dans L'(Bp).

ij=1"""

Comme

N
Z iéj(:zz') / ziin(z) dz = div, ¢,
m:l@mi rp O

on vient de montrer le lemme dans le cas régulier, c’est-a-dire

ddg > 01tqsi0<d <y alors <e.

L1(Br)

[, et) = ).V dy— i div,

Passons maintenant au cas général. On utilise deux théoremes de densité :
Ve >0, 3¢ e C°(RP) tel que ||c— EHWILP(RD) <eg,
Ve >0, 3a € LL (RP) tel que [ju— il mpy <e.

Majorons || [5p u(y)(c(y) — c(x)). Vi’ dy — u divy ¢/ sy

S ‘

[, ) = o).V dy = udiv,

L1(Br)

[ 00~ 6t )9

L1(Br)

i / Caly)l(ely) — &w) - (elw) — (@) V' dy

LY(Bg)

+

L, 16w ) ot -]

+ |[(w = @) divy €[l 11,y + [[u( divy ¢ = divy )| 115, (4.2)
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N

Sur W'P(Bg), on prend la norme |l¢|lwirpy) = llellesa) + Yol 251 Lr(8r) et on majore
=1 %

chaque terme de (4.2).

‘ / (uly) — @(y))(c(y) — c(x)).Vn’ dy < 247 |lu = AllpaBr Vel rBriao)
RD L1(BRr)
< 2Ayel|VellrBaiio)
[, alet) = 6w) = (o)~ @) 97 dy| < 249 [ulsime Ve = oo
LY(Br)
< 2"47 ||u||Lq(BR+1)||C - E||VV1'p(Bl«2+1+C)
< 2Ave ||u||L‘1(BR+1)7
‘ / () (@) — &)V dy — i div, & < e
RD Ll(BR)
[ divy ¢ —divy O)|| 1,y < lullposgl[(divy ¢ = divy €| Le(ag)
< Nullpasplle = ellwrosg
< e llullzasgy,
(w— @) divy &l 15y < M= @l pa [1divy éllr s,
< Nlu—allzasp lellwresg)
< e |lellesBr):

En prenant & = max(2A4y €||Ve| or(Br, 1y 0)s 247 € || 2a(Bryr), €5 € Ul asr)- € €]
on obtient

Co(Bp))s

<5¢

/RD u(y)(c(y) — c(z)).Vn’ dy — u div, c

L'(BRr)
pour 0 < § < dy.
O

Le lemme intermédiaire étant démontré, on utilise maintenant la regle de dérivation com-
posée (Proposition 6.1) pour u® = u *y n® qui satisfait

A’ + divy(cu’) = S %, n° + R, —1°.

Si R = 0, la premitre équation du lemme est obtenu en multipliant 1’équation ci-dessus
par G’(u’) et en faisant tendre J vers 0.

Pour démontrer la deuxieme équation, on multiplie la premiere équation du lemme par
G' = sgn® et G(A) = | = fo)\ sgn®(s) ds ou sgn® est une régularisation de la fonction
sign. On impose que sgn®(0) = d € [—1,1] de telle sorte que sgn® 7, 5804 partout. La
fonction sgn, est la fonction sgn habituelle.

De plus, on remarque que

GN) = AG'(N) = |\l — Asgn®(\)
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tend uniformément vers 0 quand a — 0.

Il reste & prouver que Oy|ulq — O¢|u] au sens des distributions.
a—
Soit p € C°([0,T] x RP x R), alors

| < Oilula = Bilul,p > | = |= <l|ula = u], Oip > |

T

/ / / (|ula — |ul) Orp dt dx dv
o Jro Jr
T u

/ / / / [sgn®(s) — sgny(u)] Oyp dt dx dv ds
0 JRPJRJO

On applique le théoreme de convergence dominée de Lebesgue a la fonction

Fo = [ (o) = ssnyfu)) o ds
0
= u(sgn®(u) — sgng(u))dp
qui tend vers 0 partout quand v — 0 et qui est majorée par 2 [9;p| u € L*([0, T] x RP xR).

On en déduit que
< Oglulq — Olul, p > = 0
oa—

et que

Otul + divy(cluls) — S sgny(u) =0 e O|u| 4+ divy(clu]) — S sgn(u) =0

au sens des distributions.
Comme S sgn,(u) définit la méme distribution pour tout d, 'ensemble {u = 0,5 # 0} est
négligeable pour la mesure de Lebesque.

Si R # 0 alors on prend ¢ € C°([0,T] x RP x R) et il vient

T T
/ / ey PG (g 1Yot )t dy < |GV / / () %, 1 || dt dy
0 K 0 K

Il reste & montrer que < R, ¢ *, 10 >6—>0< R, ¢ >. On vérifie que ¢ s, 10 [T au sens des
distributions i.e. 3%(¢ *,n°) = 0%p uniformément sur tout compact pour tout o € N. Or

comme 9%(p#,m°) = (0%p)*,n° alors en appliquant la Proposition 6.7 : (0%¢p)*,n° o %

uniformément sur tout compact.
On en déduit que < R, ¢ *, n° >6—> < R, > car R est une forme linéaire continue sur
—0

D(R).
O
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Lemme 4.3 Soita € (C}(RP xR))P et F € R. Soient f1 et fo deuz solutions de I’équation
cinétique (1.1) avec les termes sources S1+ Ry et So+ Ry. On suppose que les fonctions fi,
fa, S1, So appartiennent a L' ([0, T] x RP x R) et que Ry, Ry appartiennent a My ([0, T] x
RP x R). Alors on obtient

O — f5|d div, — f5|dv — S; — S 1 — d
/R|f1 faldv + div /Ra|f1 fa|dv /R( 1 2) sgn(fi — fo)dv
< [ir-mdao s (=l = [16- ko) + [ Retolh - gl ao
R — Rs|d R — dv. 4.3
< A|1 ﬂv+4 (t, 2 0)|fy — fol du (4.3)

Il s’ensuit que, si Sy = div,(a(x,v)M(x,v)) € L([0,T] x RP x R), nous avons l’inégalité
entropique suivante pour toute solution f de I’équation cinétique et pour tout k € R,

8t/ |f — My|dv + dz’vx/ alf — Mg|dv + / div,(a My) sgn(f — M) dv
R R R

< /R@@@U—MH%- (4.4)
R

Preuve
On va appliquer le Lemme 4.1. Pour cela, on prend comme variable y = (z,v) et on pose

u(t,y) = fi(t,y) = fa(t,y), c(t,y) = (a(z,0), £), R(t,y) = (Xpr —Xp) (1, y) + (R1—= Ra)(t,y),
S<t7y) = (f2 - fl)(tay) + (Sl - 82)(t>y) + R(tay)(f2 - f1)<t7y)'

On vérifie que u € L'([0,7] x RP? x R) € L*([0,T]; Li,.(R? X R)), Xp1» Xpo» F1, Ro €
Ml([O,T] x RP x R) et fl,fz,Sl,SQ € Ll([O,T] x RP x R)

On a donc

Ofy = f2) + dive (ol 0) (1 = ) + —0u(i — )

::m_ﬁ_m+h+&—$+&fRﬁR@LMﬁ—m

€
P1=/f1dv, PQZ/deU-
R R

On applique alors le Lemme 4.1 et on integre en v :

avec

Oy /R |f1 — faldv + diVx/Ra(%Uﬂfl — foldv — /R(Sl — So)sgn(f1 — fo)dv

1 1
S / ‘Rl — RQ'dU + —/ ’Xpl — Xp2’d?] — —/ ’fl — f2|d7} + / R(t,.]?,?))lfl — fz’ dv.
R € Jr € Jr R

Pour cela, on a utilisé
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Lemme 4.4 Soit f € L'(R* x RP x R). Si on prend p € C*(RT x RP) et ¢ € OX(R)
alors < f,p 0y > — 0 si ¢ — Ig au sens des distributions.

Preuve
On sait par densité que

Ve >0 Vfe L'RT xRP xR) 3f € C*(RT x R” xR) tq [|f — fllz:(m+xeoxm) < &

Il est clair que fR 0o f (t,z,v) dv = 0. Nous avons, au sens des distributions, (en prenant
une fonction "test” 1 € C°(R* x RP x R) & variables séparées i.e. ¥(t, z,v) = ¢(t,)(v))

<fipd > = /W/RD/ngoqﬁ’dtdxdv
= /W/RD/Rfsoqb’dtdde/w/RD/R(f—f)W'dtdm.

Le premier terme se réécrit

/W/RD/Rstqb’dtdde:_<avf,¢¢>_

Comme f € C®(R* x RP x R), il existe R € R* tel que supp 8, f C [-R, R] et donc

‘_/W/RD/_Zﬁvfgle(v) dt dz dv

0.

|_<avfa()0¢>’

IN

Donc | < d,f, 0 ¢ > |=0.

On majore le deuxieme terme de 1’égalité

/R+/RD/R(f—f)<p¢’dtdxdv

IN

A+AD4|(f—f)|w¢’dtdxdv
c [ [ [ir-hiada

¢ Hf - ]E|’L1(R+><RD><]R)
Ce

IA

IAINA

ou C =sup ¢ sup ¢'.
t,x v
On adonc | < O,f,pdp>|<e. O

En appliquant le Lemme 4.4 & f = 0,|f1 — f2| et en utilisant

/R\Xpl—sz|dU=|/)1—P2|=’/R(fl—fz)dv S/R|f1—f2!d’07

la premiere inégalité est prouvée.
Quant a (4.4), il suffit de prendre f1 = f, fo = My, S; = 0, Sy = div(a(x,v)Mg(z,v)),
Rl - RQ.

O
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5 Preuve du Théoreme

5.1 Compacité de (p.).~o dans C°([0,T]; L*(K))

On commence par prouver une borne L! sur f..

Proposition 5.1 Poura € Cj(RPxR), F € R et f; € L'(RPxR), la suite ( [ | f-(t, 2, v)|dv)es0
est bornée dans L>=([0,T], L*(RP)) pour tout T € RT. En particulier, la suite (p-(t,))es0
est bornée dans L>([0,T], L*(R?)) pour tout T € RT.

Preuve
On utilise (4.3) avec f1 = f., fo =0, Ry = Ry, S; = 5, et on integre en v :

at/ |fe(t, 2, v)| dw dv + divx/ a(z, )| fo(t, ,v)| dz dv.
RP xR RD xR

IN

/ R(t,x,v)|f-(t,z,v)| dx dv
RP xR

< [ URILIA ) do o
RDP xR

D’apres le Lemme 4.4, div, [op, 5 a(@,v)|fe(t, 2,v)| dz dv = 0.
On pose g.(t) = [oo g |fe(t, 2,v)| dz dv. L’inégalité précédente devient

0g=(t) < || Rllsog:(t)
%(ga(t>€_t||R||oo> < 0
g:(t) < ge(0)efl.

Ainsi
/ |fe(t, z,v)| dx dv < HfIHLI(RDxR)etIIRHoo
RDP xR

Sup/ |fe(t,z,v)| dx dv < \|fIHL1(RDxR)eT||RHOO
tE[O,T] RD xR

et (fg |f-(t,z,v)] dv)eso est bornée dans L>([0,T], L'(RP)).

Comme sup [op| g fo(t, 2, v) dv] dz < sup [op, g |f-(t, 2,v)| do dv < 400, ceci montre
te[0,T] t€[0,T

que (p-(t,7))es0 est bornée dans L>([0, T, L' (RP)).

C’est au niveau da la proposition suivante que la restriction F' = cste se trouve.
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Proposition 5.2 On suppose que F' est constant et que a € Cg’l(RD x R). Pour fr €
LY(R; BV(RP)), la famille {p-(t), ¢ > 0, 0 < ¢t < T} est bornée dans BV (R”). De
plus, pour tout T > 0 et pour tout compact K C R, la suite (p.)eso est précompacte
dans C°([0,T); LY(K)). Par conséquent, il existe une sous-suite toujours notée (p.)-so et

p € C°[0,T]; LY(RP)) tels que
pe(t, x) - p(t,x), Vt > 0 et pour tout x € R, (5.1)
pe — pl(t,x)dr — 0, pour tout compact K C , .
dr — 0 K CR” 5.2
K e

uniformément en temps sur tous les intervalles [0,T] avec T > 0.

Preuve
Pour h € RP, on utilise (4.4) avec fi = mnfe, fo = fo ot Tufe(t,z,v) = fo(t,z + h,v),
S; =8 =Ry =0et Ry =div, ((a — Tha)7, f:). Alors, en intégrant en x nous avons

d .
dt /RD /R |Thfe — fo| de dv < /RD /R \div, ((a — Tha)7afe) | do dv
+/RD /RR@’%U)’Thfe — fe| dz dv. (5.3)

On remarque tout d’abord que div,, ((a — mha)7 fe) = T fedivy(a —mha) + (a — 1a). Vo1 f-.
Ensuite, on applique la formule de Taylor reste intégral a a(z,v) € C’,? H(RP x R) & l'ordre

1 et on utilise le fait que a, 22 ia”
h
da
—(t+x,v)dt
[ e no

) Oz da?
"10a
< —(t+z,0)
0
< Cilhl.

sont bornées

la(z + h,v) —a(x,v)] =

dt

ox

De plus,

0 0 h da
(ol + hyo) ~ale)) = a( X4+ 2.0) dt)

"o [0a

b Jda
/0 div, (a(t%—x,v)) dt‘

|div, (a(z + h,v) —a(x,v))| < Cy|hl.

Donc

|div, (a(x + h,v) — a(z,v))| =

Finalement

|diva ((a — mha) T fe) | Cy bl fel + CilR][VaTn fe|

C(a) |hl(Imnfel + Ve fe])

IA A
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avec C'(a) = max(Cy, Cy). (5.3) devient alors

sl / e~ dodo < CG@) Oy + IRl [ [ s = £ dodo

|Thf6 |Thf5
/RD/ |h| Lirde < C@) IOy +HRHoo/ / |h| | do dv

En faisant tendre h vers 0, on arrive a

d
S [astdra < C@ 18O Inwn + 181 [ [ 1V.4] dode
RD JR RD JR

t
/ /|foa]da:dv < / /|fo1]da:dv+0(a) / [ fe()lpr vy ds
RD JR RD JR 0
t
+||R||oo// /|me6|dsda:dv
o Jrp Jr

N

D’ou
t
1Ly < Wfillersvy + 1 f(O] 1 @pxr) + C(a) / | f-(s)l| 2BV ds
0
t
R / 1) 12 s

t
< il oy + 1)l @oem + Cla) / 1)l s ds

avec C(a) = C(a) + | R oo-
En utilisant la Proposition 5.1 et le Lemme de Gronwall (en annexe), il vient

‘|fs<t)||L1(BV) < eTC(a) (”fs(t)HLl(RDXR) + HfIHLl(BV) + ||f€HL1([O,T]><RD><]R)) .

On voit que la suite (f.(t))es0, t € [0,T] est bornée dans L'(R; BV(RP)). De méme,
on en déduit que (p.(t))es0, t € [0,7] est bornée dans BV (RP) qui est compact dans
LY(K) pour tout compact K C RP ce qui donne la relative compacité de la famille
{pe(t), e>0,0<t<T}.

On va voir maintenant que la famille ¢ € [0, 7] — p.(t) € L'(K),e > 0 est équicontinue.
En intégrant (1.1), il vient

atp€+/ [fe(t, z,v)div, a(z,v) + a(z, ).V fe(t, z,v)] dv :/R(t,x,v)fs(t,:c,v) dv

R R

pour arriver a

|0ip:| < /]fs(t,x,v)Hdivx a(z,v)| + |a(z,v).V, fo(t,z,0)| dv—i—/ |R(t, z,v) f-(t,x,v)| dv

R R

i < C [ IR0+ V0] do+ 1Rl [ 170)] do
R R

i < A [ 1RO+ I9A0] do (5.5)
R
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avec A,C € RT et A =C + ||R||eo. Il s’ensuit que Vs, ¢ € [0, 77,

/RD pelt ) = pels J] de < A / / / [£-(0)] + [V fo(w)| du de do

< a [ty
<af [\IfIIILle>+|\fe( Wllsosy + @) [ 1)l du] du
< A=l [(L+ ) |y + Cla) B(T)]

ott B(T fo | fe(w)| 1By dw et on a majoré || fo(u)|| L1 moxr) Par (2.8).

Finalement
1p=(t;.) = pe(s, )@y < C(T) || f1ll 1yt — s

avec C(T) = max(A(14€eT1%l=) AC(a)3(T)). En particulier, cela donne que p € C°([0, T]; L* (RP).

Le Théoréme d’Ascoli donne alors la précompacité de (p.).sq dans C°([0,T]; L*(K)). On
vient de montrer qu’a ¢ fixé, (p.(t)) a une sous-suite convergente dans L*(RP). 1l reste &
montrer que (p.) a une sous-suite convergente.

Soit (t,)n>0 une suite dense dans [0,7] i.e Vn >0 Jt, € [0,T] tq |t —tx] <.
A to fixé, jextrais de (p-(to)) la suite (p.o (to)) qui converge dans L'(RP).

De (peo(t1)), J'extrais la suite (p.1 (¢1)) qui converge dans L'(RP).

De (p.1 (t2)), J'extrais la suite (p.z (t2)) qui converge dans L'(RP), etc...
J’obtiens donc le tableau suivant

Peo (tO) ps‘f (tO) Ped (tO)
Pel (tl) Pet (tl) Pel (tl)
Pet (tn) Per (tn) . - - Pen (tn)

Le procédé d’extraction diagonale nous dit que (pen(t;))n>0 converge V¢; € [0,7] car c’est
une sous-suite extraite de pour n assez grand. Dans la suite, on notera (p.) au lieu de (p.n).
Soit ty tel que [t —tx| < oun > 0. La suite (p:(tx))r converge, elle est donc de Cauchy
i.e. 39 > 0tqsi0<e,e <egalors [|pe(tr) — por(te) || 1 rry < 1.

Soient ¢, ¢’ € |0, +o0l, alors

1p(t) — per ()| L1 (mD)

1= (t) = pe (i)l Lrmpy + | pe(tr) — per(ti) |1 @wpy + |lper (tr) — per (t)[ L1 (mp)
Clt—tpl +n+C |t =t

(2C + ).

IN A IA

La suite (p.(t)) est de Cauchy pour tout ¢ € [0, T] et elle converge car (C°([0, T]; L*(R?)), ||||o0)
est complet.
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On vient de prouver qu’il existe une sous-suite (indépendante de t) tq (p-(t)). converge
pour tout ¢ € [0,7] dans L'(K).

En utilisant et le fait que (p.) soit bornée uniformément par rapport a ¢ grace a la Pro-
position 5.1, on peut appliquer le théoreme de convergence dominée de Lebesgue sur
X =10,T] x K avec la mesure du = dt dx, ce qui donne

/X pelty 2) — plt,2)] dp — 0

Pour conclure, il reste a utiliser le théoreme 6.3 qui nous assure I'existence d’une sous-suite
(pe) qui converge vers p presque partout sur X.

O

5.2 Convergence de f. vers M,

Proposition 5.3 Soient a € CHRP x R), FF € R et f; € LY(RP x R). Alors, pour tout
T > 0 et pour tout compact K C RP, on a pour toute la suite p.

[ 17~ 3dav = o = b 0, dans M0, T x K)  (5.6)
R

ot k = k(t,z) est une fonction appartenant a BV (R x RP).
Sur la sous-suite p. tq p. — p dans L'([0,T] x K), alors

|fe — M,| — 0, dans LN([0,T] x K x R) (5.7)

Preuve
On va utiliser (4.3) avec fi = f., fo = My, S1 = So = Ry, Ry = 0; M}, + div,(aMy) afin de
montrer que Ry est uniformément borné dans M ([0, 7] x RP x R).
Tout d’abord, on a
Oexr =0(v —k), Oyxr =0(v) —0(v— k).

Ensuite, en remarquant que Ry = 0, My, + div,(aMy) = Oy My + Mydiv,(a) + a.V My, on
majore chaque terme de Ry

T T +o00
// /|8t]\/[k|dtd:1:dv < / / // |0¢k(t, 2)|0(v — Fu — k)e™“dt dz dv du
o Jrp JR o Jrr JrJo
T
/ / O,k (t, 2)|dt dz.
o Jrp

T T
/ / | My (z,v)|dt de dv < / / |k(t, z)|dt dx,
0 JRPxR o Jrp
T T 400
/ / / |V M|dt de dv < / / // |V Ek(t,x)|6(v — Fu— k) dt de dv du
o JrPJR o Jrp JrJo

T
< / / V. k(t )| dt de.
0 RD
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Comme a(x,v) € CH(RP x R), on en déduit la borne uniforme pour Ry.
Ensuite, on applique (4.3) et on intégre en z

8t/ |fe — M| dx dv—l—divx/ alfe — My| dzx dv
RDP xR RDP xR

1
< / |R2|dxdv+—/ (\ps—k]—/\fe—Mk|dv)da:+/ Rit, 2, 0)|f. — M| dz do.
RD xR € Jrp R RP xR
(5.8)

Comme div, fRDXR a|fe — Mgldz dv = 0, I'inégalité précédente devient en intégrant en ¢

6{/ |f5—Mk|(T,:c,v)d:cdv—/ ’fs—Mk\(O,:c,v)da:dv}
RDP xR RDP xR

T
+/1/](/iﬂ—wmmww%—m)ﬁdm
o Jro \Jr
T T
e/ / | Ro|dt dx dv+€/ / R(t,z,v)|fe — My|dt dzx dv
RDP xR RDP xR
/ / \Ryldt da dv+5HRHoo/ / — My|dt dx dv.
RP xR RP xR
On va montrer que fOT Jap g B(t, z,0)| fo — My|dt dz dz est borné. En effet,
/ / — My|dt de dv < / / ]fstxv\dtd:vdv+/ / | My (z,v)|dt dx dv
RDP xR RDP xR RDP xR
< / / ot 3, ) |dE da dv+/ / (¢, 2)|dt da
0 JRPXR 0o JrD
T T
< / / |fe(t, x,v)|dt dx dv+/ / |k(t, x)|dt dz.
0 JRPxR o Jro

On a vu plus haut que [, o |f-(t,2,v)|dz dv était borné par M; € R* sur [0,77]. De plus,
k € BV (R x R”) donc [, 1y 5o |k(t, z)|dt dz est borné par M, € R

Ainsi
/ / — M|dt de dv < / / — My|dt dz dv
RP xR RDP xR

< MT+ M, =C(T).

IA

IA

En remarquant que
|pe — k| =

/R<f€_Mk) dv

0

s(/m—Mum
R

IN

/m—Muw—m—m
R

/T/ (/|f€—]\/[kldv—\p€—k|) dt dr < ¢||R||C(T)
o Jro \Jr

T
—i—a/ / |Ry|dt dx dv—l—/ | fe = Mi|(0, z,v)dx dv
0 JRPxR RP xR
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En faisant tendre e — 0, on arrive a (5.6). De plus, on remarque que si on multiplie & dans
la derniére inégalité par une fonction valant 1 sur K et 0 ailleurs, on obtient (5.6) pour
k € BVjpe(R x RP).

Maintenant, on prouve (5.7) pour une sous-suite satisfaisant p. — p dans L'([0,T] x K).
Soit (p°)s=o une suite régularisante de p au sens BV, i.e.

p° € BV(RT xRP), p° o pE LYRT x RP).

On a
///|f€ Mldtdxdv_// ([ 1= 20+ a1 211 )
+(p =) + (p: _P)_(Pe—l)a)qcltdx
= /OT/K[<A|fs—Mps|dv+|p—pél)+!p‘5—p|+|p—ps!—!pa—p5|} dt dv
<

T T
|-t 1] advass [ [ 2168 =gl + 1o = o] e o
0 K R 0 K

En utilisant (5.6) et la convergence de p. — p, on obtient

lim||fe = Myllziomixsexey < 200" = plloiqo«o- (5.9)

Il reste plus qu’a faire tendre § — 0 pour conclure.

5.3 Loi de conservation scalaire

On cherche & passer a la limite dans les termes [, a(z,v) fo(t,z,v)dv et [ R(t, z,v) fo(t,z,v)dv
pour obtenir une solution de I’équation scalaire.

Lemme 5.4 On pose jo = [y a(x,v)f.(t,z,v)dv et d. = [, R(t,x,v)f-(t,z,v)dv. Sous les
memes hypothéses que dans la Proposition 5.3, on a

Je — B(z, pe) — 0, au sens des distributions (5.10)
d. —T(t,x,p.) — 0, au sens des distributions (5.11)

[ atw ot = Mt 0)do = sgnlp. — 1)~ B, po)) — 0
R
/R(t,x,v)|ﬁ3 My |(t, z,v)dv — sgn(p. — k)(d. — T(t,z,p:)) — 0
R
dans L'([0,T] x K) pour tout T > 0 et tout compact K C RP.
Preuve

On procede de facon similiaire aux calculs de la section 3 mais on rend rigoureux la preuve
heuristique, i.e. on réécrit

Xp_fs
£

0t + divy(a(r,v) ) + = 0ufe = 2T 4 Rt o),
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sous la forme
€0 f. + edivy(a(x,v).f.) + F Opfe = xp, — [ + €R(t,2,0) f.. (5.12)

On multiplie par une fonction b(z,v) € C°(RP x R) et on integre en v

58t/ng(t,:c,v)b(x,v)dv+€Adivx(a(x,v).fs)b(x,v)dv—F/ng(t,x,v)avb(a:,v)dv
= /R<Xp — fg)b(x,v)dv+5/R(t,x,v)fa(t,x,v)b(x,v)dv

R

€ 8t/f5(t,x,v)b(x,v) dv—l—divx/a(x,v)fe(t,w,v)b(x,v) dv—/R(t,x,v)fs(t,x,v)b(x,v) dv
R

R

_Z/a bz, v)a;(z,0) fo(t, 2, v) dv —~ /fet:cvf?b(xv)

= B(z, p:) — /Rfs(t,x,v)b(xw) dv.

Ra(x,v)fa(t,x,v)b(x,v) dv — /RR(t,x,v)fg(t,x,v)b(x,v) dv

_Z/Ramib(x,v)ai(x,v)fg(t,x,v) dv)

= B(.]Z, pa) - ja-

E(Gt/fa(t,x,v)b(a:,v) dv—f—divxf
R

On a donc [; a(z,v)f.(t,z,v) dv = B(z,p.) — re o
re = 5(8t/f€(t,x,v)b(x,v) dv—l—Z&Ei(/ai(:c,v)b(x,v)fs(t,x,v) dv)
—Z/8xib(x,v)ai(a:,v)fs(t,:c,v) dv — / R(t,xz,v)b(z,v)f-(t,x,v) dv).

On obtient finalement
/a(x,v)Mk(x,v)dv = Bz, k),
R

/a(x,v)fa(t,x,v) dv = B(z,p:)—re.
R

On remarque que les fonctions a, b, V,b et R sont bornées. Grace a la Proposition 5.1, on
obtient que r. tends vers 0 au sens des distributions.

On procede de méme pour (5.11). On multiplie (5.12) par une fonction P(t, x,v) € C°(R x
RP x R) et on integre en v

—€ /fe(t,x,v)ﬁtP(t,x,v) dv+5/divm(a(x,v).fe)P(t,x,v) dv — F/ fe(t,z,v)0,P(t, z,v) dv
R R R
= /(Xp — f)P(t,z,v) dv—l—g/R(t,x,v)fa(t,x,v)P(t,x,v) dv.
R

R
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On arrive a

5( — Afs(t,x,v)ﬁtp(t,x,v) dv — /RR(t,x,v)fg(t,x,v)P(t,x,v) dv
+Z@xi</Ra,-(x,U)P(t,ﬁ,v)fg(t,x,v) dv — Z/R@%P(t,x,v)a,-(x,v)fa(t,z,v) dv)

=T(t, z,p:) — d..

Comme les fonctions a, P, 0;P, VP et R sont bornées et grace a la Proposition 5.1, on
obtient que d. tends vers 0 au sens des distributions.

Maintenant, on pose S(v) = sgn(f. — M) — sgn(p. — k), d’ou

supp S = {v | sgn(fe — xx) # sgn(p: — k)} et sgn(f. — xx).S(v) =2 Vv € supp S.
On en déduit la suite d’égalités

fsupps |fe_Mk|dv_ |p€—]€| = fsupps |f€_Mk|Sgn(fs_Mk)S(U) dv = 2fsupp5 |f€_Mk| dv.

Pour conclure, on utilise le ler résultat de la Proposition 5.3 :

Ameﬂ—Mum—%m%—m/w%wm—mmm}

R

IN

2ol [ If. = Ml do
supp S

ol ([ 1= M o= lp = 1) =0
supp S e

IN

De méme

/ R(t, 2, 0)|f. — My| dv — sgn(p. — k) / R(t, 2, 0)(f. — My) dv
R R

smmm/‘ fo — My do
supp S

< ||R||oo </ |fE_Mk’dU—|pE—kj|) :>0 0.
supp S €
[

Proposition 5.5 On suppose F' est constant, a € Cy'(RP x R) et f; € L*(R; BV(RP)).
Alors p est une solution faible de la loi de conservation scalaire

Oip(t,x) + div,B(z, p(t,x)) = T(t,z,p), vt > 0,Vx € R, (5.13)
p(0,2) = pr(x) = / fr(z,v)dv, vz € RP. (5.14)
R

Preuve
On integre (1.1) par rapport a v, ce qui donne

8,5/Rfa(t,x,v) dv+divr/Ra(a:,v)fa(t,x,v) dv:/RR(t,x,v)fa(t,x,v) dv, (5.15)
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et on cherche a passer a la limite dans cette équation.
Comme |B(x, pe) — B(x, p)| < [|blloc|pe — pl €t |T(t, x, pc) = T(t, 2, p)| < [|Plc]pe — pl,
(5.1) et (5.2) impliquent que pour tout 7' > 0 et pour tout compact K C R”, on a

B(z, p(t,x)) = B(z,p(t,x)), ¥Vt >0, pour presque tout x € R”
E—
T(t,z, pe(t, )) = T(t,z,p(t,x)), ¥Vt >0, pour presque tout = € R”
e—
et dans L'(K') uniformément en temps sur [0, 7).

Ensuite, en utilisant le Lemme 5.4, on obtient

/Ra(x, V) fe(t, z,v) dv =2, B(z, p(t, x)),

/ R(t,z,v)f-(t,z,v) dv - T(t,z,p(t, x)).
R &

au sens des distributions. Enfin, on peut passer a la limite dans (5.15) et conclure. 0

5.4 Inégalités d’entropies

Il nous reste a montrer que p. converge vers la solution entropique et que toute la suite
(pe)e=o converge.

Preuve du Théoreme 1.1
On considere la donnée initiale p° € L'(R x R”). Alors par densité, on a

V> 035 € CERXR?) tq [0 — 7l ere) < 1
p° étant réguliere, on peut appliquer le résultat (5.1) de la Proposition 5.2, i.e.

pe — p dans L*(R x RP) ol . est associé a la donnée initiale p° et p € C°([0, T]; L' (RP)).
Maintenant si on considere p, € LY(R x RP) associé a la donnée initiale p°, on a

1P = Pellr@xrry < C |lp° = p°l| L @xroy < 1.

En effet, on prend deux données initiales différentes f° et ¢° € L'(RP x R) associées a
deux solutions f et g de (1.1) et tq ®(f) = f, ®(g) = g. On reporte dans (2.6), on integre
en x et en v puis apres un changement (le méme que dans la section 2), on arrive a

IN

o o 1 tl “Da
1f(t) = g(®)|l 21D xr) 1f° = 9°ll 2w xry + g/ £ (ty, z,v) — g<t17x7v)HL1(RD><R)€(tl e g,
0

14 gt =0)/e I Rlloo gt

< f° =gl @oxrye:

Tl Rlloo
< = gl mo xrye”

par le Lemme de Gronwall.
Ainsi on peut supposer que la donnée initiale est réguliere et on est en mesure d’utiliser les
résultats de la Proposition 5.2. En appliquant I'inégalité (4.4), on obtient pour tout k € R,
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8t/|fa—Mk| dv—l—divx/a|f5—Mk| dv + /divx(a M) sgn(f. — My) dv
R R R

< /R(t,x,v)]fE—Mk|dv.
R

Grace a (5.2) et (5.7), on peut passer a la limite dans les deux premiers termes a gauche
du signe <. Le terme de droite du signe < est majoré par ||R||« [5 |f- — Mj| dv. Donc on
peut passer a la limite grace a (5.7). Intéressons nous maintenant au terme restant.

Le Théoreme 6.3 nous dit qu’on peut supposer (quitte a extraire une sous-suite) que
f- — M, presque partout sur R* x RP x R et qu'il existe une fonction h € L'(RT x RP x R)
telle que | f.(t,z,v)| < h(t,z,v) presque partout sur Rt x RP x R.

Sur I'ensemble {p # k}, nous avons sgn(M, — M;) = sgn(p—k) # 0. Donc sgn( f. — M) —
sgn(p — k) presque partout sur {p # k}. Le probleme se situe sur I'ensemble {p = k} ou la
suite sgn(f. — My) peut osciller entre —1,0 et 1. Cependant, on a

Lemme 5.6 Soit u une fonction réelle mesurable sur € un ensemble mesurable de RY.
Alors il existe un ensemble dénombrable C C R tel que Yk € R\ C, l’ensemble {u = k} est
négligeable.

Preuve

On pose €2, = QN B, ou B, est la boule ouverte de rayon n. Comme les ensembles
{u = k} N, sont disjoints, on a Zfil mes({u = k;} N Q,) < mes(B,,) pour tout k;,
avec les k; distincts, ¢ = 1,..., 1. La famille (mes({u = k} N 2,))ker est donc sommable.
Par le Lemme 6.6, il existe un ensemble dénombrable C,, tel que pour tout k € R\ C,,
mes({u = k} N Q,) = 0. On obtient le résultat annoncé pour C = U,>1C,,.

O

On utilise le Lemme 5.6 avec ) = RT x RP et u = p. Ainsi, on obtient, excepté pour k € C,
sgn(f. — M) — sgn(p — k) presque partout sur Rt x RP et

8t/ |M, — Mj|dv + div, / a|M, — M|dv + /divx(a M) sgn(M, — M)dv
R R R

< /R(t,x,v)\]\/[p—]\/[k|dv.
R

En utilisant les relations (3.11) a (3.13), I'inégalité précédente devient
VEe R\C, Olp—kl + div, (B(a:, p) — B(x,k)) sgn(p — k’)) + (div, B)(z, k) sgn(p — k)

< /RR(t, z,v)(M, — My) sgn(p — k) dv. (5.16)

Le théoreme de convergence dominée de Lebesgue (appliquée a la suite (f:).~0) nous donne

/R(t,:v,v)fE dv —>/R(t,x,v)Mp dv.
R R
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En remarquant que,
/R(t,x,v)Mp(x,v) dv = / P(t,z,v)x,(v) dv (5.17)
R R

ou P(t,x,v) = [;° R(t,x,v+ Fu)e ™ du, (5.16) devient

VEER\C, &lp—kl + div, (B(x, p) — Bla, k) sgn(p — k)) + (div, B)(x, k) sgn(p — k)
< (T(t,z,p) = T(,z,k)) sgn(p — k) (5.18)

avec T'(t,z, p) définit par (1.5).

On utilise le lemme ci-dessous pour avoir les inégalités d’entropies (5.18) pour tout k € R.
Ceci combiné avec avec la continuité de p(t) en 0 dans L'(RP) nous permet d'utiliser
le résultat d’unicité de Kruzkov (voir en Annexe). Par conséquent toute la suite (pe)e=o
converge. Ceci termine la preuve du théoreme.

0

Lemme 5.7 Soit p € C°(RT; LY (K)) pour tout compact K C RP, une solution faible
de (5.13)-(5.14) qui satisfait l'inégalité entropique (5.18) pour presque tout k € R. Alors
linégalité (5.18) est vraie pour tout k € R.

Preuve
Pour presque tout k € R, on a par (5.18) :

Os|p — k| + div, ((B(x, p) — B(w,k)) sgn(p — k))
+((div,B)(z, k) — (div, B)(z, p)) sgn(p — k)
+(div, B)(z, p) sgn(p — k)
< (T(t,x,p) —T(t,z,k)) sgn(p — k). (5.19)

On pose
1 [k
(k) = —1 ( ) , m € CF(R;RY), /n(k)dk =1, n pair
R

a
et on prend le produit de convolution de (5.19) par rapport a la variable k.

De cette maniere, il vient pour tout k&

Orlp — k| s (k) + divy ((B(x, p) — B(a, k)) sgn(p — k) #x 1°(k))
+(<(dinB)(l‘, k) - (diVxB)<9U>P)) sgn(p - k)) *k 77a<k)
+(divyB)(z, p) sgn”(p — k)

< ((T(t, 2, p) = T(t, v, k)) sgn(p — k)) 51 1° (k) (5.20)

ol sgn® = sgn x, n° est la régularisation de la fonction sgn définie au Lemme 4.1. On
remarque que les trois premiers termes a gauche et le terme a droite de I'inégalité concernent
des fonctions continues par rapport a k. Ils convergent donc quand o« — 0 pour tout k£ € R.
Pour le dernier terme, on utilise le fait que sgn®(0) = 0 ce qui nous donne la convergence
de sgn(p — k) e sgn(p — k) pour tout k.

On obtient donc le lemme en faisant tendre o« — 0.
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6 Annexe

6.1 Résultats d’analyse

Proposition 6.1 (Chain rule) Si f € W'P(Q), ou Q est un ouvert de R", et F € C*(R)
avec F' € L*(R), F(0) =0, alors F(f) € W'P(Q) et

OF(f) of

Lebesgue pp (pour i =1,....,n)

Espaces BV

En dimension 1, les fonctions u € L'(R) sont a variation bornée (BV) si elles vérifient :
3C > 0 tel que | [;u¢’| < Cllpll vy Yo € CF(I), ot I est un intervalle de R.

En dimension > 1, les fonctions v € L'(R") & variation bornée sont caractérisées par
3C > 0 tel que | [, ug—;’;\ < Cllell g Ve € C2(Q) pour tout i = 1,...,n et Q ouvert de
R™.

En distribution, il s’agit des fonctions de L' dont toutes les dérivées premieres au sens des
distributions sont des mesures bornées.

Théoreme 6.2 Soit E un espace métrique. Toute partie relativement compacte de F est
précompacte. La réciproque est vraie si B est complet.

Théoréme 6.3 Soient Q@ un ouvert de R™, (f,,) une suite de LP(Q) et f € LP(Q2), tels que
| fo — fllee — 0. Alors il eziste une sous-suite extraite (f,,) telle que

(a) fn,(x) — f(x) p.p. sur 2

(b) | fn, ()] < h(x) VE et p.p. sur Q, avec h € LP().

Théoréme 6.4 (Théoreme d’Ascoli) Soit E un espace métrique compact et F' un espace
métrique complet. Une famille F C C°(E; F) qui vérifie

(a) F est équicontinue,

(b)Vx € E, K, ={f(x)/f € F} est un sous-ensemble relativement compact de F,

est relativement compact dans C°(E; F) pour la norme du sup.

Définition famille sommable
Soient E un espace vectoriel normé, I un ensemble et (z;);c; une famille d’éléments de E.

On dit que la famille (z;);c; est sommable de somme S € E et l'on écrit S = > x; si,
i€l
pour tout € > 0, il existe une partie finie J de [ telle que, pour toute partie finie K de [

contenant J, on ait ||S — Y x| <e.
i€k

Lemme 6.5 Soient E un espace vectoriel normé et (z;);cr une famille sommable d’éléments
de E. L’ensemble des v € I tels que x; ne soit pas nul est dénombrable.
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Lemme 6.6 (Lemme de Gronwall) Soient 1 et y deux fonctions continues sur [a,b], avec
v >0, vérifiant linégalité

Vit € [a,b], y(t) < A+/ W(s)y(s)ds.

Alors .
Vi e [a,b), y(t) < Aela¥®ds,

Proposition 6.7 Soit f € C°(R*;RP) alors n° x f — f uniformément sur tout compact
de RP ot n° est une approzimation de l'unité définie par

P (y) = n(y/6)/6°, n € C=(R*;RP), / n(y)dy =1, 1 pair.

RD
6.2 A propos des entropies

On considere la loi de conservation scalaire suivante

O+ 0,A(u) = 0, x€RP t>0 (6.1)
u(lt=0,2) = wug(x) (6.2)

otu:RtxRP - R, A:R — RP,

Définition 6.8 Une fonction n : R — R est une entropie pour (6.1)-(6.2) s’il existe
une fonction G : R — RP tel que 9;n(u) + 9,G(u) = 0 est vraie pour toute solution u de
(6.1)-(6.2) de classe C'. Dans le cas ou n est C!, cela revient a trouver G tq G' = /A’
Ainsi toute fonction C! est une entropie dans le cas scalaire.

Dans le résultat d'unicité de Kruzkov, seules les entropies n(u) = |u — k|, k € R associées
aux flux G(u) = sgn(u — k)(A;(u) — A;(k)) suffisent.

Théoreme 6.8 Kruzkov
Soient u et v deuz solutions entropiques de (6.1)-(6.2) associées aux données initiales g
et vg € L®(RP), tqu,v € L®(R* x RP) N B([0,T]; L}, .(RP)) pour tout T > 0. Alors en
posant

M = maz{|A©)]16] < maz(lull e oy, ol s ey}

on a pour tout C' > 0 et pour presque tout t > 0

u(t,z) —v(t,x)| de < uo(x) — vo(x)| dx
/M'(” (t, ) / juo(z) — vo()|

|z|<C+Mt
. s . . . .
ce qui nous donne l'unicité de la solution entropique en prenant les mémes données ini-

tiales.

Voir [6] pour une preuve du théoreme.
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6.3 Historique

Je cite ici Hilbert lorsqu’il présente son sixieme probleme intitulé Mathematical treatment
of the axioms of physics.

"The investigations on the foundations of geometry suggest the problem : To treat in
the same manner, by means of axioms, those physical sciences in which mathematics plays
an important part ; in the first rank are the theory of probabilities and mechanics.

As to the axioms of the theory of probabilities, it seems to me desirable that their
logical investigation should be accompanied by a rigorous and satisfactory development of
the method of mean values in mathematical physics, and in particular in the kinetic theory
of gases.

Important investigations by physicists on the foundations of mechanics are at hand ; I
refer to the writings of Mach, Hertz, Boltzmann and Volkmann. It is therefore very desi-
rable that the discussion of the foundations of mechanics be taken up by mathematicians
also. Thus Boltzmann’s work on the principles of mechanics suggests the problem of deve-
loping mathematically the limiting processes, there merely indicated, which lead from the
atomistic view to the laws of motion of continua. Conversely one might try to derive the
laws of the motion of rigid bodies by a limiting process from a system of axioms depending
upon the idea of continuously varying conditions of a material filling all space continuously,
these conditions being defined by parameters. For the question as to the equivalence of
different systems of axioms is always of great theoretical interest.

If geometry is to serve as a model for the treatment of physical axioms, we shall try first
by a small number of axioms to include as large a class as possible of physical phenomena,
and then by adjoining new axioms to arrive gradually at the more special theories. At the
same time Lie’s a principle of subdivision can perhaps be derived from profound theory of
infinite transformation groups. The mathematician will have also to take account not only
of those theories coming near to reality, but also, as in geometry, of all logically possible
theories. He must be always alert to obtain a complete survey of all conclusions derivable
from the system of axioms assumed.

Further, the mathematician has the duty to test exactly in each instance whether the
new axioms are compatible with the previous ones. The physicist, as his theories develop,
often finds himself forced by the results of his experiments to make new hypotheses, while
he depends, with respect to the compatibility of the new hypotheses with the old axioms,
solely upon these experiments or upon a certain physical intuition, a practice which in
the rigorously logical building up of a theory is not admissible. The desired proof of the
compatibility of all assumptions seems to me also of importance, because the effort to
obtain such proof always forces us most effectually to an exact formulation of the axioms.”
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