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1 Introduction

L’objet de ce travail est de traiter la relaxation cinétique d’une loi de con-
servation scalaire avec condition initiale et condition de bord :

Op+ 0. A(p) =0, t>0, >0
p(0,2) = p°(x), @ >0 (1.1)
p(t,0) = p°(t), t>0

oil le flux A est une fonction de classe C*.
De facon générale, l'intérét des méthodes de relaxation est le suivant :
pour un flux A non linéaire, on "transporte" la non-linéarité de 'opérateur

différentiel vers le second membre d’une nouvelle EDP (ou systéme d’EDP)
qui, elle, est linéaire. Par exemple, soit le probléme de Cauchy :

{ op+ 0, A(p) =0, t>0, x>0 (1.2)

p(0,z) = po(@’ x>0

Un des modéles de relaxation de ce probléme est le suivant : on introduit le
systéme linéaire :

(( Oipe +0,u. =0, t>0, x>0

A e) — Ug
8tu€+)\8xp5:#, t>0, x>0

p-(0,2) = p’(x), x>0

( u.(0,7) = A(p°(z)), x>0

ol € > 0 est appelé paramétre de relaxation. Nous voyons formellement que
lorsque € — 0, A(p:) —u. — 0 et donc, si p. — p on récupére dyp+ 0, A(p) = 0.
Le modéle relaxé semble donc approcher en un certain sens la loi de conser-
vation scalaire (1.2), moyennant la légitimité du passage a la limite lorsque
e —0.

Un modéle de relaxation de (1.2) plus sophistiqué est le modéle cinétique,
ou 'on introduit une troisiéme variable £ pouvant étre assimilée a la vitesse
instantanée de particules, et une nouvelle inconnue, la densité microscopique

fe(t, z, ), reliée a une densité macroscopique p. par : p.(t,z) = /fs(t, x, &)dE.
3

Ce modéle est le suivant :

{atfﬁa(&)axfE:X”ET_ﬁ, (>0, 250, CeR o

f5(07x7€):fo($7€)7 x>07 éeR

ou a = A’ et ou Y est une fonction "d’équilibre" définie comme suit :



Définition 1.1 (Fonction x) On note x la fonction définie sur R par :

1 s 0<e<Lr
X&) =< —1 si r<&<o
0 SInon

B. Perthame et E. Tadmor ont montré (voir [1]) que le modéle (1.3) approche
effectivement (1.2), dans le sens ou (1.3) posséde des solutions et que leurs
densités p. convergent vers l'unique solution entropique de (1.2). A cet effet,
rappelons le théoréme suivant:

Théoréme 1.2 (Kruzkov) Il existe au plus une solution entropique de la loi
de conservation scalaire (1.2), ¢’est-a-dire une solution vérifiant :

VEER  Oilp—k[+ 0 (sgn(p — k)(A(p) — A(K))) <0.  (1.4)
Rappelons également la définition plus générale suivante :

Définition 1.3 (Entropies) Deuz fonctions n et G : R — R forment un
couple entropie-flux d’entropie pour la loi de conservation scalaire
Op+ 0. A(p) =0 sin est conveze et :

n' A" = G au sens des distributions.

Remarque 1.1 Nous voyons ainsi que dans le théoréeme de Kruzkov, les en-
tropies en jeu sont :

VEeR  m(p) =|p—kl, Gilp) = sgn(p— k) (A(p) — A(k)) .

Ici, nous adopterons une démarche semblable a [1] en étudiant un modéle
de relaxation cinétique avec condition initiale et condition de bord, mais en
étant confrontés a la difficulté suivante : en général, le probléme

8tf€+a(£)8xf€:XpET_fa, t>0, >0, £eR
£(0,2,6) = f20,6), >0, E€R (1.5)
fE(t7O7€):fb<t7£)7 t>07 EER

est mal posé, a cause du signe variable de a({). Par exemple, nous pouvons
examiner le systéme hyperbolique linéaire

(Of+0,f=0, t>0, >0
0g—0,9=0, t>0, >0
f(O,ZU):fO(QS), x>0
f(t,O):fb(t), t>0
9(0.2) = ¢°(x), @ >0
[ 9(t,0) =¢"(t), t>0

Nous constatons qu’ a cause de la vitesse de transport négative dans la deux-
iéme équation, le probléme est mal posé. Ceci nous oblige a considérer une



condition de bord moins exigeante que dans ’équation (1.1). Les conditions
de bord de notre modéle cinétique ne porteront donc que sur les "vitesses ren-

trantes", i.e on n’'imposera f(t,0,&) = f°(t,€) que sur les € tels que a(€) > 0.

Mais nous pouvons alors nous demander quelles conditions de bord seront
vérifieés par la limite p des densités p., si celle-ci existe. Pour les deviner, on
utilise le résultat suivant : si on "approche" le probléme (1.1) par un probléme
parabolique "visqueux" du type

Ope + 0. A(p:) = saixpg, t>0, >0
p:(0,2) = po(:c), x>0 ,
pe(t,0) = p°(t), >0

qui lui est bien posé, on montre que sous certaines hypothéses (notamment
Iexistence d’une trace forte p(t,0")), la limite p recouvre I'inégalité entropique

G(p(t,07)) = G(p"(t)) — 0/ (p"(1)) (A(p(t,07)) — A(p"(1))) <0,

pour tout couple (7, G) entropie-flux.

Nous pouvons donc espérer des conditions de bord entropiques faibles de ce
type, sauf que dans notre cas, nous ne pourrons travailler qu’avec des traces
faibles, définies en annexe.

Plus précisement, nous allons montrer le théoréme suivant :

Théoréme 1.4
Soit A un fluz de classe C', a = A', soient des données f°(z,€) € L'(]0, +oo[, xR¢)

et f(t,€) = Xpw)(€), ot p(t) € L=(]0,TT;), et soit la mesure dpu = |a(€)|dtdE.
On suppose également que f° vérifie /||f0(.,§)||Lgod§ < 400 et qu’elle est a
3

support compact en &. Alors :

(i) Pour tout € > 0, le probléeme cinétique

oL +a(©of. =5 150 ws0 ceRr

f6(07x7§):f0(x7£)7 l’>0, £€R )
fo(£,0,6) = f*(t,€), t>0, a(§) >0

ot p.(t,x) = / fe(t,z,£)dE, est bien posé dans
€ (0,713 L1110, +ool, xEe)) 1 € ([0, +ocl,: LL (10, T xRe))

(ii) Lorsque e — 0, la suite des densités (p.). converge dans L}, (|0, T[; x]0, +00[,)
vers ['unique solution entropique p de

Op+ 0. A(p) =0, t>0, >0
p(0,2) = p°(z), >0 ’



oi () = /5 £(x, €)de.

(11i) La solution p vérifie les inégalités entropiques faibles suivantes :
VkER Gylp) - Gulp!) — sgn(p” = k) (Ap) — A1) <0,

ot Gi(p) = sgn(p—k) (A(p) — A(k)), et ot la notation u désigne la trace faible
de u.

2 Etude du modéle cinétique

Dans cette premiére partie, nous étudions les propriétés du modéle (2.1)
avec condition initiale et condition de bord pour les vitesses "rentrantes" (i.e
a(§) > 0). Tout d’abord, on montre lexistence (et l'unicité) d’une solution
continue en temps et en espace a ’aide d’un théoréme de point fixe, puis on
verra comment la solution évolue au cours du temps. Enfin, nous obtiendrons
des estimations sur les densités macroscopiques p..

2.1 Propriétés de la fonction y

Proposition 2.1 (i) La fonction r — x,(§) est croissante, pour tout £ € R.

(ii) Pour tous réels r et p :
o= xldg = 1o =11
£

(iii) Pour tout réel p :

/5 a(©) v, (€)dE = Alp).

2.2 Existence de solutions continues en temps
et en espace

Théoréme 2.2 (Existence de solutions a I’équation cinétique)

Soient fO(x, &) € L*(]0, +ool. xRe), f°(t,€) € Li(]O,T[thg) et dp = |a(§)|dtde.
Alors il eziste f. € C° ([0, T]s; L' (]0, +00[; xRe)) NC? ([0, +00[,; L, (10, T[ixRe))
telle que :

O+ a0 = L s as0 ceRr
[(0,2,6) = ['x,6), x>0, £€R (2.1)
Fe(t,0,6) = f*(t,€), t>0, a(§) >0
otre >0, a € C'R), p.(t,z) = / fe(t, z, €)dE.
R
De plus, on a la formulation intégrale suivante : Yo >0, pp x >0, pp £ € R



t
folt,2,6) = (fo(x ~tal€), €)e Ve + L /O e/ gxpsu—s,x—sa(s))(f)dS) Lizsta(e))

3

) | el
+ (fb(t—x/a(§)7£)e @/eal6) + - / €% X pe (1—s.0—sa(€)) (£)d5 | La(e)>0, s<ta(e)}-
0
(2.2)

Preuve :
Montrons d’abord ’équivalence entre le probléme (2.1) et la formulation inté-
grale (2.2). Soit une solution du probléme

f € C° ([0, T)s; L]0, +00[; xRe)) N C° ([0, +00[z; L, (10, T xRe)) C Ly,
On approche cette solution par une suite (f) € C (]0, T[;x]0, +00[» xR¢), i.e

1
fr L fe. Introduisons les courbes caractéristiques, notées X (s,t,x) et définies
par :
dX

E(‘S? t, $) = a(f)

X(t,t,x) ==z
ou & est un réel fixé.
On a donc X(s,t,7) = (s —t)a() + z et

d 1

R N R SR B CY)

ou g? = at(fsn - fe) + a’(g)ax(fsn - fe) S L%a:&

Si z —ta(§) > 0, on intégre cette égalité entre s=0et s =1 :

1 t
et/afg(ta xz, 6) - fan(07 T — ta(f)a 6) = g /0 eS/EXPs(s,ach(sft)a(ﬁ))(€)ds
£ 2 [ e = s+ (= 00,95

t
[ gt (s = Da(), as.
0
On va passer a la limite dans L%xg dans cette égalité :

et/gfsn(t,ma£> L_1> et/8f5<t7x7£>>

(0,2 — ta(€), &) & O — ta(€), ¢),

l/ e (f = ) (s + (s — Da(€), )ds -5 0.

€ Jo



car

1 T n S
<2 [ Fly s
=0

£
Ltlz.f $

H%llﬂiﬁ—ﬂmw+®—ﬂdﬁaﬁ

= (" = DIfF = Lol

t
Ceci montre que / /2" (s, + (s —t)a(€), £)ds posséde une limite dans L%xg,
0
lorsque n — +o00. Or,
VQO S D(]OvT[tX]O’ +OO[$XRE) | < 9?790 > | < O<90)||fg - f6||L1
ou

Clp) = max 10 + a(€) 0|

supp(ep

donc .
| a4 (s = Da() as o,
0

Par unicité de la limite dans D', nous obtenons

/ﬂﬂ%ﬂ&x+@—ﬂM®£MS£;0
0

Finalement :

3

1 t
et/afa(ta z, 6) - fo(x - t(l(g), 5) = _/0 BS/EXps(s,er(sft)a(&))(g)dsa

c’est-a-dire
€

6t/€f6<t7 Z, f) - fo(x - ta(g)v f) = 1 /0 e(t_S)/EXPa(tfs,xfsa(f))(g)ds‘ (24)

Siz—ta(§) <0etalf) >0, on intégre (2.3) entre s =t —z/a(f) et s=1:

e frt, 3, &) = elfe O fr(t — x/a(€),0,€)

RO EY
+ g/ e’ ® Eng(t—s,:c—sa(ﬁ))<£)d8
0
L
1 E/ eTIE(fE = [t = 5,2 = sa(€), €)ds
0

z/a(€)
+ / Vg (b — s, — sa(€), €)ds,
0



et on passe de méme a la limite dans L,}Ié. On obtient

z/a(§)
et/gfs (ta xz, 5)_et/se—x/aa(f)fb(t_x/&<£)7 5) = - /(; e(t_S)/Eng(tfs,xfsa(ﬁ))(g)ds'
(2.5)

(2.4) et (2.5) donnent la formule annoncée car la partie {(t,z,€),z = ta(§)}
est négligeable dans ]0, 7'[x]0, +oo[xR.

Réciproquement, si une fonction
f € C° ([0, T]4; L'(J0, +00[xRe)) N C° ([0, +00[y; L,,(]0, T[; xRe))

vérifie I’équation intégrale (2.2), alors cette fonction est une solution (faible)
du probléme (2.1). Pour cela, il suffit de dériver I’équation intégrale dans D',
en observant que

Vs € [07 T]: atXpE(s,z—(t—s)a({)) (5) + a(€>axXpE(t—s,z—sa(§))(f) =0 dans Dltx&-

En effet, pour toute fonction test ¢ :

- /t / /£ Xp- (s.o—(t—s)a(e)) (§) (Brp(t, 2, &) + a(§)Dpp(t, 2, €)) )dtdad

o 155, Yo
= = [ [t ([ ettn+ ¢= po(©). 00 ) dyac =

g

=0

Le probléme de l'existence (et I'unicité) d’une solution se raméne donc & un
probléme de point fixe.
On introduit I'espace de Banach E = C°([0,T]; L'(]0, +00[, xR¢)), muni de

la norme ||f.||g = sup |fe(t, z, €)|dxdE, et 'application ® définie par :
0<t< ¢

T

O(f)(t,x,8) = (fo(w —ta(€),&)e e + % /0 e/ Expat—s,z—sa(s))(f)dS) Tz ta(e)}

1

z/a(€)
e /0 e EXpa&—s,x—sa(s))(i)dS) Lia(e)>0, 2<ta(e)}-

+ (f”(t —w/a(§), e +

Tout d’abord, observons que ® est bien définie de E dans E. Fixons t € [0, 7],
et soit (¢,) une suite tendant vers t. Nous avons

1@ = t0a(€), ) Tgastuatery = f*(x = ta(), ) Tt |1

= [ 150 = 000, Oty — 100, 8) .



Soit € > 0. Approchons f° € Lglcg par f0 e (|0, +o00[; xR¢), i.e
10— fOHL;E <E¢&.
On a
Hfo (.CE - tn@(f), 5) ][{:Jc>tna(£)} - fo(x - ta(€)> g)ﬂ{z>m(£)} HLglcg

< 20 f° = fOllp + R(ta — t).
o
Bt =1) //‘fo (tn = 1)a(&), )Lyt —t)a( }—fo(y 5)’dyd£ oo
par convergence dominée. Donc, pour n assez grand :
1 = ta(€), ) Lpastaaiery = [ = 1a(€), ) Tgantacen| 1 < 3.

D’ou o

t— f (Z‘ - ta’(€)7§)][{m>ta(§)} €k
De méme, en approchant f’ € L;(]0,T[;xR¢) par ft e €0, T[;xRe), nous
obtenons

t— fb(t — ZL’/CL( ) )]I{a(g)>o a<ta(¢)} € E.

Enfin, la continuité en ¢ des termes définis par une intégrale s’obtient de la
fagon suivante :

1 z/a(§) e
B / / / €% | X (tn—s2—sa(6)) () T{a(e)>0, a<tna(e)}
zJEJO

- Xﬂa(tfs,zfsa(ﬁ))(g) ][{a(§)>0,x<ta(§)}| deId€

1 ! o— 1>
g / / / elo=0/ Xpe((tn—t)+o,y) (77) ]I{a(n)>0, y<(tn—t+o)a(n)}
yJnJ0

— Xpe (o) (1) La(n)>0, y<oa(m)} | dodydn

IA

IA

1 _
5/ /6(” Ve pe(tn — t +0,y) — pe(0, y)|dydo
0 Jy

1 t
- /0 o0z ( / /5 ol — £+ 0,9,6) — fe(a,y,f)!dédy> do

(L= e™) max [[f(tn = t+0,5.6) = o0, 3,

IA

IN

10



et on conclut en utilisant le fait que t — f.(¢,z,£) € ng est continue sur [0, 77,
donc uniformément continue.

Enfin, ® est une contraction : Soit 0 < ¢ < T et f.,f. € E. On a

90 ) = ) s = | [ [00002,€) (Rt .0 e

IA

t
e Xp. — x| (t — 5,2 — sa(§), f)ds) Tiosta(e)ydad

€ /x/E (/0
n é /x /5 ( /0 o e Xp. — Xp| (t — 5,2 — Sa(f),é)d«S) Tia(e)>0, v<ta(e)ydrdS
I

t
678/6 ‘ng(t—s,z—sa(ﬁ))<€> - Xﬁa(t—s,m—sa(ﬁ))(g)l dS) d&ldf

IN

,L— 15 l
0 x é‘
0
0
— /
0

< (1 — B_t/g) sup ||f€(t7 * ) - fs(t> " )HLng5

0<t<T

IN

[t =50 - ﬁ(t—syﬁ))d&dy) “leds

/|f5 s, x, &) — fg(s x §)|d§dx> s=t)/e

< A=)~ fole

En prenant le sup pour 0 <¢ < T, on obtient :

le(f) —@(f)lp < (L —e ™) |Ife = fells

<1

On a donc obtenu existence (et I'unicité) d’une solution continue en temps,

ie f € C°([0, T]y; L'(]0, +00[s xR¢)) telle que (f.) = f..

11



Reste & montrer que cette solution est aussi continue en espace. Ceci est clair
car f. = ®(f.) € C°([o, +oo[x;Lz(]0,T[th€)) par les mémes arguments qui
ont servi a montrer la continuité en temps. Le théoréme est ainsi démontré.

Nous pouvons en outre obtenir des informations utiles sur la solution grace
a (2.2), comme le montrent les deux remarques suivantes.

Remarque 2.1 (Dépendance de la solution par rapport aux données)
Soient f. et g. deux solutions, de données initiales f°(z,€), resp. ¢°(z,€) et
de données de bord f°(t, &), resp. g°(t,&). Nous avons :

||f€(tv X ) - gg(t, . )“L;E

< (1-e'f) sup (et ) = geltss
+ —t/e O(r — ¢ ,E) — O —t ; T tae)ydrd
c /x/§|f (& — ta(€), €) — (& — ta(€), &) Tgpora(ey dirde
+ [ 1= w/al©).€) = ¢t - 2/a(€), Ol M0, 0ctaendod
zJE
< (1—e""%) sup Hfg(t,-,-)—95<7f»->-)"L;£

0<t<T

+o0
—t/e 0 o
+ e /yo /g\f (4,€) = g"(y, §)|dyd¢

t
s [ 1.6 — 00 0l Tagordyde
y=0J¢
= (L= e ) fe = gelle
t
+ et <Hf0 = 9"l +/ /|fb(y7§) - gb(%5)|€y/€a(§)][{a(g)>o}dyd§) :
y=0J¢
En multipliant par ¢'/¢ et en prenant le sup en 0 <t < T, il vient

T
1. = 9l < U=l + [ [ 1906 = o Ol al€)dud
y=0 J§&, a(§)>0

Cette inégalité pourrait sans doute donner des estimations BV sur la solution,
mais la difficulté serait d’obtenir des estimations uniformes en €.

12



Remarque 2.2 (Bornes L.°) Soient t et § fizés.

1 t
e < <et/5\f°(r—ta(£),£)l+— / es/fds) L)
€Jo

- 1 [=/ald) B
+ ( N = wfal ).+ [ s ) L)
0

< e sup 17— ta(€), )+ (1 = Moo
z>ta

e /e Ctalt) [Pt = 2/a(€), &) Tiage)>0)
z<ta

+(1 - e_x/ea(g))][{a(§)>07x<ta(£)}

< e e + IOl Tas0p + (1 —e7F).

En prenant le sup en x > 0, il vient
et Ol < e O + 1 C Ol Tayp + (1 — e77%)

<INz +1/C Ol + 1.

A ce stade, on sait donc que la solution est uniformément bornée en € et t si
les données sont bornées.

2.3 Conservation du support compact en &

Dans ce paragraphe, nous allons, grace a des estimations plus fines (via la
convexité), donner des bornes sur la densité p., qui permettront de conserver
le support compact de f. en la variable cinétique £. De plus, nous verrons que
ces bornes sont en fait uniformes en €.

Proposition 2.3

On suppose que /||f0(.,§)||Lgod§ < 400 et /||fb(.,§)||Loo([07T])d§ < +o00.
3 13

Alors :

(1) p(t,z) est bornée sur [0, T] x [0; +o0] :
||ps(t717>||Loo S pio ol pio = ”fOHLl(]Rg;LOO(]O,-i-oo[m)) + eT/E||fb||L1(R§;LOO([0,T}t)).

(ii) On suppose que la donnée initiale et la donnée au bord sont a support
compact en &. Alors, pour tout t € [0,T], f-(t) reste a support compact en &
et on a :

suppe(f-(t)) C suppe(f°) U suppe(f*) U [=p%, p3].

13



Preuve :
On réécrit d’abord f. sous la forme d’une combinaison convexe.

Si x> ta(§),

i/ Jo €/ X (1 s.2—sa(e)) (§)ds
f e=s/eds

Nous avons donc, pour toute fonction convexe U : R — R :

fot,2,€) = e [z — ta(€), ) + (1 -

U(f€> < €*t/EU(f0(x—ta(£),£>>_i_(l_e*t/e (fO X,Ds(t S, x— sa(g))(f)ds) .
Jo e5/2ds

Or, par la formule de Jensen,

fg ngt S, T— sa(f))<€> f € S/EU(ng t—s,x— sa({))(g))ds
f e~s/eds - f e~s/eds

Donc si z > ta(§) :

ULt2,6) < U@ = 10(€). )+ - [ € Ulpaater ().

Sia(§) >0 et x <ta(f), on obtient de méme :

1
€

) z/a(§)
U(fe(t,z,€)) < e/ OU(f*(t—z/a(€),€))+ /O U (Xpu1-s5.0-sa(e)) (€) ) ds.

Choisissons maintenant U(f) = |f|” ou p € [1,400] et prenons le sup en
ze[0,rjour>0:

1oty oy < maz (1O o satey 1 O oy

I
+ E/ PN Xt ()| o= (0.r—sate ds-
0

On intégre ensuite I'inéquation en &, mais pour cela, on est obligé de majorer
grossiérement le max par la somme :

/Hfs v Lo o€ < et/s/gHfo("6)“p°°<[0m—ta(fs)}>d5

/ L7 )8 e 0 €

1 t

- / e~5/¢ < / HXpE(t—s,.)(£)|’L"°([0J’—Sa(f)})d§) ds
0 3

+

+

14



Or, [[Xp. (t-5,) ()| 2o (0 —sa(6)) < Xllpe (t=5,) 10 (0.1 —saeyyy (§)» dONC

/ X (b5, () Lo (0.7 —sate) @€ < /£ Xllpe(t=5.)ll % (0.r—saery (§)0E

< /{ X lpe (t=5,)l| oo (0.4 saoe (1o (6) €

- ||p5<t - S, ')HLOO([O,T—I—saoo(t—s)])

< /||f€ -5 7 )“LOO ([0,r+sacc (t—9)])
< — o0
> Org?i{t /H.fa S, 76 )HL ([0,r+sa00 (t— s)]))

ol Goo(t) = sup {|a(§)|,& € suppe(f:(t))}-

Remarque 2.3 Ainsi définie, a(t), qui est la vitesse maximale de propaga-
tion, dépend a priori de t, de €, et peut prendre la valeur +00. Nous verrons
cependant en (ii) que cette vitesse est finie et qu’elle ne dépend pas det € [0,T],
puis a la proposition suivante qu’elle ne dépend pas non plus de €.

D’ou

/Hfs v Moo dé < et/a/gHfo(-,6)!Ipoo([o,7.+mm(0)])d€

/ L7 )8 o

+ (]. - e_t/!? maX </||f€ S, , ||Loo [0 7"+(t s aoo(s ])dg) .
En prenant la racine p° et en faisant tendre p — +00, nous obtenons
1 =) | 2o (o1 xe) < max (|1 £0]| Lo ((0.r+tace )1 xe)» 1 lLoe (01 xRe) s 1) -

Remarque 2.4 Nous avons en particulier retrouvé que si les données f° et f°
sont bornées, alors f.(t) est uniformément bornée (en e ett) dans L>(]0, +o00[, xRe)

Ve>0 Vte [O, T] ||f6(t)||L°°(]0,+oo[z><]R§) <C (26)

ot C' = max(|| f*|| Lo go,+o0fs xke)s 17l Lol xRe)» 1)-
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Si maintenant on fixe p = 1 et que ’'on pose

:/£||fe(8,-,§)||Loo([o,r+(ts)am(s)])dﬁ,

0<s<T

on obtient
F(t) < e_t/aF(O)—I—(l t/e maXF /||f )| Lo (f0,)dE
et donc
FR(E) < F(0)+ (¢ —1) max F(s) + et/f/uf )| 2o (0.4 d€
< F(0)+ (7 — 1) max P(s) + 7" / 1P ) oy

Ceci améne

s/e T/e T/e
G TP € PO+ g (TR ) = P9 <7 [P Ot
d’ou

F(T) < max ((1+¢%° — ¢"*)F(s)) < F(0) +e"/* / £ () oy de.

Le réel positif T" étant quelconque on a montré le résultat :
eT] FO < FO)+ e |10l
c’est-a-dire
1O < 156 O orstamondé e [ 17Ol amde

En particulier cela nous donne la borne L annoncée sur la densité p.(t, z),
d’on (i). Enfin, (ii) est évident en utilisant la formulation intégrale (2.2) et (i).

Remarque 2.5 Comme annoncé a la remarque précédente, nous avons mon-
tré que l'information se propage a vitesse finie < o, 0U

aoo = max (Ja(§)], & € suppe(f”) U suppe(f*) U [=pSe. i) -

Montrons maintenant que suppe(f-(t)) est borné indépendamment du paramétre
de relaxation .
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Proposition 2.4 (Uniformité en ¢ du support en &)
On suppose que les données f° et f° vérifient :

/ 1790 €) | < +o0, / 17 )l oz dé < +oo
13 3

et sont a support compact en &. Alors, il existe un compact K tel que pour
tout € > 0 et tout t € [0, T, suppe(f-(t)) C K.

Ebauche de preuve :
Elle repose sur I'inégalité :

VMER 9, /g S0 (€)dE + 0, /5 a(&)] .15 (€)de < 0

ot Syr(§) = (€ — M)i
On "intégre" cette inégalité en x, puis en ¢, on obtient, pour tout ¢ € [0,7] :

[\t o1sutsds < [ [ 170 isut€)dnder [ [ a@lrs, ) Su(6)dsde

Aiinsi, si on choisit M tel que suppe(f°) C [-M, M], on a :

|f=(0,2,8)[Sm(§) = 0, et donc |fo(t,2,&)|Su(§) = 0. Dou : fo(t,z,&) =0 si
§>M.

En procédant de méme avec la fonction Sy (&) = (€—M)?, on obtient lexistence
d’un M tel que £ < M entraine f.(t,x,&) = 0.

Corollaire 2.5 La famille des densités macroscopiques (p:). est bornée dans
LOO(]Ov T[tx]07 +OO[I)

3 Convergence vers la solution entropique de la
loi de conservation scalaire

Nous allons maintenant montrer que le modéle cinétique "approche" bien
la loi de consevation scalaire, lorsque le paramétre de relaxation ¢ tend vers
0. Pour cela, on va utiliser des techniques de "compacité par compensation",
qui seront valides grace a des inégalités d’entropies cinétiques et aux bornes
uniformes fournies par la section précédente.

3.1 Fonctions d’entropie cinétiques

Proposition 3.1 Les fonctions |f- — xx|, pour k € R, wvérifient l’inégalité
d’entropie suitvante :

o0 [ 1t~ xalde-+ 0. [a©1f. = wdde < 2 (1o =k = [11. =) <o
(3.1)
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Preuve :
Elle s’appuie sur le lemme suivant :

Lemme 3.2 (Multiplication par la fonction signe)

VhER .~ il +al©dlf —xil = sgn(f. — ) B (dans D).
(3.2)
Preuve du lemme :
Notons g = Xoe = Je € L.
€ &

On a f. € C°([0,T];; L' (]0, 400[; xR¢)) C Ly,e. Approchons f. par une suite
(f2) € D(]0, T[¢x]0, 400l xR¢). De plus, on va approcher la valeur absolue
par une suite de fonctions C* :

VeeR Vj 0<p(x) <z, [Bi(=) <2, F;(0)=0,

J
Bi(x) — |zl Bi(x) — sgn(x), lorsque j — +oo.

Nous avons

Ou(B; (2 = xu)) + a(§)0=(8;(fI' — xa)) = B (2 = xx) (9 + Rn),

N n n 2
ou R, = Oy (fI' — fo) +a(§)0:(f2 — fe) = 0.
On remarque aussi que R,, = O,f' + a(§)0.fI' + g, donc R,, € L%xg.
On fait maintenant tendre n — 4-o00.

Les (0;) étant lipschitziennes, on a

B — ) = 8,01 — )

donc

OB (F = xu)) + 0P (B (£ = X)) 2> AWl (= = x1)) + a(€)Da(B(f- = xi)).

D’autre part, pour toute fonction test ¢,

J[[ otz =xwge = [[[ 50~ e

par convergence dominée (quitte a extraire une sous suite f7 (n) 28 fe), donc
B2 = xi)g > Bi(f = xadg.
Enfin, 3/(f2 — xx)Ra 2> 0 donc
(B (fe = xn)) + a(§)0:(8;(fe — xx)) = Bi(fe — xx)g-

18



Reste a faire tendre j — +o00. Le membre de gauche ne pose aucun probléme,
on obtient par convergence dominée :

0(Bi(f- = xu)) + a()Du(Bi (- — x)) 2 Oul L= — xal + a(€)Dal - — xx|-

Pour le membre de droite, on contourne 'obstacle de la discontinuité de la
fonction signe en 0 puisque pour tout 7, ﬂ]'-(O) = 0. Donc par convergence
dominée :

fD/
Bi(fe = xx)g = sgn(f — xx)g-
Finalement,

Ol fe = Xkl + a(€)0:lfc — xu| = sgn(fe — xx)g.

D’ou le lemme.

Nous pouvons maintenant montrer la proposition.

Pour cela, il suffit "d’intégrer I'équation (3.2) en £".

Soit ¢(t, z) € D(]0,T[;x]0,400],). Soit également (6,,(£)), une suite de fonc-
tions de D(R¢) qui converge presque partout vers la fonction constante égale a

1. Pour tout n, on définit ¢, (¢, x,§) := ¢(t,2)0,(&) € D(]0, T'[; x]0, +ool, xRe).
D’apreés le lemme :

/// | fe =Xkl (Ouipnta(§)Onipn) dtdrdg = / / / sgn(f-—x ng Xoe I, itdude

c’est-a-dire

- / / / | fo =Xk (Drp+a(€) D, 0) B, dtddE = / / / sgn( fo—xu) X — f€¢9 dtdzde.

On passe a la limite lorsque n — +o0o par convergence dominée. On obtient
ainsi

~ [[ 1.~ xel@o+ atgp.orarasds = [[[ san(s. - )X panasde,

¢’est-a-dire

I

_ _ _ . Xpa
o /E foxelde+0, /€ a(E)] foxuld, & >=< / sgn(fomxn) 2= L2 g ¢ >,

3

et donc, dans D'(]0, T'[;x]0, +00[,) :

_ _ _ _ Xps fa
) /g e — xalde + 0, /§ a(©)|f: — xelde /E sgn(fo — )" Lo g (3.3)
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[somt s XL
3

[

</§ san(f = xa) (. = e+ [ san(f. = )~ £ )

3

VAN
™ | =

</£|xp5 — Xk|d€ + /gsgn(fe — ) O — fs)dé))

(\pg—k! —/g\fg—xk\dg) <0
/gfsdﬁ— /gxkda' < /g|f5 lde.

Ceci termine la preuve de la proposition.

™ | =

car

|p€—k’| =

3.2 Convergence vers la solution entropique de Kruzkov

Théoréme 3.3 On suppose que les données f° et f° vérifient
JI£CONdg <400, [ 17 Ollmqoimyde < 4o
3 3

et sont a support compact en £. Alors il existe une sous-suite de la famille
(pe)eso qui converge dans L>(]0, T[;x]0, +o0l,) pour la topologie faible * vers
une solution p de la lot de conservation scalaire.

Preuve :

On commence par intégrer I’équation en . Ceci s’effectue comme a la propo-
sition précédente, en approchant la fonction constante égale & 1. On obtient
ainsi :

Bpe + Oy /§ a(€)f.de = 0. (3.4)

En outre, l'inégalité d’entropie (3.1) nous montre que la distribution

T. = at/|f€ — xk|d€ + 8z/a(§)|f5 — Xk|d¢ est négative, donc c’est une
¢ §
mesure borélienne. D’autre part, cette distribution est bornée en ¢ dans

W=1>(]0, T[;x]0, +o0[,). En effet, d’aprés (2.6) :

/§|f€ = Xk|dE < (| fe(t) ]| gz mes(K) + |k < Cmes(K) + [k]
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a . — xildE < max a Cmes(K) + |k|).
o1 = xakde < (o 1a€)]) (Cmes(i€) + k)
D’aprés le lemme de Murat, on obtient ainsi que (7%). est relativement com-

pacte dans H;,!(]0, T[;x]0, +o0[,). Ceci va nous permettre d'utiliser le résultat
de "compacité par compensation" connu sous le nom de lemme "div-curl".
En notant donc

Qe *= Pe be = /fa(g)fsdg

.= /E o= lde  do = /E a(€)]f. — xilde,

on obtient, en notant par des barres les limites L> faible x des quantités (quitte
a extraire des sous-suites) :

asds - bscs = a_z-:de - bsc_s
ou encore

(ac — @z)d. = c.(b. — b.). (3.5)

(Toutes ces limites faibles % existent car les quantités en jeu sont bornées en e
dans L*>(]0,T'[;x]0,4+00[;))-

Pour calculer ces limites, on utilise le lemme suivant :

Lemme 3.4 (i) Pour tout réel k,
/|f€ Celde — [pe— K <20 dans LL,(0,Tx]0, 4+o0l,).  (3.6)
3
(ii) Si b€ L®(R¢), alors dans Lj,.(]0, T[;x]0, +00l,) :

#0015 ~ xaldg — sgn(o. —8) [0S i 2o, 87

3 3

Preuve :
Soit I' un compact de ]0, T'[;x]0, +o0o[,. Notons :

L= [ ers—xk!df—!ps—k|‘dtda:=//r </§|fs—xk|df—|p5—k\) dtda.

Or, d’aprés (3.1),

L< e / / (at /g f- — xuld€ + 0, /5 a(©)lf. - xk|d£> dtdz.
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Ceci a un sens car la distribution :
T, = at/\fa e+ 0, [ al)lf. — ulde € L
3 €

d’aprés (3.3). De plus, la fonction T, est négative par (3.1), donc si on choisit
une fonction test ¢ € D(]0,T[;x]0,+00[;) telle que : ¢ >0, =1 sur I

‘//ngtda: :—//Tadtdasg—//Tagodtd:v:—<T€,g0>:|<T5,g0>|
r r

et nous avons :

<Tp>|< // . — xal|Orp + a()upldtdade < C(k, ),
Ko

ou

Ko = supp(p) x (K U [—|k[, [K]])

Ok, @) = (C + 1) max(|0ue + a(€)Duiplymes(Ko)

Finalement, I, < —¢ T.dtdz =3 0, d'out (i).

r
Pour montrer (ii), on réécrit (3.6) de la fagon suivante :

/§|f5 el — . — K]

= /sgn(fs = xw)(fe = xx)d§ — sgn(pe — k) /(fs — Xk)dE
¢ ¢

= [ = st g
£
o s(t,2,€) = sgn(f. — X&) — sgn(pe — k).
Pour t et x fixés, notons
Vie =1&  sgn(fe — xx) # sgn(p- — k)}.
Alors, pour tout & € Vi, s(t, z,§) = 2sgn(fe — xx)-

Donc

v(t,2) /ﬁm lde e — k| = 2/v F. — xelde.

4

Or, d’apres (3.6),
Ll
/ |fa_Xk;|d§£)07
Vi
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donc finalement :

[ 015 = xald = sgntp. — ) [ )7 - xk)dg‘

3 3

2/ b(E) . — vlde

Vi

- | [ues.- xk>s<t,x,s>df\ -

3

LIOC
< 2Ybll / e — xalde P 0,
Vi,

Ceci montre le lemme.

Revenons a (3.5). La convergence L] . et la convergence L™ faible % entrai-
nent la convergence D’ donc, par unicité de la limite dans D', nous pouvons,
en utilisant (3.6) et (3.7), réecrire (3.5) sous la forme :

(a. — @@)sgnlp. — k) /E a(©)(f. — xu)dé = Ip- — F(b —B2)

c’est-a-dire

(p- = dsgn(p. — k) [ a()(f: ~ x)dg = Io. ( /5 a(€) fude — /é a(f)fed§> |

3

(3.8)
En faisant k = p.(t,x), ot t et « sont fixés, nous obtenons
=72l ([[ateronte — [[ate)sae) ~o. (59)
3 3
Or, nous avons facilement
o= Xp. = —(0ufe — a(§)0,f.) =20 dans D' (3.10)
Donc
Jat@sde - [a©x.de =20 dans D
§ 13
ce qui entraine
Jat©)1.d = [ a(x,.as = A0 (3.11)
13 3

En outre,

/E a(€)xudé = A(k) = A(2).
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Donc (3.9) devient

o~ 7 (A7) = A(p.)) = 0.

Comme cela est fait dans [5], et rappelé dans |1], ceci implique

A(pe) = A(p2). (3.12)
Prenons enfin la limite dans D’ de (3.4). Il vient :

Ahp + 0:A(p) =0,

ot 'on a noté p = p.. Ceci termine la preuve du théoréme.

Théoréme 3.5

En fait, (p.) =3 p dans L},.(J0, T[:x]0, +oc[,) (quitte G extraire une sous-
suite), avec les hypothéses précédentes.

Ebauche de preuve :

Notons p la mesure de Young sur |0, T'[; x]0, +00[, xR associée a la suite (p;)e.
Nous avons, par une nouvelle application du div-curl lemma :

pesgn(p- — k)(A(pe) — A(k)) — |pe — k| A(pe)

=P sgnlpe — k)(Alp:) — A(k)) — |p- — k| Alp2).
Ceci se traduit par
< py Asgn(A — k)(AX) — A(k)) — |A — k|A(N) >
=< p, A >< p, sgn(A — k) (AN) — A(k)) > — < p, [N = k| >< p, A(\) > .

Cette relation montre (en procédant comme dans [3]|) que la mesure de Young
est une mesure de Dirac. Plus précisément on a

p=20(\—p(t,x)),

ce qui assure la convergence L}, de p. vers p pour une sous-suite.

Proposition 3.6 Avec les hypotheses précédentes, la limite p est en fait la
solution entropique de la loi de conservation (1.2)

Preuve :
En utilisant (3.6) et la convergence dominée, nous avons

/§|fs_Xk|d§: lp- — k| = |p— k|. (3.13)

(En effet, le théoréme précédent implique qu’il existe une sous-suite (p., ), qui
converge presque partout vers p.)
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En outre, par (3.7) :

/ a(©)lf. — xelde = sgnlp. — k) / ()(f. — )de.
13 3

Pour poursuivre ce calcul de limite, nous avons besoin du lemme :

Lemme 3.7 Soit p : @ — R une fonction mesurable, ou ) est une partie

mesurable de RY. Alors, il existe un ensemble dénombrable E tel que pour
k € R\E, l’ensemble {p = k} est négligeable.

Preuve du lemme :

Pour n entier, notons B,, la boule ouverte de rayon n.

Les ensembles mesurables ({p = k} N B, )rer sont disjoints, donc, pour toute
famille finie de réels {kq, ..., kr} :

I

Zmes({p =k} N B,) = mes (Bn N U{p = kz}) < mes(B,),

i=1

si bien que pour tout n, la famille (mes({p = k} N B,,))ker est sommable. Donc
tous ses termes sont nuls, a I’exception d’un ensemble dénombrable E,. Nous

avons donc, en posant £ = U E,:

n

VE € R\E mes({p=1k}) = (mes({p=k}NB,)=0.

n

Revenons a la preuve de la proposition : le lemme entraine que pour une
sous-suite,
pp (t,T)

ppk R sgn(p. — k) =" sgn(p — k).

Donc, par convergence dominée :

sgn(p- — k) /E (&) — x)dE = sgn(p— k) < /)5 a(€) fude — /€ a(f)xkds)

= sgnlp — k)(A(p) — A(k)),

d’aprés (3.11) et (3.12).

On a montré :

ok € R /E GO — xklde = sgnp — K)(A(p) — A(K)).  (3.14)
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Reste a passer a la limite dans D' dans I'inéquation (3.1), a I'aide de (3.13) et
(3.14) :
pEER  Blo— K+, (sgn(p — K)(AQ) — AR)) <0 (315)

Remarque 3.1 A ce stade, la preuve de la proposition n’est pas tout a fait
terminée car il reste a établir l'inégalité entropique (3.15) pour tout k € R.

Lemme 3.8 L’inégalité (3.15) a en fait lieu pour tout k € R.

Preuve du lemme :
Soit ¢ € D(]0, T[;x]0, +00[,), ¢ > 0. Nous avons, pour presque tout k € R :

//|p k|Oypdtdx — // sgn(p — k)(A(p) — A(k))Orpdtdz < 0.

Le membre de gauche de cette inégalité, noté F'(k), est une fonction continue de
la variable k. Nous allons convoler cette fonction avec une suite régularisante.
Soit donc

(k) = én(g), n € D(R, RY), /Rn(k)dk _1

Le produit de convolution F' x n® est une fonction C'*°, donc
Vk e R Fxn%k) <0.
De plus, lorsque o — 0, F' xn®(k) — F(k) pour tout k € R, donc
Vk e R F(k) <0,
ce qu’il fallait démontrer. Ceci termine donc la preuve du lemme et de la

proposition.

4 Conditions de bord entropiques faibles

Dans cette section, on suppose que la donnée de bord du probléme cinétique
est "a ’équilibre", c¢’est-a-dire :

fb(taf) =Xp(&), 0<t<T, ek

Ceci se fait de la facon suivante : on choisit p’ € L>(]0,T;) et on pose :

FP(t,6) = X (€) € L, (10, T[exRe).

On a alors p( /fb (t,€)dE et f° est a support compact en & :

suppe(f°) € [= 1o |z, 0| <]
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On rappelle les conditions de bord pour les vitesses "rentrantes" dans le
modeéle cinétique :

Fo(8,0,6) = f2(t,6), 0<t<T, a(€)>0.

Nous avons établi a la section précédente que, sous des hypothéses de don-

nées a support compact en £, la suite (p.).-o converge dans L;(]0, T'[; x]0, +o0[, )
vers la solution entropique p de (1.2). Notons, pour k € R : np(p) = |p — k| et
Gr(p) = sgn(p — k)(A(p) — A(k)) les entropies de Kruzkov. L’inégalité (1.4)
se réecrit donc

VkeR  Omi(p) + 0:.Gr(p) <0 dans D'(]0, T[;x]0, +00[s). (4.1)

Le probléme est maintenant de savoir quelles conditions de bord vont étre
vérifiées par p. On a en fait le théoréme suivant :

Théoréme 4.1 (Conditions de bord entropiques faibles)
Pour tout réel k, nous avons :

Gilp) = Gilp") = sgn(p" = k) (A(p) = A(p")) <O dans D0, T[)). (42)
0w la notation @ désigne la trace faible de u (cf. anneze).
Pour montrer ce théoréme, commencons par un lemme :

Lemme 4.2 Pour tout réel k fizé, il y a équivalence entre (4.1)+(4.2) et le
probleme :

Vo € D(]0, T[;x[0, +0[;), ¢ >0:

_ / / m(p)dspdtdr — / / Gr(p)Ouspdid (4.3)

-/ " [6u(6) + sante — 1) (A - AH)] (e 00t < 0.

Preuve du lemme :

Notons le champ de vecteurs V = (nx(p), Gi(p)) € L*=(]0, T[;x]0, 4+00[;).

Si (4.1) et (4.2) sont vérifiées, donnons-nous une fonction

¢ € D(]0,T[¢x]0, +00];), p > 0. Par définition de la trace faible, nous avons

—//godz'vV—// nk(p)atgodtdx—// Gk(p)ﬁwgpdtdx—/mgo(tﬁ)dt =0

car divV < 0 est une mesure borélienne. D’oul

- [ [ gt~ [ [ Gupoueais < [Glpot 0t
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Or, d’apreés (4.2) :

Gi(p) < Gi(p") + sgn(p” = k) (Alp) — A(p")) <0,
ce qui conduit a (4.3).
Réciproquement, si (4.3) est vraie, alors en I’appliquant & une fonction test

¢ € D(]0,T[;x]0,4+00[;), ¢ > 0, on obtient (4.1). D’ou divV est une mesure
borélienne. En outre, appliquons (4.3) avec

o(t, ) = (t)ps(x),

ouy € D(]0,T[;), ¥ > 0, et ¢s la fonction utilisée dans la preuve de I'existence
de la trace faible (cf. annexe). On obtient

/ / (P (£)ps(x)dtdx — / / Grlp (z)dtdz

- / [Gk< ) + sgn(p’ — k) (A(p)—A(pb>)]w< )dt < 0.

0
Mais par définition de la trace faible, nous avons

//nk t)s(z dtdm—//Gk (x)dtdz
//w ngdzvV—i-/ka

/ Yps div V—I—/ [m — Gr(p") = sgn(p® — k) (M — A(pb)ﬂ Y(t)dt < 0.

D’ou

Enfin, en faisant tendre § — 0, on obtient //@Z)(t)cpg(x) divV — 0 par le

théoréme de convergence dominée appliqué a la mesure div V. D’otu 'inégalité
(4.2).

Le théoréme consiste donc a prouver (4.3). Pour cela, utilisons la formula-
tion faible du probléme (2.1) :

Vo € D([0, T[; %[0, +0o[, xR¢)

_ / / F-(0pp + al€)Dpp)dtduds — / / (2, €)p(0, 2, §)dudg (4.4)

- [[ at@s..0.00(0.0.0atde = [ [ [ X = pavanag
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Remarque 4.1 On a f.(t,0,€) = f°(t,€) seulement si a(€) > 0, alors que
dans ’égalité précédente, on intégre sur {§ € R}.

Utilisons (4.4) avec ¢(t,x,&) = ¢(t,2)0,(£), ou ¢ € D(]0,T[;x[0,+00],) et
(0,,)r, une suite de fonctions de D(R¢) qui converge pp vers la fonction constante
égale a 1. On a

- / / 1006 + a(€)0,6)0, (€)dtdrde — / / a(€) (1,0, €)6(t,0)6,(€)dde

/ / / Xoe = I 44 1V, () dtdade.

Grace au support compact en ¢ (uniforme en t) de f.(¢), on peut passer a la
limite lorsque n — 400 par convergence dominée. On obtient

_ / / f-(0rd + a(§) 0y ) dtdxds — / / a(€)f-(t,0,8)p(t,0)dtdE = 0

/// o = / / ( / e )¢<t,x>dtdx=o.

Nous avons montré :

Vo € D(]0, T[]0, +o0l,)

] 2100+ a@vorarasic - [ [ ae)s.(t.0. (000 0.
(4.5)

En outre, nous avons I'inégalité suivante, analogue a (3.1) :

Vo € D(]0,T[;x[0,+0c0[z) ¢>0 VkeR

- / / ol (Ot ()0, ) dbddé — / / (€)1 (2, 0, €)=y 68, 0)dtde < 0.

(4.6)
Cette inégalité (4.6) se démontre a partir de (3.2). En effet, il suffit d’écrire la
formulation faible du probléme vérifié par les fonctions | f. — x|, avec condition
de bord |f.(z = 0) — xkl, ¢’est-a-dire :

Y € D()0, T x [0, +oo[, xRe) ¥k € R

- / / 12— xel Gup + a(€)uip)dtdnde — / / a(©)112(£,0,€) — xalio(t, 0, €)drde

/ / / sqn(f f Ao ZJe otz
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Ensuite, on choisit encore (¢, x,&) = ¢(t, 2)0,(£), et on fait tendre n — +o0,
comme auparavant, ce qui donne (4.6).

Pour mettre a profit (4.6), nous allons maintenant majorer l'intégrale :

@@wa/w@m@n@»—mua

3

Pour cela, on utilise 'inégalité :
Vt,x,{’ |f€(t7 Oaf) - Xk| > sgn(pb(t) - k:) (fa(tv Oaf) - Xk)
avec égalité si a(€) > 0, car on a alors :

1fo(£,0,8) = xu(O)] = |7, ) = xu(&)| = | (€) — xx(&)]
= sgn(p’(t) — k) (X0 (&) — xx(9)) ,

en utilisant la croissance de y. Cela donne :

Ie(t) = / a(£)|f€(t707§> _Xk|d§+/ a<€>|f€<t7 075) _Xk|d§
a(§)>0 a(§)<0

IN

/@OMOWMf—kMﬁ@=®—xw%

b [ al@sanle — k) (e = 0) ~ o) de.
a(§)<0
Donc :
L(t) < sgn(p’(t) — k) (4-(t) — A(K)), (4.7)
o 6.(t) = [ al)f(o = 0)de
3
On obtient donc, en utilisant (4.6) et (4.7) :
Vo € D(]0, T[;x[0,400[,) ¢ >0 VkeR

_ / / / [fe — xal (Brp + a(€) Do) dtdads (4.8)

= [ sonls" ~ 8) (0.(®) ~ AR (.00 < 0

Le tout est maintenant de faire passer (4.8) a la limite lorsque ¢ — 0. Par
(3.13) et (3.14), nous avons déja, pour presque tout k :

///|fa Xkl (Orpta(§)0pp)dtdrdé — — // nk(p)Oypdtda— // Gr(p)0ppdidz.
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Pour le dernier terme, on utilise le fait que la famille (¢.). est bornée dans
L*>(]0,T1;), et ceci grace au support compact en £ (uniforme en t et ) de f.(t)
et a la continuité en x = 0 de = — |[|f(., z,.)|[11 o, xRe)- Alnsi il existe une

fonction ¢ (t) € L>(]0,T[;) telle que 1. converge faible x vers 1 lorsque ¢ — 0.

Faisons tendre ¢ — 0 dans (4.5). D’aprés (3.11) et (3.12), il vient

Vo € D(]0, T[]0, +o0l,)

_ / / pOubdtdz — / / A(p)updtdz — / B(E)6(,0)dt = 0.

Ceci montre que v vérifie la définition de la trace faible de A(p),
car div (p, A(p)) = 0. Par unicité de la trace faible, nous avons donc

= m dans L*(]0,T[;),

si bien que Yo € D(]0,T[;x[0,4+0[.) ¢ >0 ppkeR:

/sgn(pb—k‘) (Ve (t) — A(k)) (t, 0)dt = /Sgn(pb—k) (M— A(’f)) p(t, 0)dt.

Finalement, la limite de l'inégalité (4.8) donne

Vo € D(|0,T[x[0,+00[;) ¢ =0 ppkeR

// i (p)Oppdtdr— // Gr(p)Oppdtdr— /sgn(p —k) (A( ) — A(k:)) ©(t,0)dt <0,

qui n’est autre que (4.3).
A ce stade, nous avons prouvé que (4.3) est vraie pour presque tout k € R.
Pour étendre cette inégalité a tous les réels k, nous procédons comme a la

fin de la section 3. On convole (4.3) suivant la variable k. La seule difficulté
supplémentaire vient du terme :

s =) (AG) - A1) et 0y

ot sgn® = sgn x n*.

Mais si on choisit une fonction n(k) paire, on a sgn®(0) = 0 pour tout « > 0,
et donc :

/ sgn®(p"—k) <m - A(Pb)> p(t,0)dt “= /t sgn(p’—k) (m - A(pb)) p(t,0)dt,

t

ce qui régle la question. Ceci termine la démonstration du théoréme.
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5 Annexe

5.1 Compacité par compensation

Nous nous contenterons de citer les résultats sans en donner de démonstra-
tion.

Lemme 5.1 (Murat) Soit (d.). une famille bornée dans W=, On suppose
que pour tout €, d. € B+C', ou B est un compact dans lecl, et C' un ensemble
borné de mesures boréliennes. Alors la famille (d¢). est relativement compacte
dans H; !

loc *

1 1
Lemme 5.2 (Div-curl lemma) Soient 1 < p,p’ < +oo, —+— =1 et soient

p
(aa) (b:) des familles bornées dans L}, NL™, (c.), (d:) des familles bornées dans
Lfoc N L. On note respectivement a,b,c,d les limites faibles x. On suppose
que (Orae + 0,be)c est relativement compacte dans VVl;cl’p et que (Oyce + Opdy)e
est relativement compacte dans W', Alors,

(1) une sous-suite de (a.d.). converge dans D' lorsque € tend vers 0, ainsi
qu’une sous-suite de (b.c.)e.

.. . e—0
(ii) pour une sous-suite, a.d. — b.c. — ad — bc dans D'.

Définition 5.3 (Mesure de Young) Soit Q une partie mesurable de R, et
(un)n une suite bornée dans L™ (2, RP). Alors, il existe une unique mesure de
Radon p sur Q x R? et une sous-suite de (uy,), telle que :

Vi € CY(Q,RP) /go(x,un(x))dx e //(p(:c, AN p(dz, dN).

Théoréme 5.4 Soit u € L=(Q,RP). Alors, les deuz assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) up, — u dans Lj,.(2, RP)

(i1) = 6(\ —u(x)), i.e la mesure de Young associée a (uy), est une masse
de Dirac.

5.2 Trace faible

Théoréme 5.5 (Trace faible) Soit V = (V;, V1) € L>(]0, +ool2,) un champ
de vecteurs tel que divV = 0;Vy + 0, V1 soit une mesure borélienne. Alors, il
existe une unique solution V; € L*(]0, +00[;) au probleme :

//godw‘/ // Voatgodtdx—/ Vi xgodtdx—/vlgo(t 0)dt =0

pour toute fonction test ¢ € D(]0, +ool;x [0, +00l,). En fait, Vi dépend seule-
ment de V] et on a : .
Villzge < [[Vallge-
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Preuve :
Soit § > 0 et s € C*([0, +00]) telle que : @5 est décroissante, ps(x) = 1 pour
x<9/2, ps(x) =0 pour a: >0 et ||g05||OO = 0(1/5) lorsque § — 0. Posons :

$(t,z) = ¢(t,x)(1 = ¢5(2)). On a ¢ € D(]0, +0o[*) et :

//gode // Voatgpdtda:—//vl O, pdtdx
= —//90905 divV—//Vb(c‘?tsO)%dtdx

_ //Vl(@xw)%dtdx — // Vip(ps)dtda —/ (pdiv V + Vodyo + V10,¢)dtdx

=0 car div V=0;Vp+0z V1 dans D’ (]0,+00[2,)

- -/ / s divV — / / Valong)psitds — | / Vi(Orp) padtds — / | Vieteh)ata.

Maintenant, faisons tendre § — 0. Par convergence dominée on a

// Vo(Orp)psdtdx — 0, // V1(0x0)psdtdz — 0.

Appliquant a nouveau la convergence dominée avec la mesure borélienne div V',

on a également
//QDQngiUV — 0.
+o00o

Pour le dernier terme, on utilise que la famille ( Vi(t, z)ph(x)d)sso est

0
bornée dans L>(]0, +ool;) par ||Vi][ze donc on peut extraire une sous-suite
qui converge faible x vers une fonction V; € L>(]0, +oc[;). Ensuite, on écrit :

//‘G(tw)w(t,fc)%(fc)dtd:c = //Vl (t, 2)s(x) (p(t, 2) — @(t, 0))dtdx
* /0 ( /0 mVl(t,:v)sog(a:)da:) o(t,0)dt.

‘//Vl(tﬂf)@é(x)(w( z) — ¢(t,0))dtds

b C
[ [ wenSappli
suppep 40

c/([° ,
< mestsum)illz Dol [ade) < €50
0

Enfin,

IN
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[ ([ vt o~ [ a0

pour une sous-suite. Donc,

//Vl(t,x)go(t,x)gog(x)dtdx — /0+0071(t)g0(t,0)dt.

Ceci prouve lexistence de la trace faible V;. De par sa définition, elle ne dépend
que de V;. Enfin, son unicité est evidente, ainsi que la borne annoncée.
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