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Introduction

Le but de ce mémoire est de mettre en lien 'article de B. Perthame et E. Tadmor [6] et 'article de J.
Feng et D. Nualart [4] tous deux traitant de Lois de Conservation Scalaire, 'un dans le cas déterministe
et I'autre dans le cas stochastique. Ce mémoire aura pour objectif de mettre en lumiére le raisonnement
et la démarche effectuée pour adapter des preuves et des notions développées dans le cadre déterministe
au modéle stochastique.

Dans la littérature, il existe plusieurs notions de solutions & une équation aux dérivées partielles : des
solutions fortes, des solutions faibles, etc ... L’une des premiéres démarches effectuées dans le cadre dé-
terministe est de sélectionner une notion de solution que 'on qualifiera de “ bonne ” notion. On motivera
et justifiera ce choix dans la partie 1.

Selon le mode de raisonnement que nous développerons tout au long de ce mémoire consistant & adap-
ter autant que faire se peut les idées du modéle déterministe au modéle stochastique, il parait alors
raisonnable d’adapter cette notion de solution également dans le cadre stochastique. Notre but est alors
de prouver l’existence d’une telle solution a notre Loi de Conservation Scalaire Stochastique que nous
appellerons solution entropique forte stochastique.

Dans un contexte déterministe, l’existence d’une solution & la Loi de Conservation Scalaire peut s’établir
de plusieurs facons différentes. Ici, le cheminement que nous emprunterons sera le suivant : on s’intéressera
a D’échelle microscopique a une équation cinétique de type BGK, et le passage & la limite sur le macrosco-
pique nous conduira a l'existence de notre solution. Toutefois, comme 'on peut s’en douter, le passage a
la limite s’accompagne d’un lot de problémes. Il n’est pas du tout évident que lorsque 1’on a affaire & une
suite de solutions, la limite en soit également une. C’est & ce moment qu’interviennent des outils mathé-
matiques forts utiles. Dans le cas multidimensionnel, on peut faire appel a la compacité BV. Cependant,
ne perdons pas de vue que I'on cherche des méthodes pouvant se généraliser au modéle stochastique. Or,
comme on le justifiera dans la partie 2, ce genre de procédé ne fonctionne pas en stochastique. On va
donc naturellement se tourner vers une autre méthode d’analyse fonctionnelle incontournable fournissant
également un théoréme d’existence de solutions : la compacité par compensation. On exposera dans la
partie 2.3 les principaux résultats de cette théorie (on note qu’elle nous restreindra a la dimension 1)
et muni de ces puissants théorémes, on pourra alors prouver rigoureusement l’existence d’une certaine
solution.

Si 'on revient finalement & notre modéle stochastique, la question naturelle & se poser est alors la
suivante : peut-on obtenir des résultats de compacité par compensation en stochastique ? La réponse est
oui, et c’est d’ailleurs 'un des principaux résultats de ’article de Feng et Nualart qui en plus d’établir
I’existence d’une solution entropique forte stochastique, prouve dans un cadre général les versions stochas-
tiques des Théoréme Rotationnel-Divergence et Lemme de Murat, fondements de la théorie de compacité
par compensation. Les preuves de ces propositions feront ’objet de la partie 3.

En parfait écho a la version déterministe, muni de ces instruments, nous exposerons alors les grandes
étapes de construction de notre solution entropique forte stochastique sans rentrer dans des aspects trop
techniques et calculatoires. L’accent sera ici porté sur I'intervention et l'utilisation de la compacité par
compensation dans ’obtention de notre solution.
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1 Lois de Conservation Scalaires Stochastiques

1.1 Le modéle stochatique

Nous allons nous intéresser & I’existence et I'unicité de 1’équation aux dérivées partielles stochastique
de premier ordre et non linéaire suivante que ’on nommera Loi de Conservation Scalaire Stochastique :

Owu(t, x) + divg F(u(t, z)) = / o(z,u(t,z); z)OW (t,dz) (1)
z€Z
avec x € R%, t >0, u(t,z) une fonction scalaire aléatoire, F' = (F,..., Fy) : R — R< le flux.

L’ensemble Z est un espace métrique et W (¢, dz) est un bruit blanc gaussien espace-temps par rapport
a la filtration {F;} vérifiant

E[W (t, AW (t, B)] = u(An B)t 2)

pour A et B des ensembles mesurables inclus dans Z, et p une mesure borélienne o-finie (déterministe)
sur I’espace Z. Enfin, 0 : R x R x Z — R.

On remarque que dans le cas o = 0, on retombe sur I’équation aux dérivées partielles déterministe
appelée Loi de Conservation Scalaire

Owu(t, x) + divg F(u(t, z)) = 0. (3)
Exemple 1.
Soit Z ={1,2,...,m} et ; une mesure de comptage sur Z, (1) devient
Opu(t, x) + divg F(u(t, x)) = Z or(z,u(t, )0 Wi (t) (4)
k=1
ou Wy,...,W,, sont des mouvements Browniens indépendants.
2
En particulier, pour d = 1 et F(u) = %, I’équation devient I’équation de Burgers stochastique
m
Opu(t, x) + u(t, z)Ozu(t,x) = Z ox(x, u(t, )0 Wi (t). (5)
k=1

1.2 Lien avec le modéle déterministe
On considére la Loi de Conservation multidimensionnelle scalaire

d

Opu(z,t) + Y Oa, [Ai(u(z,t))] =0 (6)

i=1
avec (z,t) € RE x R | A;(.) € C! et avec u(z,t = 0) = up(x) comme condition initiale.
Dans le cadre déterministe, on s’intéresse, & I’échelle microscopique, & une équation cinétique de type
BGK. On introduit une fonction scalaire f.(z,v,t) qui peut étre vue comme une description microscopique

de la densité de particule localisée en (z,t) € RZ x R} avec v € R pour vitesse. Le modéle évolue alors
selon

[0 + a(v).0] fe(x,v,t) = 1

E[Xua(r,t)(v) - f5($, ’U»tﬂ (7)

avec f.(x,v,0) comme donnée initiale. Les particules sont transportées selon
d
a(v).0y = Zai(v)&ri (8)
i=1
avec a;(.) = AL().

On note

we(@, ) = / £ 0, D)o )
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la densité locale de particules en un certain (z,t) et la “ fonction d’équilibre ” x,,_ (1) (v) est la signature
de uc(z,t), ie.,

sgn u, si(u—v)v>0

Xu(v) = { 0, si (u—ov)v <.
L équation (7) est bien posée dans L>(R;"; L}(RY x R,)) et u.(x,t) tendra vers une solution de (6).

On doit ici faire une précision sur le sens que ’on donne au mot “solution”. En effet, lorsque ’on traite
d’équation aux dérivées partielles, un probléme peut admettre plusieurs solutions.

Exemple 2.

Pour I'équation de Burgens,

dyult, ) + 0, (L)) —
u(0,z) = u’(x)

on a
. 0 si <0

_J 0 s ox<t/2 _ .
u(t,x){ 1 s x> 12 et u(t,z) = slc/t :1 O<i§i

sont deux solutions faibles de cette équation.

On introduit alors une nouvelle notion pour sélectionner la “bonne” solution : I’entropie.

Définition 1.
On dit que (1, @) est un couple entropie-flux d’entropie pour le systéme Oyu + div, F(u) = 0 si n
est convexe et pour pour toute solution réguliére, on a 9yn(u) + div,G(u) < 0.
Dans le cas C*(R), cela revient a dire que G vérifie G' = ' F'.

Ainsi, I’entropie est un bon choix car elle permet de sélectionner une unique solution d’apreés le théoréme
suivant :

Théoréme 1 (Kruzkhov).
Soit F € CY(R), Il existe au plus une solution u € C([0,T], L*(R)) N L>([0,T] x R) entropique de
Opu + divg F(u) = 0.

Remarque : On peut également formuler I’énoncé avec la méthode de solution entropique suivante
Olu — k| + 0z (sgn(u — k).(F(u) — F(k))) <0 VkeR. (10)
C’est d’ailleurs cette méthode que nous utiliserons pour prouver ce théoréme.

Preuve du Théoréme :

Etape 1 Technique de dédoublement des variables

On a

// lu—k|Oyp+sgn(u—k)(F(u)—F(k))0yp dx dt >0, VkeR, VeeClCX(0,T)xR), ¢>0.
(11)

Si on se donne une seconde solution entropique v, on a

//\v7l|3s<p+sgn(vfl)(F(v)—F(l))aygodydsZO, VieR, VoeClX(0,T]xR), ¢=>0.

(12)
Soit p € C([0,T)? x R?), ¢(t,s,x,y), on fixe (s,y) € [0,T] x R et on pose k = v(s,y) on réécrit
(11) et on obtient

// [u(t, z)—v(s, y)|Ocp+sgn(u(t, z)—v(s, y))(F(u(t,z))—F(v(s,y))0zp dx dt >0, V(s,y). (13)

De méme, on fixe (¢,2) € [0,7] x R et on pose | = u(t,z) on réécrit (12) et on obtient

// [v(s,y)—u(t, z)|0sp+sgn(v(s, y)—u(t, x))(F(v(s,y)—F(u(t, x)))0yp dy ds > 0, V(t,z). (14)
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Enfin, on effectue [ [ (13)dyds + [ [ (14)dzdt et on obtient

/ / / / fu(t, ) — v(s, )| (D + Dep) + sgn(u(t, z) — v(s,4))
(F(ult,)) — F(o(s,9)(@ep + y0) da di dy ds > 0. (15)

Etape 2 On concentreent =set x =y

Soit n > 0 tel que ['n =1, n & support compact, on définit 7. de la facon suivante 7.(z) = %n(f).
On prend ¢ comme suit :

_ t—s T—y t+s z+vy
o(t,s,2,y) = ne( 5 )ne( 5 )o( 5 3 )

avec ® € C2°([0,T] x R), ® > 0. On effectue alors le changement de variable suivant :

R AL ot e
Alors on a

//A(U,z)ng(z)ng(a)dodz >0 (16)
ol

A(o,z)://|u(a+7,w+z)—U(T—a7w—z)|8t<1>(7',w)

+ sgn(u(o + 17,w+ 2) — (1T — o, w — 2)).
(F(u(oc+7,w+2)) — Flo(r — o,w — 2))).0,P(1, w)drdw. (17)

On fait tendre ¢ vers 0 et ainsi (16) devient A(0,0) > 0 i.e.

// |u(r, w) — v(r, w)|0:® (T, w) + sgn(u(r,w) — v(r,w))(F(u(r,w)) — F(v(r,w))).
Ow®(1,w)drdw > 0. (18)

Etape 3 On a une inégalité de la forme [ [a(r,w)d-® + b(7,w)d,Pdwdr > 0 i.e. on a
Ora(T, w) 4+ Owb(T,w) < 0.
On integre alors par rapport & w et on obtient & [ a(r,w)dw < 0ie. 4 [o u(t,z) —v(t, z)|dz < 0.

Etape 4 Conclusion

Ainsi, [; [u(t, ) —v(t, z)|de < [; |u®(z) — v(z)|dz donc si u® = v alors u = v pour presque tout x
et ainsi, u = v.

O

1.3 Notations

On note 'espace de Schwartz

S(RY) = {f € C*® :sup [¢™ DI f(x)| < oo, m,n=1,2,...}. (19)

On définit J € C°(R?) par

Cexp(rm—) silz| <1
= lz[*—1
I (@) { 0 si|z] >1

ot C' > 0 est la constante telle que [, J(2)dz = 1. Pour chaque £ > 0, on pose J.(z) = e~ 4J(e7*|z]).
J. € C°(RY) avec le support de J. C [—¢,¢]%. Pour chaque f € Lj,.(R%), on définit la suite régularisante

fla) = Lo fl@) = [ o= )iy = [ Lsa =i (20)

R4
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Soit A C R?, alors la fonction ya(x) = 1si z € A et ya(r) = 0si z ¢ A Pour a € R, on note
a+ = maz{a,0}. Alors |a| = ay + (—a)4+.

On cherche alors a approcher la fonction 8(r) = r4 € C(R). On se place dans le d = 1 et on définit

pe(r) = / Je(s)ds, Be(r) = / pe(8)ds, reR. (21)
Alors on obtient le résultat suivant :

Lemme 1.
Pes Be € C°(R) ont les propriétés suivantes : L. = pe, B = J.(r —e); p. est une fonction
croissante et

i 0 sir<o0
BE(’")_'OE_{ 1 sir>2e

et B est convexe et

B.(r) = 0 str <0
VT O+ (r—2e) sir>2

ot C' = f_ll(f::_l J(t)dt)ds < 2. De plus, on a

0SB =J(r—e)<e'C. 0<r<2e (22)
et donc
0<rB’(r) <20, pour 0<r< 2. (23)

1.4 Solution entropique forte stochastique

On revient & notre équation aux dérivées partielles stochastique (1). On définit & nouveau les notions
d’entropie, mais dans le cas stochastique cette fois-ci.

Définition 2.
(®, ) est un couple entropie-flux d’entropie si ® € C1(R) et ¥ = (¥y,...,¥,) : R? — R? est un
champ de vecteurs satisfaisant

W) = S OEDG),  k=1,....d. (24)
Remarque : Uy peut étre choisi ainsi
Uy (r) = / ' (s)(F})(s)ds, wveR. (25)

On remarque que contrairement au cas déterministe, on n’impose pas & ¢ d’étre convexe dans cette dé-
finition.

On va définir une classe spéciale de couples entropie-flux d’entropie K. Soit € > 0, soit 8 = 8. € C*=°(R)
une fonction convexe,

6(7‘):07 TSO, ﬁ(r):O€+T7 CE>O7TZE (26)

K = {(®, ¥)est un couple entropie-flux d’entropie tel que ®(r) = ®“(r) = f(u —r) ou P(r) = D,(r) =
B(r —v),u,v € R}.

On peut alors définir la notion de solution entropique forte stochastique.
Définition 3 (Solution entropique forte stochastique).

Soit (Q, {F; : t > 0} C F,P) un espace de probabilité filtré ou W (¢,.) est un bruit blanc gaussien
espace-temps satisfaisant (2).

On appelle un processus stochastique {F;}-adapté a valeurs dans L2(R?) u = u(t) = u(t,z)
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une solution entropique forte stochastique de (1) & condition que
1. Pour tout T'> 0, p=2,3.4,...,

sup Effju(t)[|7] < oo (27)
0<t<T
et pour tout NV =1,2,... fixé
T
/ E[/ / o (2, u(r, z); 2)|*dzp(dz)]dr < oco. (28)
0 2€2 J|z|<N

2. Pour tout 0 < s < ¢, pour tout ¢ € C2(R%) et pour tout (®,¥) € K,

< D(ult,.),p > — < P(u(s,.),p >
< / (), Vo > dr + / L @ ulr, )0 (ol ) 2), 0 > p(dz)dr
s (s,t

]><Z2

—|—/ < ® (u(r,.).c(,ulr,.);2),o > W(dr,dz). (29)
(s,t]xZ
3. Pour tout processus {J;}-adapté a valeurs dans L?(RY) 4(t) satisfaisant
swp Blli)l <o,  T>0, p=23,..., (30
0<t<T
et pour tout B € C(R) de la forme (21), 0 < p € C°(R? x R?) et

sz = [ 8G) ~ vote ) el ) (3)

il existe une fonction déterministe {A(s,t) : 0 < s < ¢} telle que

E[/y /MXZf(T,Z;U(t,y),y)W(dndZ)dy]
0 -
<El[ | 50 et s ] + A0 62)

avec la propriété suivante : pour tout 7' > 0 il existe une partition 0 =¢; <ty < --- <t,, =T

satisfaisant .
At t; =0. 33
max; \tijlniti|—>0+ z:zl ( +1) ( )
Remarque : On peut réécrire I'inégalité (29) en termes d’inégalité de distribution :
0P (u(t, x)) + divy U(u(t, z))
1 oW (t,d
< 5/ " (u(t, x))o?(z,u(t, z); 2)u(dz) +/ ' (u(t,z))o(z, u(t, x); z)% (34)
z z

Ainsi, lorsque ¢ = 0, le membre de droite est réduit & 0 et 'on retombe sur l'inégalité introduite par
Kruzkhov dans la définition d’une solution entropique dans le cadre déterministe.

1.5 Reésultat principal

L’article de Feng et Nualart établit I’existence d’une solution entropique forte stochastique. Pour ce
faire, nous sommes tout de méme amené a imposer des conditions. On introduit deux jeux de conditions :

Conditions 1.

1. Fy € C*(R) et F}/(s) est au moins & croissance polynomiale en s, pour tout k =1,...,d.
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2. Pour tout sous-ensemble K C R? x R, il existe Mg : Z — R et une fonction positive,
croissante, continue px : R — R avec px(0) = 0 telle que

oy, v:2) — o(2,v32)| < (Ju— 0| ?pr(Ju — v]) + |2 — y|) Mk (2) (35)

pour tout (z,y) € K,z € Z avec

Ck = / M (2)p(dz) < oo. (36)
z€Z
Exemple 3.
Soit o1, : RY x R — R une application lipschitzienne pour chaque k¥ = 1,...,m et on considére
Péquation (4) de notre premier exemple. Alors, la seconde partie des conditions du dessus est
satisfaite.

Conditions 2.

1. d=1.
2. F € C*(R) et 'ensemble {r € R: F”'(r) # 0} est dense dans R.

3. Il existe f € L>®°(R%) N L%(R?), une constante déterministe C' > 0 et M : Z — R tels que
[, M*(=)u(d) < oo,
o (@, u; 2)| < f(2)(1+ |ul) M(2) (37)

et
o(z,u;2) —o(y,v;2)] < Clu —v] + [z —y[)(M(2) + |o(z, u; 2)|). (38)

On obtient alors le principal résultat suivant :

Théoréme 2.
On suppose que l’on est sous les Conditions 1 et 2 et que uy est une variable aléatoire a valeurs
dans ﬂ LP(RY) satisfaisant

p=1,2,...

Ef[Juoll} + lluoll3] < oo, p=12,... (39)

Alors il existe une solution entropique forte stochastique pour (1) avec ug pour valeur initiale.

Remarque : L’autre résultat escompté était d’établir I'unicité mais une erreur s’est glissée dans ’article
rendant la preuve non rigoureuse.

2 Existence dans le cadre déterministe

Revenons & présent & notre équation du modéle déterminisme. Nous nous inspirerons des preuves
développées dans cette section un peu plus tard.

2.1 L’équation cinétique est bien posée

On établit le résultat suivant en faisant appel a la théorie des points fixes. On ne s’attardera toutefois
pas sur ce point car ce n’est pas ’objet principal de notre développement. Cependant, il est bon de
justifier que ce 'on manipule a un sens :

Théoréme 3.
Le modéle cinétique (7) est bien posé dans L= (R;; L*(R% x R,)). De plus, on a

iglg [ fe(z,v,t) = ge (@, v, ) |1 (Raxr,) < 1fe(@,0,0) = ge(2,v,0) | L1 (R xR,)- (40)
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Remarque : On obtient également les inégalités suivantes qui nous serons par la suite utiles :

/”fs(xavat)”Loo(B[r])dvS/||f€($7Uao)”L"O(B[r—i-taoo]) (41)

et

e Oll e gy < [ 1 0,0) g do (42)

0l Goe = {max; [a;(v)], ¢ € [~Voo, Voo] U suppy fe(7,v,0)} et veo = || fe(@,v,0)[| L1 (R, ;100 (Ra))-
On précise ici que 'on choisit f(z,.,0) & support compact dans R,,.

On peut alors prouver l'existence d’une unique solution entropique des deux fagons suivantes : des
arguments de compacité BV dans le cas multidimensionnel et des arguments de compacité par compen-
sation dans le cas de la dimension 1 permettent d’établir que la densité locale de particules u. converge
fortement quand ¢ tend vers 0 vers cette solution.

2.2 Lien entre existence et compacité BV

Dans le cadre déterministe, le cas multidimensionnel est traité avec des arguments de compacité BV.
En effet, I'idée est, d’utiliser des estimations BV et de faire appel au théoréme de Helly afin d’extraire une
sous-suite qui convergera vers notre unique solution entropique. Toutefois, pour établir les estimations
BV, on fait appel & I'invariance par translation en les variables spatiales du modéle cinétique déterministe.
Or, ce genre de procédé ne se généralise pas bien au modéle stochastique. En effet, & cause du terme o,
la translation spatiale d’une solution n’est, en général, pas une autre solution.

Ainsi, on se tournera plutot vers la seconde méthode développée dans le cadre déterministe : la com-
pacité par compensation. On restreindra alors nos considérations a un espace de dimension 1.

2.3 Compacité par compensation

On rappelle ici les principaux résultats de compacité par compensation que ’on utilisera par la suite.

Ils interviennent dans deux cas de figure. Le premier est celui qui consiste a établir le lien entre la
convergence faible d’une suite de fonctions et la convergence forte. En effet, on peut trés bien se retrouver
dans la situation suivante : Soit U un ouvert régulier borné, 1 < g < oo, fi — f faiblement dans L2(U)
mais fi - f fortement dans L9(U).Des problémes d’oscillations, fluctuations trés rapide des fonctions,
ou des problémes de concentration, la masse de |fx — f|9 peut étre concentrée sur un ensemble de mesure
nulle, peuvent empécher ce passage de la convergence faible & la convergence forte. On introduit alors la
notion de mesure de Young qui va pouvoir fournir un échappatoire & ce genre de problémes.

Théoréme 4.
Soit (fr)rk>1 bornée dans L°°(U,R™), alors il existe une sous-suite (fx;)j>1 C (fx)r>1 et pour
presque tout © € U une mesure de probabilité borélienne v, sur R™ telles que :

VE € C(R™), on a F(fx,) = F dans L=(U)
ot F(x) = [gm F(y)dvs(y) pour presque tout z € U.
Définition 4.

On appelle (v),cy la famille des mesures de Young associées a la suite (fx,);>1-
On dit que (fy,);>1 converge au sens de Young vers v.

On établit alors le résultat suivant :

Proposition 1.

Soit (ug)k> une suite de L=(U,R™) convergente au sens de Young vers la mesure v. Soit u sa
limite faible, alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. 3p € [1,00[ tel que ||u* — ul Loy — 0V ouvert borné w dans U.
2. Vp € [1,00] tel que ||u* — u 1) — OV ouvert borné w dans U.

3. Pour presque tout x € U, v, est une mesure de Dirac.

Le deuxiéme cas de figure est basé sur la constatation suivante : la convergence faible ne se comporte
pas bien lorsque ’on compose par des applications non linéaires.

Nathalie AYI 11 Lois de conservation scalaires stochastiques



Exemple 4.
Soit a < bet 0 < A <1 tel que F(Aa+ (1 —A)b) # AF(a) + (1 — A)F(b). On pose

b sinon.

Alors fr, = f = Aa + (1 — A\)b dans L alors que F(fi) = AF(a) + (1 — \)F(b) # F(f).

Toutefois, pour des fonctions F' particuliéres, lorsque 1’on a un certain controéle sur la divergence et le
rotationnel, on peut établir des résultats.

Notations.
Siwe L?(U,R?), w=(w',...,w"), on définit rot w € W~12(U, M,,(R)) en posant

(rot w);j = 0p,w" — pw? (1 <45 <n).

On obtient alors les deux résultat suivants :

Théoréme 5 (Lemme Divergence-Rotationnel).
Soit (ug)r>1 et (wg)g>1 deux suites bornées dans L?(U,R™) telles que

1. (div vg)k>1 est contenu dans un compact de H=(U).

2. (rot wy)r>1 est contenu dans un compact de H='(U, M,,(R)).

. L? L?
Si, de plus, vy, = v et wy —w

Alors v wy, — v.w au sens des distributions.
Corollaire 1.

Soit (ak)k>1, (bk)k>1, (ck)k>1 et (di)k>1 quatre suites de fonctions scalaires bornées dans L™ (U)
qui convergent faiblement dans L wvers a, b, ¢ et d respectivement.

Supposons que les suites % + %, % + %ﬂ’“ sont dans un compact de Hl;i(U).

Alors apdy — bicr, — ad — be dans L>(U).

De plus, si ux = (ag,bg,cr,dr) est aussi bornée dans L>()), on peut en extraire une sous-
suite qui converge au sens de Young vers une mesure (Vy)zcq 0l v, est une probabilité sur R*.
Identifiant R* a Mo (R), la propriété du dessus se traduit par la formule

< Vg, det >=det < vy, id > (43)

pour presque tout € €.

Enfin, dans la pratique, pour pouvoir vérifier les conditions d’utilisation de ces théorémes, on fait
souvent appel au lemme de Murat.

Lemme 2 (Lemme de Murat).
Soit w un ouvert borné de R™ et (d¥).~o une suite bornée de W ~1°°(w) qui reste dans un ensemble
B+ C ou B est un compact de H ' (w) et C est un borné de M(w).
Alors (df) .o est relativement compacte dans H 1 (w).

2.4 Lien entre existence et compacité par compensation

On réécrit notre loi de conservation scalaire dans le cas de la dimension 1

du  DA(u)

g —0. 44
ot ox 0 (44)
Une équation cinétique correspondante est
0 0 1
(57 + a(0) 5o 0,8) = P (0) = Jel, )] (45)

avec a(.) = A'(.), AeCl.

On peut alors établir le résultat suivant :
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Théoréme 6.
On considére la Loi de Conservation (44), soit f. € L= (R} ; LY (R,; L' N L>®(R,))) la solution de
l’équation cinétique correspondante telle que

uc(2,0) = [ fe(2,0,0)dv — ug(z)  dans L*(RZ).

Alors uc(z,t) = [ fe(z,v,t)dv converge fortement dans L} (R, x Rf), p < oo vers l'unique
solution entropique de la Loi de Conservation non linéaire (44) ayant pour condition initiale

u(z,t =0) = ug(z).

Remarque : Par non linéaire, on veut dire qu’il n’existe pas d’intervalle sur lequel le flux A(u) est
linéaire i.e. A”(u) # 0 p.p.

Afin de démontrer ce théoréme, on prouve les deux lemmes suivants.

Lemme 3.
Pour toute solution f. € L™(R/; L'(R? x R,,)) du modéle cinétique (7), on a linégalité suivante
1
8t/|f8 — xldo +6w/a(v)|f€ — xldv < —g[/ 1fe = xeldv — Jug — k). (46)
De plus,
o [ 10 = ikt +2, [ a(w)lf. el <o (47)

Preuve du Lemme : On intégre (45) par rapport a v contre sgn(f- — xx) et on a par des arguments
de régularisation de la fonction signe

Oy f |f€ Xk|dv + 0, fv a(”)|f€ - Xk|dv = _é fv Sgn(fe - Xk)(fe - Xus)dv
= —l o 891(fe = xk) (fe = X0 + Xk = Xu. )dv
f (1= = Xkl + sgn(fe = ) (k= xu.)]dv
—z f |fe = Xkldv — [ue — K[].
En effet on rappelle que [; [xx(v) — xw (v)|dv = [k — K|

De plus, =L [ [f. — veldv < —2| [, (fo — xa)dv| = —LJu. — k| car fy xx(v)dv = k.
Ainsi, on obtient ce que nous appellerons les inégalités d’entropie suivantes :

o / 1fe — xeldo + 0, / a(0)]f. — xeldv < 0.

Lemme 4.
Soit f. € L™(R;; L} (R,; L>=(R%))) la solution de I’équation cinétique (7) avec pour donnée initiale
fe(z,v,0) a support compact dans R,. Alors pour tout k, k réel, on a

J 1= o = ue = Kl =30 (48)
v e—0
dans L}, (R} x R2) et pour tout b(.) € L®(R,),

/b )N fe — xr|dv — sgn(ue — k) /b — X&) dv—)() (49)
dans L}, (R} x R%).

Preuve du Lemme : D’aprés le lemme précédent, on a I’inégalité
1
8t/|f5 - Xk|dv+6$/a(v)\fg ~aldv < —g[/ e — xeldv — Jue — k] (50)
d’otl en intégrant, on a

0 fon_Xx[fv‘fe_XHdv— |U5—k‘Hdmdt

—e [ [ @ [ 1 = xaldo + 0. [, a(v)|f- — xi|dv)dwdt
0

Lo

Nathalie AYI 13 Lois de conservation scalaires stochastiques



d’ott la convergence dans L}, (R} x R%). De plus, on a

fv ‘fs - Xk|dv - |u€ - k| = fv sgn(fe - Xk)(fs - Xk)dv - 59”(“6 - k) fv(fe - Xk)dv
= fv(fE — xx)s(v)dv

ou s(v) = s(v,z,t) est la fonction caractéristique s(v) = sgn(fe(x,v,t) — xx(v)) — sgn(uc(x,t) — k).

On sait que s(v) est & support dans V' = {v|sgn(fe — xx) # sgn(u. — k)} et sgn(fe — xx).s(v) = 2

pour tout v € V. Alors [ |fo — xxl|dv — |uc — k| = [ o\ |fe = xnlsgn(fe — xx)s(v)dv =2 [, i, [fo = xx|dv.
Ainsi, d’aprés ce que 'on vient d’établir on a

/ |fe — x|dv—0 (51)
vevV e—0
dans L} (RS x RY). Enfin, si b € L=(R,), on a
fv b(v)|fe — xk|dv — sgn(u f b(v Xe)dv = f b(v Xk)s(v)dv
= 2f GV |f8 Xk|d7]
S QSUP,U b( )fvev‘f&‘ _Xk|dv
d’ott la convergence dans L}, (R x RY). O

Armé de ces deux lemmes et de la compacité par compensation, nous pouvons a présent démontrer le
théoréme d’existence

Preuve du Théoréme : En intégrant par rapport a v I’équation (45), on obtient

O + Oy / a(v) fedv = 0. (52)

De plus d’aprés le lemme 3, on a l’inégalité

at/|f€—Xk|dv+8w/a(v)\f5—x;c|dv§0. (53)

Alors d’aprés les inégalités (41) et (42), les membres de gauche des deux égalité-inégalité (52) et (53)
appartiennent & W1 De plus, le premier est une mesure nulle donc bornée et le second est une mesure
et est bornée dans D’ (car borné dans W1 OO) donc c’est également une mesure bornée. Ainsi, d’aprés
le lemme de Murat, ils appartiennent a H, ! (R, x R}).

On peut alors apphquer le lemme dlvergence rotationnel et on obtient pour une sous-suite

us./a(v)|fs ka|dv7/a(v)fsdv./|fska\dv:ITE. /a(v)|f€ka\dvf/a(v)fsdv. /|f5 — Xk|dv
v v v v v v (54)

ot la barre signifie la limite faible-x dans L.
On admettra que suite aux méthodes développées dans [8], on peut réécrire cette égalité comme suit

(e — ). / a(W)|f: — xxldv = / 1fe = xeldv.( / a(v) fodv — / a(v) fodv). (55)

Enfin, d’aprés le lemme 4, 1’égalité précédente devient

(ue — T).5gn(ue — k) / a(0)(f — xu)dv = e = k|.(/ a(v) fodv — /a(v)fgdv). (56)

On fixe alors(z,t) et on pose k = Uz (x,t), alors aprés réarrangement, on obtient

|ue — QTE\(/ a(v)xrdv — /a(v)fsdv) =0. (57)

v

De plus, on a f. — xu, = —¢[0 + a(v)0 ]f5—>0 dans D'. Ainsi, [ a(v)fedv = [, a(v)xy. dv. Or,

on rappelle que [ a(v)x,(v)dv = A(p), dou [ a(v)fedv = [ a Xugdv = A(u.). De méme, on a
J, a(v)xrdv = A(k) = A(uz) dans notre cas. Ainsi, d aprés (57), on a

ue — Tue].(A(uc) — A(ue)) = 0. (58)
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Ainsi, par des raisonnements du type Tartar que nous admettrons, cela nous conduit & A(u.) = A(Tz).

Par passage a la limite faible dans (45) aprés intégration, on obtient

a__ 0 .
—T: + %A(us) =0. (59)

Ainsi ue(z,t) converge vers une solution faible de la loi de conservation (44) que ’on note w.

De plus, A étant non linéaire, en faisant appel a la théorie des mesures de Young on montre que u.(z,t)
converge en fait fortement dans L (R, xR;),1 < p < oo. En effet, notons x la mesure de Young associée
a la suite (u:). On a ue — u = [Adp(\) =< p, A > et A(u.) = & =< p, A(\) > et d’aprés ce que 'on
vient d’établir £ = A(u). De plus, en appliquant le lemme rotationnel-divergence & nouveau, on obtient :

<y, A sgn(A—k)(AN) — A(k)) — A — k|A(N) >
=< p, A >< p, sgn(A —k)(AN) — A(k)) > — < pu, [N — k| >< p, A(A) > .

On cherche alors & montrer que Conv(suppu) = [a, (] est réduit & un point afin de pouvoir appli-
quer la proposition 1. Par une translation, on peut se ramener au cas de figure on u = A(u) =
0. On définit M et N par O hors de [, 3] et tel que M’ = Ay, N’ = A(N)p. Alors la relation
< py A sgn(A—=k)(AN)—A(k))—|A\=E|A(N) >= 0devient < M’, sgn(A—k)(A(N)—A(k)) >=< N',|\=k| >
ou encore < MA'(A) — N,®(\) >= 0 avec ®(\) = 95|\ — k|. Cette relation peut alors étre étendue au
fonction a support compact et donc M A’(A\) — N = 0. De plus, par définition, N'X = M’A(\) et donc
(AM—AN)" = 0. Et ainsi, AM —AN = 0 et donc A—AA’ = 0. On en déduit donc que A(\) = KA sur [, 5],
K étant une constante. Or par hypthése, il n’existe pas d’intervalle sur lequel A est linéaire, donc p est une
mesure de Dirac et ainsi d’aprés la proposition 1,u. converge fortement dans L} (R, x R),1 <p < oo
pour la suite extraite.

On peut alors passer a la limite dans (53) et obtenir l'inégalité entropique suivante :
g|u — k| + 2[8 n(u—k)(A(u) — A(k))] <0 (60)
ot oz "9 =

Or ayant pour donnée initiale ug(z), la solution entropique de (44) est unique et ainsi, on peut conclure

que toute la suite u. (z,t) converge fortement dans L] (R, x R;"), p < oo vers 'unique solution entropique

de (44). O

3 Compacité par compensation stochastique

3.1 Théoréme Rotationnel-Divergence

Tout comme dans le cadre déterministe, on obtient des informations sur la limite avec des fonctions
non linéaires par le biais de la compacité par compensation que nous généralisons ici au cadre stochastique.

On suppose que O C R™ est un ouvert borné avec un bord 9O régulier C*°. Pour F = (F},..., F,,) €
L?(O;R™) on définit rotationnel de F' comme précédemment : rotF = V x F est une fonction & valeurs
dans les matrices de taille m xm dont la (7, j)-iéme composante est définie par (Vx F);; = 0, F;— 0., F €
H=(0).

Soit X, X des variables aléatoires & valeurs dans S un espace métrisable séparable complet. On notera

lim+X6 £X la convergence en loi de X, vers X. On définit également une partie tendue.
e—0

Définition 5.
Soit P(E) I’ensemble des probabilités sur (E,E). Une partie A de P(E) est tendue si pout tout
d >0, il existe un compact K; de E tel que, pour tout P € A, on ait P(K§) <e.

On rappelle alors le résultat suivant que nous utiliserons par la suite :

Proposition 2 (Prokhorov).

|| Une famille de mesures de probabilité sur (S,d) séparable complet est tendue si et seulement si de

toute suite on peut extraire une sous-suite qui converge étroitement.
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Ainsi, dans notre cadre, “la suite {X. : € > 0} est tendue” signifie en fait la famille des probabilités
associées est tendue, et alors d’aprés la propriété précédente, sur un espace métrique séparable complet,

il existe une sous-suite de {X, : € > 0} qui converge en loi.

On peut alors établir le théoréme suivant :

Théoréme 7 (Rotationnel-Divergence).

Soit (Ge, He),e > 0,(G, H) une suite de variable aléatoire a valeurs dans L*>(O;R™) x L2(O;R™).
On suppose que

1. {G: : € > 0} et {H. : € > 0} sont deuz suites bornées stochastiquement d valeurs dans
L2(O;R™) i.e. pour tout & > 0 il existe une constante déterministe Cs € (0,00) telle que

SggP(HGEHLQ(O;Rm) + |He |l 2 (0srm)) > Cs) < 6. (61)

2. Pour tout ®y,...,®; € L*(O;R™), k < 00 ,< .,. > crochet de dualité
li_r>1%)(< D1,G. >, ., <P, Ge > < Py, H, >, ..., < Oy, He >)
€
§(< O1,G>,..., <0, G> <O, H>, ..., <P, H>) (62)

3. Les suites {V.G. : ¢ > 0} et {V x H. : € > 0} de variables aléatoires a valeurs dans H—*(O)
sont tendues.

Alors pour tout ©1,...,p € CX(0), k < oo,
li_1>%(< 01,Ge He >, ..., < o, Go . H. >) §(< 01, G.H >, ..., <y, G.H>) (63)
g

ot la convergence est la convergence en loi jointe avec celle de la condition (2).

Pour ce faire, on démontre dans un premier temps le lemme suivant :

Lemme 5.

Soit {(F.,G.) : ¢ > 0} et (F,G) une suite de variables aléatoires a valeurs dans HP(O;R™) x
HI(O;R™) o p=—q € {0£1,£2,...}. On suppose les conditions suivantes

1. {F. :e >0} est bornée stochastiquement dans HP(O;R™) i.e. pour tout § > 0, il existe une
constante déterministe Cs € (0,00) telle que

sup P(|| Fz||m» > Cs) < 0. (64)

e>0
2. Soit (.,.)gr le produit scalaire dans HP(O;R™). Pour tout ®q,...,P, € HP(O;R™),
k=1,2,--- < oo la suite de variables aléatoires a valeurs dans R*¥ x HI1(O;R™) converge :
gi_1>1(1)((<1>17F5)Hp7...,(@k,FE)Hp,GE)é((@l,F)Hp,...,(@k,F)Hp,G’). (65)

Soit < .,. > le crochet de dualité entre HP(O;R™) et H1(O;R™), p = —q.

Alors

11%((@1,@),{,1, ooy (Ppy F) oy Ges < Fo, Ge >)é((q>1,F)Hp, oy (Pr, e Gy < F,G >).
(66)

Preuve du Lemme : Le théoréme de représentation de Skorohod permet d’affirmer que ’on peut sup-
poser sans perte de généralités que toutes les variables aléatoires sont définies sur le méme espace de

probabilité et que toutes les convergences en loi sont en fait des convergences presque sires.
Donc par hypothése G — G presque sirement, et donc G, I a
e—0+ e—0+
Ainsi, Vh, 6 > 0,

lim P(| < F.,G. —G > |>h) < lim P(|F.|ge||Ge — Gllga > h)
e—0t e—0t -
< lim P(|Ge — G|ge > hC5 ) +P(||F. | zr» > Cs)
e—0t
< 0490=4.
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Or,
| <F,Ge>—<F,G>| = |<F,Ge>—-<F,G>+<F.,G>—-<FG>|
= |<F.,Gc.—G>+<F,G>—-<F,G>|.

Reste alors & montrer que (4 peu de choses prés),< F.,G > est I'image par une application continue de
lime_o((®1, Fe)me, - - - (P, Fe)mr, Ge) pour @q,..., &y appropriées et ainsi en faisant appel au résultat
suivant, on pourra conclure

Supposons que (X{,..., X}") i>(X1, ..., X)) et soit ® une application continue. Alors

(X7 L XD D(XT, LX) (X, X O(X, ., X))

Soit (f1,..s fky.--) €t (g1,-.-,9%,--.) les bases orthonormales duales respectives de H?(O,R™) et
HY(O,R™) i.e.

+oo
< £,g>= ([, fx)me(G.9x)ua, Vf € HP,Vge H. (67)
k=1
Alors
+oo +oo
. A 2 < 1 2 A 2
i sup (| k:ZMl(Fs,fk)m (G gi)mal > h) < lim supP(||Fl7s k;N;l(G, 91)tra > h)
foo
< lim [P( > (G, gx)5a > hCy?) + supP(|| Fe|l e > Cs)]
N—o00 RNl e>0
< 0.
Et ainsi,
Jim <F,G> = lim ngnoo(Z(Fs,fk)Hp(G,gk)Hq — Y (B f)us (G gk)ma)
k=1 k=N+1
L Y .
= A}gnoosg%g(kil(Fafk)Hp(ng)Hq)
£ al —_ ~ e
- I&TM(;(vak)HP(G’gk)H‘?) =<FG>
d’aprés la condition (2) et la convergence en probabilité du reste de la série. O

Ainsi, on peut a présent démontrer le théoréme rotationnel-divergence qui nous sera fort utile pour
établir I'existence d’une solution entropique forte stochastique.

Preuve du Théoréme : Soit /. une suite de variables aléatoires & valeurs dans H?(O, R™) défini comme
solution faible de

—Ah,=H., €0
he =0, x € 00.

D’aprés les hypothéses, {h. : € > 0} est une suite de variables aléatoires & valeurs dans H?(O,R™) stochas-
tiquement bornée. Or, tout ensemble borné dans H?((O,R™) est un ensemble compact dans L?(O,R™).
Par propriété de la compacité, {h. : € > 0} est alors une suite de variables aléatoires & valeurs dans
L?(O,R™) tendue et ainsi quitte & extraire, il existe hy une variable aléatoire & valeurs dans L?(O,R™)

tel que lim h. £ hg.
e—0t+

On montre alors en fait que hg est a valeurs dans H?(O,R™). On utilise & nouveau le théoréme de
représentation de Skorohod et on peut donc supposer que h. —iho presque strement dans L? i.e.
e—0

lim ||he — ho||L2 = O presque stirement.
e—0*t

Alors par semi-continuité de ||.||z2,

170 (s w) || gr2 < liminf||he (., w)]| g2 (68)
e—0t
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Ainsi, pour tout § > 0, il existe Cy > 0 telle que

B(lhollm= > Cs) < P(liminf|he|| = > Cs)
— IP’(.KL>JO O<Q<K{||ha||H2 > Cs})
— KILIQ+P(O<Q<K{||}1€||H2 > Cs}) (69)
< limsup P({hg| g2 > Cs})
K—0t
<

On pose alors fo = —V.h. et N. = H. — Vf..
A nouveau, d’apreés les hypothéses {f. : € > 0} est une suite de variables aléatoires a valeurs dans
H'(O) bornée stochastiquement et comme précédemment, on montre qu’elle est tendue comme suite de

variables aléatoires a valeurs dans L?(0O) telle que lim+ fe £ fo-
e—0

De plus, par le méme genre de manipulations que précédemment, on montre qu’en fait fy est a valeurs
dans H'(0).

Enfin, pour tout ¢ € {1,...,m}.

—02  hL+02 . W

NE

N:=H: =0y [ =

I m (70)
= > 00, (00— 00hY) = 00, (V X he)ij).
Jj=1 j=1

Par hypothéses, {V x h. : ¢ > 0} est une suite de variables aléatoires & valeurs dans H!(O;R™) tendue

et donc { V. : ¢ > 0} est une suite de variables aléatoires & valeurs dans L?(O;R™) telle que lim+NE £ Ny.
e—0

Enfin, les suites {h. : ¢ > 0}, {fc : € > 0} et {V x h, : € > 0} étant tendues, on a, quitte
A extraire & nouveau, li%lJr(he, fE,NE)é(hO, fo,No) ou (he, fo, No) variable aléatoire a valeurs dans
E—r
E = L?(O;R™) x L?(0) x L*(O;R™).

De plus, (—A) : L2(O;R™) — H~2(O;R™) est une application continue et donc lim+Hs £ Hy ot Hy
e—0
est telle que

7Ah0:H0, zeO
hOZO, x € 00

et ainsi Hy est une variable aléatoire & valeurs dans L?(O;R™) et donc d’apreés la condition (2), H £ H,.
A nouveau, d’aprés le théoréme de représentation de Skorohod, on peut supposer que 1’on ait dans le
méme espace de probabilité et que les convergences sont des convergences presque stire. Alors fo = —Vhy,
No = Hy — V fy.
Enfin, pour tout ¢ € C2°(O) déterministe,

JGeHepdr = [G.(N.+Vf)p

= <G, Nep>—<Ge,(Vo)fe > = < V.G, fep > . (71)

On est alors, d’aprés les hypothéses et les convergences établies, dans le cadre d’utilisation du lemme
pour établir la convergence des crochets et ainsi

im < ,GeH. > £ <G Nop>— <G (Vo)fo>— < V.G, foup >

e—0t B
G.(No + V fo)pdz (72)
<p,G.H>.

3.2 Lemme de Murat

Enfin, dans la pratique, pour vérifier les conditions d’utilisation du théoréme rotationnel-divergence,
on fait appel au lemme suivant :
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Lemme 6.
On suppose

1. {®.:e >0} est une suite bornée stochastiquement & valeurs dans W=1P(QO) pour p > 2 i.e.
pour tout § > 0, il existe une constante Cs € (0, 00) telle que

sugP(H<I>5||W71.p > Cs) < 4. (73)
e>

2. &, =x.+ V..
8. {xe:e> 0} est une suite de variables aléatoires a valeurs dans H='(O) tendue.

4. {¥. : € > 0} est une suite de variables aléatoires a valeurs dans l'espace des mesures de
Radon M(O) bornée stochastiquement en norme de variation totale ||.|pq(0) i-e. il ewiste
une constante Cs € (0,00) telle que

SI;ISP(H\I/EHM(O) > Cs) < 4. (74)

Alors la suite {®. : € > 0} est une suite de variables aléatoires a valeurs dans H=1(O) tendue.

Preuve du Lemme : D’aprés les hypotheéses, pour tout § > 0, il existe Cy 5,C2s > 0 et un ensemble
compact déterministe K 5 C H*(O) tel que inf P(2.5) > 1 — 4§ ou
g

Oes={weQ: |0, w)|w-rs <Crs}N{weQ: yo(,w) € K1} N{we Qs |0, w)|pmo) < Cas)

On rappelle que l'inclusion de M(O) dans W~=19(0) est compacte pour tout q € (1, =2=).

' m—1

Et ainsi, il existe un compact déterministe Ko 5 = K2 5(Ca5) C W~19(O) tel que :
{weN: ||\I/5(.,U))||M((9) <Cost C{weQ: V. (,w) e Kys}.
On définit g, he € W, *(O) comme les solutions faibles de

—Ag:=xe sur O y —Ah. =V, sur O
ge =0 sur 00 € he =0 sur 00

et on note f. = g. + he.
Alors par des résultats de théorie elliptique, il existe un compact déterministe K35 = K3 5(K7 )
C W2(O) et un compact déterministe Ky 5 = Ky.5(Ka5) C Wy9(O) tel que

{w:x:(,w) € K15} C{w:g:(.,w) € K35}
{w: (., w) € Ko} C{w:h(,w)e Kys}.

Et donc, comme f. = g. + he, il existe un ensemble compact déterministe K5 5 C VVO1 1(0) tel que
{w:xe(w) € Kispn{w: |Ve(.,w)||meo) < Cosy CH{w: fo(l,w) € K5}

Or, on a
~Afe=®., z€0
fe =0, x € 00

et ainsi, on a l’inclusion suivante

{w: xe(,w) € Ky sy N {w: ||‘I’5(~7w)||./\/l((’)) <Chs} C A{w: fo(,,w) e Kss}
C {w:®.(,w) € Kss}

ot Kg5 = K 5(K5,) est un compact déterministe inclus dans ng’q((’)),
Et donc par interpolation entre W, “(O) et W "P(0), il existe un ensemble compact déterministe
K5 = Kr5(Kes,C1,5) C HH(O) tel que

QE’(; = {w c0: ||<I>E(.,w)||w—1,p < 01’5} n {w : xs(.,w) S K1’5} N {w €N ||\IJE(-7U})HM((’)) < 02’5}
C {weQ:||2.(,w)|lw-10 <CistN{w: P(.,w) € Ko}
C {w:®.(,w) € K75}
Ainsi, iI>1f0 P(®. € K75) >1—06 d’ott {¢e : € > 0} est bien une suite tendue. O
€

Nathalie AYI 19 Lois de conservation scalaires stochastiques



4 Existence d’une solution entropique forte stochastique

4.1 Approche heuristique

Nous disposons & présent de tous les outils nécessaires pour prouver le théoréme 2.

On va cette fois considérer le systéme avec un terme de viscosité.

Opu(t, ) + divg F(u(t, z)) = /eZ oz, u(t,z); 2)0: W (t,dz) + eAgpul(t,z),  u(0) = up. (75)

Le terme €A, € > 0 a un effet régularisant sur la solution wu.

Si lon se place dans le cadre ot u = u. est une solution de (75) qui est suffisamment réguliére pour que
les dérivées spatiales jusqu’a I'ordre 2 au sens classique existent et soient continues, alors soit ® € C%(R)
et ¥ = (Uy,...,¥,) un couple entropie-flux d’entropie, par la formule d’It6, on obtient :

WP (u(t,z)) + divy U (u(t, x)) = / O (u(t,z))o(z,u(t,z); 2) W (t,dz)

z2€EZ

+ e’ (u(t, ) Apru(t, ) + %@"(u(t,x))/a%x,u(t, x); z)pu(dz).  (76)

z

En effet, (75) équivaut a

diu(t, ) = (eAgpu(t, x) — div, F(u(t, x))dt + /eZ o(x,u(t,z); 2)W(dt, dz). (77)

On applique la formule d’Ttd a ®(u(t, x))

di®(u(t,z)) = &' (u(t, r))(eAsrult, x) — div, F(u(t, z)))dt

+ @' (u(t,z)) /ez o(z,u(t,z); 2)W(dt,dz) + %@”(u(tw))/JQ(x,u(t,x); z)p(dz)dt  (78)

et ainsi

0P (u(t,x)) + &' (u(t, z))div, F (u(t, z)) = &' (u(t, z)) /eZ o(z,u(t,x); 2)0:W (¢, dz)

+e® (u(t, ) Agpu(t, ) + %(b"(u(t,x))/UQ(x,u(t,x);z)u(dz). (79)
Or U (r) = ®'(r)(Fy)'(r) Yk, d’ou la formule (76).
Il est alors tentant de faire tendre € vers 0 pour passer a la limite, mais ce n’est pas correct.
Pour ¢ > 0 fixé, on peut établir des informations sur les dérivées d’ordre 2 de u en exploitant Ueffet régu-
larisant de eA. Toutefois, on ne sait pas évaluer la fluctuation du terme non linéaire e®’(u(t, 2)) Az u(t, x)
quand ¢ tend vers 0 (on note que u = u.).

On fait alors la manipulation suivante, on observe que
e® (u(t, ) Agzu(t,x) = eApy®(u(t, ) — e®” (u(t, z))|Vou(t, z)? (80)

quitte & considérer A, ®(u(t,x)) au sens des distributions pour u localement intégrable.

Dans la pratique, on se rend compte que l’on n’a pas de contrdle sur |V, u(t,x)| uniformément en
e > 0, et qu’il n’est pas raisonnable d’espérer en avoir, cette quantité peut exposer en temps fini méme
si u(0) € C*° NCp, pour o = 0 par exemple.

Cependant, pour (®, ¥) € K on sait que ® est convexe i.e. ®”’ > 0 donc pour ¢ > 0, on a
< e®”(u)|Veul?, ¢ >> 0.
Donc pour 0 < ¢ € C2, on a
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< D(ult,.)),p > — < d(u(s,.),p >

= / < W(u(r,.)), Vap > dr +/ 1 < ®" (u(r,.))o? (., u(r,.); 2), o > p(dz)dr
s (s,t]xZ
+ E/ (< ®(u(r,.), Ap > — < " (u(r,.)|Vou(r,.)|?, ¢ >)dr
+/ < ® (u(r,.))o(.,u(r,.);2),p > W(dr,dz)
(s,t]xZ

t

1

< / < W(u(r,.)), Vop > dr +/ 3 < @ (u(r, ))o?(ulr, ) 2), ¢ > pldz)dr
s (s,t]xZ

+o(e) —l—/( bz < @' (u(r,.)o(.,ulr,.); 2),o > W(dr,dz). (81)

En faisant tendre ¢ vers 0, on obtiendrait (29). Néammoins, deux problémes se posent pour rendre
cela rigoureux. Tout d’abord, on a besoin de régularité pour la solution u de I’équation approchée afin
de pouvoir appliquer la formule d’It6. Enfin, on a besoin de compacité sur u = u. quand ¢ tend vers 0.
Concernant, ce dernier point on fait appel aux arguments de compacité par compensation évoqués précé-
demment, restreignant ainsi nos considérations a la dimension 1. On souligne toutefois que les estimations
établies restent elles valables en toute dimension.

Le but des parties qui vont suivre n’est donc pas de démontrer tous les résultats énoncés mais de donner
les grandes lignes menant a la construction de cette solution entropique forte stochastique. En particulier,
on ne démontrera pas les estimations, cela étant souvent trés calculatoire et technique, on jugera ici que
Iimportant est de comprendre en quoi ces estimations sont nécessaires et ou elles interviennent. On note
que 'on s’attardera tout de méme sur les applications de la compacité par compensation stochastique.

4.2 Existence et régularité de la solution approchée

Nous allons dans un premier temps procéder a la construction de la solution approchée.

On supposera a présent les conditions 1. On suppose de plus que F = (F},. .., Fy) satisfait Fj, € C*
pour tout k et que les dérivées d’ordre m de F}, satisfont |F;§m)(7”)\ < Cpn < 00, m = 0,1,...;
o(z,u; 2),Dlo(z,u; 2) et 0)'o(x,u; z) existent, sont continus et uniformément bornées et Do (., u;z) €
S(R?) et enfin [, sup, , [02(z, u; 2)|u(dz) < .

On note G(t,z) = G:(t,x) = We"mp/(%”, t > 0 la solution fondamentale de ’équation de la
chaleur. On suppose E[||ug||3] < co. On définit des approximations successives de (75).

ul(t, ) = uo(x),u™(0,z) = ug(x)

du (t,7) + V. F(un~ 1 (t,2))dt = eAu™ (£, 2)dt + [, o(z, u"= (£, 2); 2)W (dt, dz). (82)

On admettra que I'expression suivante est solution de ’équation (82) :

t d
u"(t,x) = /G(Lm —y)uo(y)dy — /0 /G(t —s5,x—y) ZayiFi(unfl(s,y))dyds

+ / / Gt — 5,2 — y)oly, ™ (s,y); 2)dyW (ds, dz).  (83)
0,4]xZ Jy

Le membre de droite de (83) est bien défini au regard de nos suppositions précédentes et si I’on rajoute
que D,yu""t € L>=([0,T]; L>(R?)) pour tout 7' > 0. Toutefois a ce stade du probléme, on ne peut justifier
que la définition de u'. En effet, on a besoin d’informations sur la régularité de ©"~! pour conclure que
u” est bien défini pour n > 2.

Il faut alors faire appel & un raisonnement par récurrence et utiliser des inégalités de type Morrey et
Sobolev sur des processus adaptés précis pour établir le résultat suivant, :

Proposition 3.

" Pour toutn =1,2,..., on au™(t) € C([0,T), H?(R?)) pour p=1,2,..., etu"(t,.) € S(R?),t > 0.
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Il s’agit alors de démontrer la convergence de u™ au sens approprié vers un processus limite. A I’aide de
la formule d’It6, on obtient des estimations nous permettant d’établir qu’il existe un processus F;-adapté u

a valeurs dans LP(R?), p > 2, satisfaisant lim sup E[[|u(t) — u"(t)[[F] = 0, avec sup E[[|u(t)[[E] < oco.
n—o0 0<t<T 0<t<T
Ce processus est une solution de (75) et a pour expression

d

uta) = [ Gtr =gty — [ [ Gl —s.a-1) 300, Ffuls.)dys

y i=1
+ / /G(t — s,z —y)o(y,u(s,y); z)dyW(ds,dz). (84)
0,¢,]xZ Jy

Or des questions de régularités de v a € > 0 fixé, s’étaient posées, notamment pour pouvoir appliquer
la formule d’It6. On peut en fait montrer a posteriori que u € C([0, 00); L2(R%)) pour tout d = 1,2, ... et
meéme plus Jjju = Oy, ult,.) € C(R%) pour tout 4,7 = 1,...,d. Finalement, u est une solution forte de
(75) au sens classique.

De plus, on a alors les justifications pour appliquer la formule d’It6 évoquée dans la partie 4.1 et pour
® € C?(R) convexe, on obtient bien l'inégalité (81).

Nous avons donc établi I'existence et la régularité de la solution approchée. Il s’agit & présent de
passer a la limite sur €. Dans un premier temps, on établit alors des estimations uniformes en £ pour
les solutions de (75). On note & présent u., F.,o. pour souligner la dépendance en € et on suppose

Sup Efljuc (O)[I + [lue(0)[15] < 00, p=1,2,... et illglffs(x,u; 2)| < f(@)(1 + |ul) M (2) on /ZM4(Z)u(dZ)

< ooet f € L>®(R%) N L2(R?). Alors on obtient les estimations suivantes :

Lemme 7.

1. pour tout p =2,4,6,...

sup sup E[||luc(t, )HZ] < 0. (85)
e 0<t<T
2. pour toutp=1,2,...
T
sup E[(e / IVue (4)][2d8)7] < o0 (36)
e>0 0

et

sup E( /O ! / / o2 (2, u. (s, 7); 2)dz p(dz) ds)?] < oo, (87)

e>0

3. Soit ® € C*(R) avec ®,®',®" ayant au moins une croissance polynomiale (® n’est pas
forcément convexe), alors

T
sup E[|e / / O (e (t, 2)) |V ot (1, )Pz dt]P] < o0 (88)
e>0 0 R4

p=1,2,...;7T >0.

4.3 Convergence de {u.(t,x): e > 0}

Dans le cadre déterministe, pour traiter la convergence d’équations aux dérivées partielles non linéaires,
on faisait appel & la théorie des mesures de Young, notamment dans la proposition 1 ot ’on cherchait
dans la pratique a démontrer que ’on avait affaire & une mesure de Dirac. Nous allons ici nous en inspirer.

On identifie u.(t,x) avec la fonction & valeurs dans I’espace des mesures aléatoires

ve(t, x, du) = 6,_(1,2)(du).
On note v, (t) = v (¢, dz, du) = v.(t, x, du)dx.
Soit Mg = M(R? x R) I’espace des mesures de Radon positives v sur R? x R telles que v(dz,R) = dx.
On dote alors My de la topologie 7q suivante : v, — v dans My si et seulement si < f,v,, >—< f,v >

pour tout f € Cy(R? x R) satisfaisant f(u,x) = 0 pour |x| > k pour k > 0. (Mo, Tp) est un espace
métrisable. En effet, on note pour v1,v5 € Mg

72 = {1 € MR xR xR? xR)| 7(dz, du; R x R) = vy (de, du); 7(R? x R; dy, dv) = vo(dy, dv)}. (89)
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+oo
=S 1 gu(n,12) o o . 2 2
On pose T(Vl,I/Q) = 2 Qjm ou qk(Vl,VQ) = lnf{ ‘Z|Sk,|ylgk(|ﬂ7 - y| + |U - 'U| A 1)

m(dx, du; dy, dv) : € TI""2},
(Mo, ) est alors un espace métrique séparable complet. v (¢) est a trajectoire continue dans C([0, 00); My)
C M([0,00); Mp) ott M([0,00); M) est 'espace des processus a valeurs dans My, Borel-mesurable dont

la topologie est donnée par la métrique suivante d(v1(.),v2(.)) = / e Y Ar(vi(t), va(t))dt.
0
(M([0,00); My),d) est un espace métrique séparable complet.

On suppose & présent les conditions 2 pour o et F (sauf d = 1) et E[[|uo[[5] < +00, p=1,2,....
On suppose également que o. et F. sont des approximations particuliéres de o et F' qui vérifient les
conditions requises au début de la partie 4.2 et que les erreurs dies aux approximations sont majorées
par € (& une constante multplicative prés). Alors on peut établir le résultat suivant :

Lemme 8.
Il existe un processus Fi-adapté vo(.) a trajectoires dans l'espace métrique (M ([0, 00); My),d) tel
que pourt > 0

lim E[r(v.(t),vo(t))] = 0. (90)

e—0t

Ceci implique que la suite de variables aléatoires {ve(.) : € > 0} & valeurs dans l'espace
métrique (M (]0,00); Mo),d) converge en probabilité vers vo(.). Ainsi, VO <t < -+ < tp,

lim (v (t),- .y ve(tm)) = (o(t1), - - -, o (tm) (91)

e—0t

en probabilité.

Remarque : On a précisé que v, (t) est a trajectoire continue dans C([0, 00); Mp). On pourrait alors se

demander si ’on ne peut établir lim+ Ve = Vg en probabilité comme variables aléatoires dans C([0, 00); M)
e—0

mais 'on n’arrive pas a le confirmer.

4.4 Applications de la compacité par compensation stochastique

Tout comme dans le cadre déterministe, on va chercher & établir que vy(¢, z, du) est une mesure (aléa-
toire) de Dirac, on pourra alors l'identifier & ug(t, ).
On suppose & présent d = 1. On pose u(t,z) = ||

wer U Yo(t, v du). Notre but est alors d’obtenir le
résultat suivant :

Lemme 9.
On a / F(uw)vo(t, z; du)dtde = F(u(t, z))dtdr presque sdrement.

€
De plus, si l’ensemble {r|F"(r) # 0} est dense dans R alors presque sdrement

vo(t, dx, du) = 65,5 (du)dz. (92)

On écrit & présent v, (dt, dz, du) = v.(t,dz, du)dt et v. est alors une mesure aléatoire sur [0, 00) x R xR,

Soit M = M([0,0) x R? x R) I’espace des mesures de Radon positives v sur [0, 00) x R? x R telles que
v(dt,dz,R) = dt x dz. On dote M d’une variante de la topologie faible comme suit : v, — v dans M, si
et seulement si < f,v, >—< f,v > pour tout f = f(t,z,u) € F C Cy([0,00 x R? x R) ol1 F est I’ensemble
des fonctions continues bornées & support compact en ¢, z,uniformément en u i.e. il existe C' = C tel que
satisfaisant f(t,z,u) = 0 dés que t + |z| > C' ,Vu € R. A nouveau, il existe une topologie métrisable sur
M qui coincide avec la notion de convergence des suites et fait de (M, 7) un espace métrisable séparable
complet.

Ainsi, {v. : € > 0} est une suite de variables aléatoires & valeurs dans M.

Soit (®, ¥) un couple entropie-flux d’entropie avec ®, ®’, " & croissance polynomiale, ®”, &’ bornées.
On définit l'intégrale d’It6

M. (t,z) = / & (u(r,z))oe(z, u(r,x); 2)W (dr, dz) (93)
[0,t]xZ

et
Pc(t, x) = (ue(t, x)) Ue(t,z) = VU(uc(t, x)) (94)
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Xe(t, ) = Xxea(t, ) + Xz (L, @) Oc(t, ) = 0-1 (¢, ) + 0z (95)

0t Xet = €02, D (ue(t, &) = £, (' (uc(t, ) Dyuc(t, 7))
et Xe2 = 8t (L, )

et 01 =5 [, " (uc(t, x))o? (x, ue(t, 2); 2) pu(dz)

et O = —a@”(us(t,x)ﬂ@ggug( )%

On précise le sens de xc 2 : M(t) = M.(t, z,w) est une fonction continue en ¢t pour z,w € § fixé. On
peut alors prendre la dérivée distribution en t 9, de M-.
D’apreés ce que 'on a établi précédemment, on a

0. (t,x,w) + 0, V. (t,z,w) = xc(t, z,w) + O (¢, z,w). (96)
On note que 0,0, sont & nouveau a comprendre en termes de dérivée de distribution.

Soit T' > 0, on note © = (0,T) x R. On prouve le résultat suivant :

Lemme 10.
" {0,®. +0,P. : £ > 0} est une suite de variables aléatoires & valeurs dans H;,(O) tendue.

Preuve du Lemme : On applique le lemme de Murat stochastique. Pour ce faire, il suffit alors de vérifier
les conditions d’utilisation du lemme.

D’apres Pestimation (85), {®. : ¢ > 0} et {¥. : ¢ > 0} sont des variables aléatoires a valeurs dans
LY (O) borné stochastiquement, 2 < p < 00. Le membre de gauche de (96) est donc borné stochastique-
ment dans W, ?(O).

De plus, d’aprés lestimation (87), {f-1 : € > 0} est borné stochastiquement dans L? (O) et donc
bornée stochastiquement comme variable aléatoires a valeurs dans M;,.(O) ( l'espace des mesures de
Radon signées sur chaque ouvert borné de O) muni de la norme en variation totale. De méme, d’aprés
Pestimation (88), {6.,2 : € > 0} est bornée stochastiquement (en norme de variation totale) dans M;,.(O).

Enfin, la variable aléatoire a valeurs dans H,__ ((9), Xe,1 converge en probabilité vers 0 d’apreés l’esti-
mation (86) et est donc tendue et on admettra que {x.2 : € > 0} est une suite de variables aléatoires a
valeurs dans H,,!(O) tendue.

On peut alors appliquer le lemme de Murat et {0;®. 40, U, : € > 0} est une suite de variables aléatoires
dans H;,!(0O) tendue. O

On va alors identifier vy(¢, 2, du) 4 une fonction. Pour f = f(u), on pose f = f(t,z) f cr f(Wro(t, x, du)
quand l’intégrale & un sens. En particulier, a(t, z) = fueR uvo(t, x, du).

Soit (®;,¥;), i = 1,2, deux choix de couples entropie-flux d’entropie avec ®; au moins & croissance
polynomiale, et ¥; également.
On peut alors établir le lemme de compacité par compensation stochastique suivant :

Lemme 11.
Pour toute fonction déterministe p € C°(O), on a

<P, U By — BTy > £ < 0, U3y — 7.0, > . (97)

Preuve du Lemme : Pour tout ¢ € C°((0,7) x R?), on a

lm [ o(t, 2)[ V1 (ue(t, ) Po(ue(t, 2)) — P1(uc(t, ) Pa(u.(t, x))|dxdt

e—0t

= lim olt,z) / [0 ()P (1) — B () Uo (w)]ve (¢, , du)dtda (98)
e=0% J(¢,2)€[0,T]xR? u
=<, Uidy — P10, >

d’aprés la propriété de convergence établie dans la partie 4.3.
De plus, on pose

G:(t,z) = (P1(uc(t,x)), U1(us(t,x))) et He(t,z) = (—P2(uc(t, x)), Pa(uc(t, x))).

On vérifie alors les conditions d’utilisation du théoréme 7 :

1. D’aprés la preuve du lemme 10, G. et H. sont bien stochastiquement bornées comme variables
aléatoires & valeurs dans L2.
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2. La propriété de convergence est vérifiée grace & la convergence de v..

_ ( 0 —(0r®2 + 0, ¥2)

3. V.G = 0,®1 + 0,¥; et V x H 8,05 + 0,05 0

> sont bien tendues dans

H-1

loc

Ainsi, d’apreés le théoréme 7,

(0) d’apres le lemme 10.

lim [ o(t, @)Wy (ue(t, ) @o (ua(t, ) — @1 (ua(t, @) Uolue(t, 2)|dedt £ < o, U785 — 8,03 > . (99)

e—=0t

D’oui la conclusion. O

On peut alors établir le résultat principal de cette partie, le lemme 9.
Preuve du Lemme : Soit ¢ une application deterministe telle que 0 < ¢ € C°(0O). On prend @4 (u) =
u, Uy (u) = F(u) et ®o(u) = F(u),¥a(u) = [ (F')(r)dr.

Alors d’apreés le lemme précédent,

<o F?—uly>% <o, (F)2—ul; > . (100)

De plus, pour t > 0, z € R, w € Q fixé, et u € R, par 'inégalité de Schwarz

u

(F(u) — F(u(t,z))* = (/(t )F( v)dv)? < (u— a(t, 2)) (V2 (u) — V(a(t, z))). (101)

On intégre alors 1’égalité du dessus par rapport a u contre vg(¢, x, du) et on obtient

F?2 4+ (F(a)? - 2FF(a) < u¥; — 4.9, (102)

En prenant l’espérance de (100) et (102), on obtient aprés réécriture

/gp(t,x)E[F — F(a))?dtdr <0, (103)
 étant arbitraire, alors presque stirement,
Fdtdx = (/ F(u)vy(t, z, du))dtde = (F(a(t,x)))dtde = F(u)dtdz. (104)
R

De plus,

Jet,x)(dtdr) [, [yer(F(u) = F(a(t, a;w)))vo(t, x, du; w)P(dw)
u)

(
= fap(t x)(dtdz)E[F? — (F(i) ] d’apres (104)

= [(t, z)(dtdz)E[u¥y — 0.Vs] d’aprés (100)
= [o(t,z)(dtdx) waQ werl(u —a(t, z;0)) (Vo (u) — Wa(u(t, z;w)))wo(t, z, du; w)P(dw).

Ainsi; presque sirement, (101) est une égalité pour tout u dans le support de la mesure aléatoire
vo(t, z, du).

Or d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, cela n’est vrai que si F” est constant sur [u,a] et d’apreés les
suppositions sur F', nécessairement l'intervalle est réduit au point @ presque stirement d’ou la conclusion.
O

Par estimation (85) et le lemme de Fatou, on a donc pour p = 2,4, ...

sup IE[// |ulPro(t, z, du)dz] < co. (105)

0<t<T

De plus, si 'on a I’égalité (92) alors

sup E[/QEL|ﬂ(t,z)|pdz] < 0. (106)

0<t<T
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4.5 Existence d’une solution entropique forte stochastique

On peut finalement établir ’existence de notre solution entropique forte stochastique.

On suppose que F.(r) = (F.1,...,F.4) est défini comme précédemment, ® € C?(R) est convexe et &
croissance au moins polynomiale. On définit U = (Vo 1,..., V. 4) avec Vi (r) = [ ' (s)(Fe k) (s)ds.
On réécrit (81) de la fagon suivante :

<P, v (t) > — < Pp,ve(s) > < / (P Vo)ve(r, z, du)dzdr
(s,t] xR4 xR

1
—&—f// (®" o2 Q)ve (1, z, du)dzdru(dz)
2 )z (s,t] xRE xR
—l—e/ (PAY)v(r, x, du)dxdr
(s,t] xRE xR
+/ < ®o.p,v.(r) > W(dr,dz) (107)
(s,t]xZ

ot Py = d(u)p(z).
Alors on obtient le résultat suivant par passage a la limite et aprés justifications :

Lemme 12.
Soit u(0),F,o satisfaisant les conditions du théoréme 2. Alors le processus Fi-adapté vo(t) a sa
trajectoire dans C([0,00), My) et satisfait

< Do, vp(t) > — < D, p(s) > < / (U.Vo)v(r, z, du)dzdr
(s,t] xR xR

1
+7// (®" %) (r, x, du)dzdrp(dz)
2 )z (s,t]xR4 xR

+/ < ®'op,vo(r) > W(dr,dz). (108)
(s,t]xZ

On vérifie alors que 'on obtient bien (27), (28) et (29) pour v = @. Or, on a établi que 'on a (106)
donc (27). De plus, d’aprés 'hypothése sur la majoration de o, (28) est vérifiée et enfin, I'inégalité (108)
associée a (92) nous donne bien (29).

Reste alors a prouver le point (3) de la définition. Soit @(t) = @(t, z) un processus arbitraire F-adapté
a valeurs dans LP(R?) avec

sup E[|a(t)[2] < oo VT >0,p=2,4,....
0<t<T

On veut établir :

Lemme 13.
Pour tout T > 0, il existe une fonction déterministe {A(s,t) : 0 <s <t < oo} telle que

Bl [ [ 80 - att)ate. o) 2)ele,)dady W dr, d2)
(s,t]xZ Jy Jzx
<Bl- [ ([ ) - ol ut)iz)
RIXRE JZx(s,t]
% o, i(r,a); 2)u(d2)dr)p(a, y)dady) + As,t)  (109)
avec la propriété suivante, pour toute suite de partitions 0 <ty <---<t, <T

lim > Altistizr) = 0. (110)
%

max; |t;4+1—t;| =0t
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Cette preuve repose sur des estimations. Pour tout a € C? telle que a,a’,a” € Cy(R) et pour tout
¢ € C(RY x R?), on note

N(a, ) (s, t;y,v / » Z/ Yo(z,a(r, x); 2)e(x, y)deW (dr, dz) (111)

ou0<s<t, (yv) € R x R et I’intégrale ci-dessus est une intégrale d’Ito6.

Pour tout s fixé, ceci est une martingale en ¢ > s.

On note que N(«, )(s,t;y,v) = 0 pour |y| > C ou C = C, constante dépendant seulement du support
de .

Alors on a le résultat suivant :

Lemme 14.
Supposons que o € C.(R), alors pour tout T > 0, p > 5, il existe a > 0, Cy > 0 telles que pour
tout § >0

E[sups tefo,77,|t—s|<s |V (o, ©) (5, t; ., )Hg] < 007, (112)

Supposons que o, a’ € C.(R) et p > 8, alors

E[Sups,te[O,T],ltszJHN(O" <p)(s, (299 )Hgo} < CQ’Q,W(SG' (113)

Soit 5 € C*(R) satisfaisant les conditions du lemme 1. Soit k = 1,2,...,d fixé et

Ty o(s,) = / / (N(B",0) (5,731 1 (1, ) (— By Fi (1)) drdy (114)

t
Coc(st) = [ [ (N8 o). e )y )y, (115)
Yy S
On admet le lemme suivant :

Lemme 15.
Soit A(s,t) = Ai(s,t) + Aa(s,t) o Ak(s,t) = lim>ionf E[|Tke(s,t)]], k=1,2.

Alors pour toute suite de partitions de [0,T], T >0, 0 <3 < -+ <ty

ZA t17t1+1

max; |t1+1 t;|—0+

On peut alors prouver le lemme 13.
Preuve du Lemme : Soit J, J5; définis dans la partie 1.3, on pose

Z.s(t) = fly|<c¢ L (N3 ) (s, t;y, uc(t,y) — v))Js(v)dvdy

= e LN(B'0) (s, t,0)) s (s (£,) — v)dudy. (116)

Z. 5 est une semi-martingale en ¢ > s.
On observe que |Z. 5(t)| < C,||IN(B',¢)(s,t;.,.)||s €t grace aux estimations, on peut alors appliquer
le théoréme de convergence dominée et on obtient ainsi

lim B(Z.5()] = B[ lim Zs(0)
e = (N, )6, 5wt )] (o

De méme, on prouve que

e—0t §—0+

lim lim E[Z. ()] = E[ / (N(8',9)(s, £y, ult,y))dy). (118)

Alors d’apreés la formule d’Ito, d(XY) = XdY + YdX +d < X,Y > et par intégration par parties par
rapport & v appliquées & (116),
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Z.5(t) = fy I, f:zs Js(ue(r,y) — 0)N(B', ) (s, 75y, v)drdydv

+ [, S, N (B 9) (5,759, 0) Js (e (t, y) — 0))
X (—divy F-(us(r,y))dr + eAyyus(r,y)dr + [ oo (y, us(r,y); 2) W (dr, dz))dy

+ Ly oz Ly N 0) (s, 739,0) 5 T (e (r,y) — v))dv) x o2 (y, ue(r,y); 2)u(dz)drdy
= Lo Jy Sz ULy B (@ 2) = 0) s (v = ue(r, y))dv)o (z, 4(r, 2); 2)(x, y)

X0 (Y, ue (1,y); 2)pu(dz)drdzdy.

(119)
AIOI"SEZE(;} = 55+I155—|—III55+IV55 ou

L= / / UN(B",0) (5,19, ) * Jo()} (e (ry ) (—divy Feue (r, ) drdy],

S

Il s = [/ {NB" @) (5,759, .) = J5()}Hue(r, ) (eAyyue (r, y))drdy],

115 = %E / L, )(s 13w ) T} e )2 (0, (0, 9); 2)p(d2)drdy),
(s,t]x
I‘/E76 - fr fy fs,t])(Z fvﬁ (T y))d )J(S(’U/E(T, y) - U))

x o(z,u(r,v); 2)oe(y, ue (1, y); 2)u(dz)(x, y)dvdydr].

Or ||3”(.)|leo < 00, donc par convergence dominée,

51—i>%1+ Ies = _E[/ //( ] Zﬁll(a(n 7) = uelr,u))dv)
x oz, u(r,x); 2)o:(y, ue (r, y); 2)u(dz)p(z, y)dzdydr]

De plus, d’aprés nos hypothéses, on peut également passer & la limite sur les € et on obtient :

i fg Ve =B [ 00—t
x oz, a(r,z); 2)o(y, u(r,y); 2)p(dz)e(z, y)dedydr]

On a également :

t
hmlnfhmlnf[]] s < C’]E/ IN(B”, ) (8,759, ) |leo(1 —|—/ lu(r, y)|2dy)dr] = As(s,t).

=0t ‘ylgcw

D’aprés le lemme 14 et la condition (27), pour toute partition de [0, 77,

Z AS tz, tz+1

Enfin, par le lemme 14 et le théoréme de convergence dominée,

maw,|tl+1 —t; —0+

Jixm, Les = E[/y /S(N(ﬂ”vw)(s,r;y,ua(n ) (=divy Fe(r,y)))drdy].

D’ou d’apreés le lemme 15, on a
lim inf hm I. s < Aq(s,t)

e—=01t §—0*

avec A; défini dans le lemme 15. On traite 11, 5 similairement. Finalement, on prend A(s,t) = A1 (s,t) +
As(s,t) + As(s,t) et on peut conclure. O
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Conclusion

Ainsi, nous avons finalement établi I’existence d’une solution entropique forte stochastique. On note
que la démarche effectuée ici a été d’adapter un type de solutions, dont le choix était judidicieux dans
le cadre détermininiste, au cadre stochastique. La question que ’on peut alors se poser est la suivante :
ce choix de solutions est-il également pertinent dans le cadre stochastique? En d’autres termes, peut-on
également espérer établir un résultat tel que 'unicité?

On peut également se demander dans quelles mesures le bruit influence notre systéme et s’il peut
apporter des propriétés qui ameélioreraient les théories d’existence. En effet, dans ce mémoire, notre
solution approchée est construite a I’aide d’équations du type

Opu(t, ) + divg F(u(t,x)) = / o(x,u(t,z); 2)0: W (t,dz) + eAgpu(t, ). (120)
z€Z
mais on pourrait faire le choix d’étudier des équations du type
Opu(t, ) + divy F(u(t, x)) = e / o(z,u(t,z); 2)O,W(t,dz) + eAgpu(t, ). (121)
z2€Z

avec « > 0 pour déterminer si le bruit nous apporte des informations supplémentaires.

Une question importante est alors de voir quel systéme on obtient & la limite. En effet, dans le cas déter-

1
ministe traité dans [1] si au lieu d’étudier 0, f. (x, v, t) + divy(a(z,v) fo(x,v,t)) = g[xug(z,t) (v) = fe(z,v,t)]

F 1
on étudie l,équation 8tf€(xa v, t) + divx((l(l‘, ’U)fa(l‘, v, t)) + gavfs(aﬂ v, t) = E[Xug(m,t) (U) - fE(xa v, t)]

alors la limite obtenue est modifiée. Au lieu d’obtenir dyu(z, t) + divy A(z, u) = 0 ot A(z,u) = / a(z,v)dv
0

u +oo
on a dwu(z,t) + divyB(z,u) = 0 ou B(z,u) = / / a(z,v + F(x)w)e” Y dwdv.
0o Jo
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