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séminaire BOURBAKI 531-01

31e année, 1978/79, n° 531 Février 1979

GEOMETRIE DES TISSUS

[d'aprés S. S. CHERN et P.A. GRIFFITHS]
par Arnaud BEAUVILLE

1. Historique

Soit U un ouvert de R® . un d-tissu sur U est défini par d feuilletages de
codimension 1 sur U , tel qu'en tout point x de U , les d feuilles passant
par x soient en position générale. Nous regarderons les tissus exclusivement d'un
point de vue local, et nous nous permettrons de rétrécir 1l'ouvert U autant que
nécessaire. Deux tissus sont dit équivalents s'ils sont transformés 1'un dans
l'autre par un difféomorphisme. On dit qu'un tissu est lindaire si ses feuilles
sont des (morceaux d') hyperplans, linéarisable s'il est équivalent & un tissu

linéaire.

2
A titre d'exemple, considérons les tissus dans R~ . Il est clair qu'un

1-tissu (resp. un 2-tissu) est équivalent au tissu des droites x = cte (resp.

x = ct® et y = ct® ). Le cas des 3-tissus est plus intéressant : sous quelle

condition ‘peut-on affirmer qu'un tel tissu est équivalent au tissu des droites
x=cte |, ¢y = cte, x + y = ct® 2 1a réponse, remarquablement élégante, a été

donnée par Thomsen en 1927 ; elle se résume pratiquement dans le dessin suivant :

2

Explicitons : on trace les trois feuilles passant par un point O de U ,
et on fixe un point A sur la feuille 1 , proche de O . Puis on se proméne le
long des feuilles du tissu, comme indiqué sur le dessin. Aprés un tour on se
retrouve sur la feuille 1, du c6té de A . On dit que le tissu est hexagonal si
tout hexagone assez petit se referme : il est clair que cette condition est inva-
riante par difféomorphisme, et qu'elle est vérifide lorsque le tissu est formé de

trois familles de droites paralléles. La réciproque constitue le théoréme de

Thomsen : tout 3-tissu hexagonal est lindarisable, et plus précisément équivalent

103




531-02

. . te
au tissu des droites x = ¢ y Yy = cte X+ y = cte .

D'autre part, un théoréme antérieur de Graf et Sauer (1924) décrit compléte-
ment les 3-tissus lindaires hexagonaux : un tel tissu est formé des tangentes a une

courbe de classe 3 dans le plan projectif. Voici le dessin dans le cas de la courbe

duale d'une courbe lisse de degré 3 :

Ces résultats trés frappants donnent une motivation & 1'étude approfondie des
tissus. Ce travail fut entrepris par Blaschke et ses éléves, & Hambourg, de 1927
4 1938 ; il n'en est résulté pas moins de 66 articles, sous le titre global "Topo-
logische Fragen der Differentialgeometrie". Parmi les auteurs, outre Blaschke et
Bol, on note les noms de Kihler, Zariski,... et Chern, dont la thése constitue le
numéro T60 . Le livre [1] donne un apergu de ces travaux, qui culminent avec 1l'ana-
logue en dimension 3 des deux théorémes précédents. C'est la notion de tissu de
rang maximal (cf. § 4, pour une définition précise) qui généralise celle de tissu

hexagonal ; voici les deux énoncés principaux :

THEOREME DE LINEARISATION.- Soit d un entier # 5 . En dimension 3 , tout d-

tissu de rang maximal est lindarisable.

THEOREME D'ALGEBRISATION.- Considérons un d-tissu linéaire de rang maximal dans

3 . . .
un ouvert de R . Alors les plans du tissu, considérés comme des points de 1'espace

projectif dual, appartiennent a une courbe algébrique de degré 4 .

L'étude des tissus a été reprise récemment par Chern et Griffiths, qui ont

généralisé en toute dimension (2 3) les théorémes précédents ([2]). Leurs résul-
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tats, que nous allons exposer maintenant, sont valables aussi bien pour les tissus
réels (feuilletages Cm) que complexes (feuilletages holomorphes). Les deux cas
étant intéressants, nous les traiterons ensemble sans les distinguer ; nous dési-
gnerons par U un ouvert de R® ou C" . Dans le cas réel (resp. complexe),

toutes les fonctions qui interviennent seront supposéesanalytiques réelles (resp.

complexes).

La référence constante pour cet exposé est l'article [2].

2. Le tissu associé i une courbe algébrique

. oz ) n .
Considérons un d-tissu dans un ouvert U de R (ou € ) ; ses feuilles sont

7

les hypersurfaces de niveau de d fonctions u1,...,ud . Une équation abélienne

est une équation de la forme 4 fi(ui) du, = O . Le nombre maximum d'équations
i i

abéliennes lindairement indépendantes (sur les constantes) est appelé le rang du

tissu ; il ne dépend pas du choix des fonctions u,
i

. i
En un point x de U , la forme w = dui est déterminée a une constante

prés ; elle définit donc un point mi(x) € P(T;) . Les points w1(x),...,wd(x)
sont appelés les normales du tissu en x .

Soit C une courbe algébrique de degré d dans Pn , non contenue dans un
hyperplan. On lui associe un d-tissu linéaire, défini dans un ouvert U de 1l'espace
projectif dual (Pn)* , de la fagon suivante. Un point & de U est un hyperplan de
P , qui coupe C en 4 points p1(§),..,pd(§), supposés distincts ; par dualité, ces

*
points correspondent & d hyperplans dans (Pn) passant par &, qui sont par défini-

tion les feuilles de notre tissu. L'espace P(Tg) s'identifie naturellement a
* 3\ s .
l'ensemble des droites de (Pn) passant par & , c'est-a-dire 4 l'espace projec-

* i *
tif dual Ev . Dans cette identification, les normales wl(g) € P(Tg correspon-

dent aux points pi(i) €€ .

Le théoréme d'Abel affirme que, pour toute 1-forme holomorphe w sur C

i

la somme

p,(8) pq(®)
I o+ o+ | w
P, P,

est indépendante de & . Sous forme différentielle, cela se traduit par 1'égalité :

n Z wp, () = 0
1

ou plus correctement z: p;w =0, p, : U—>C désignant la fonction E+—>» pi(g).
i
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Si l'on choisit un parameétre z, sur C au voisinage de pi(§) , la forme ®
s'écrit localement fi(zi)dzi i la fonction wu, = pIzi définit le i-iéme feuille-

tage du tissu, et le théoréme d'Abel fournit donc 1'équation abélienne

f.(u,)dui = 0 . Il est facile de voir qu'on obtient ainsi toutes les équations
- iti

i
abéliennes : le rang du tissu associé & C est donc égal au genre de C .

. d o . las .
Remarque.- Soit C( ) la d-iéme puissance symetrique de C , et soit P 1le plon-

(d)

gement de U dans C défini par P(E) = p1(§) L pd(ﬁ) . Une forme holo-

morphe ® sur C définit une 1-forme holomorphe ® sur C(d)

(a)

(par
5(}: pi) = 2; w(pi) ), et toute 1-forme sur C s'obtient ainsi. Ceci posé,

1'équation (1) exprime que P(U) est une sous-variété intégrale du systéme diffé-
(d)

rentiel sur C défini par les 1-formes holomorphes. Notons gue le tissu sur U

(@

associé & C est l'image réciproque par P du tissu sur défini par

t te
p, = ¢ e,...,pd = c . C'est ainsi que 1'étude des diviseurs et de 1'équivalence

lindaire sur C  apparalt étroitement lide & la géométrie différentielle de la

R d . . s Ry . ; -
variete C( ) , en particulier aux systémes différentiels et aux tissus définis sur

cette variété.

La méme construction s'applique a une variété V de dimension k > 1 ; elle
fournit une relation non triviale entre les O-cycles sur V d'une part, les tissus

(de codimension k , cf. § 11) et les systémes différentiels sur V(d)

d'autre part.
Cette méthode d'attaque des O-cycles semble trés prometteuse et donne une motivation

puissante pour 1'étude des tissus.

3. Le théoréme d'algébrisation

THEOREME 1.- Soit < un d-tissu lindaire de dimension n , admettant une équa-

d
tion abélienne E: fi(ui) dui = 0 avec fi(ui) # O pour tout i . Alors € est
i=1

le tissu associé & une courbe algébrique de degré d dans @ .

Par dualité, cet énoncé équivaut au théoréme plus ou moins classique suivant.

THEOREME 2 (réciproque du théor&me d'Abel).- Soient Cqr-+-sCy des arcs analytiques

d
dans VPn , et soit ®, une forme holomorphe sur Ci (1 £1i<4d) . On suppose

qu'il existe un hyperplan Lo dans ®" , rencontrant chaque Ci en un seul point,

tel que 1'équation
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(2) 2 w(L.c)-o
i 1 1

soit satisfaite pour tout hyperplan L C " assez voisin de L0 . Il existe alors

une courbe algébrique C cp” , de degré d , et une forme holomorphe ®w sur C telle

1

[adife} t = 1<isd4d.

que Ci et w c. wi pour i
i

Ce résultat remonte a Sophus Lie (pour le cas particulier des quartiques pla-

nes) ; 1'énoncé donné ici semble df & Wirtinger. Il a été généralisé par Griffiths

au cas ou les Ci sont des morceaux de variétés de dimension r , les . des

i
r~formes et Lo un sous-espace projectif de codimension r ([4]).

Démonstration du théoréme 2 (d'aprés [4]). On se raméne facilement, par un argument

de projection, au cas n = 2 . L'idée est de chercher une 2-forme rationnelle

p(x,y)axAdy

. 2 c re 2 . . £
Q= ———E?;—§;——— sur P , dont la variete polaire soit C , et dont le résidu
, ===
[ p(x,y)dx SN
de Poincaré Resc 0= £ soit e€égal a ® . Supposons qu'une telle forme
y

existe et considérons la correspondance d'incidence

1ce? x (P)* 1={(x,1),x¢1} ;:

2 ’ 2
soit T 1la projection de I sur P . Prenons des coordonneées (x,y) dans P ,

(a,b) dans (92)* , de fagon que le point (a,b) corresponde i la droite

L(a,b) : x = ay + b dans Pz . On notera Pi(a,b) = (xi(a,b) ,yi(a,b)) le point
L(a,b).C, .
i

* .
Localement sur I , la forme ™ s'derit :

h(y,a,b)(yda + db)Ady

Til_ (y- Yi(a,b))

On détermine la fonction h par la formule d'interpolation de Lagrange et un

™0 =

peu de calcul des résidus :

h(y,a,b (a b) w,
___(y arb) = 2: avec P, (a,b) = Res _ .
i * Py

|l (v-vy.(a,b)) y - y,(a,b) x-ay-b
i 1

Il y a donc un seul candidat possible pour 0 , & savoir la forme

Z (yda + db) Ady K
p (a,b) _______TE_ET_ . On va maintenant repartir dans l'autre sens et

2

montrer que la forme @ , définie par la formule précédente, provient de P° . Il

La courbe C n'étant pas nécessairement lisse, "holomorphe" est & prendre avec
un grain de sel (cf. [4]). D'autre part, il s'agit 1la d'un énoncé complexe ; le
résultat réel correspondant s'en déduit immédiatement par prolongement analytique.
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est clair que cela a lieu si et seulement si 4% = 0 (prendre x , y et a comme
coordonnées sur I ). Or un calcul un peu long mais sans difficultés montre que cette

2

condition est équivalente & 1'équation (2).
On a donc & = Q , la forme Q étant une 2-forme méromorphe définie dans
2
un ouvert de P contenant la droite Lo . Un argument du type Levi-Hartogs permet

de montrer qu'une telle forme s'étend en une 2-forme rationnelle 5 sur Pz ; il

i

’ . . ~ .
est alors immédiat que la courbe polaire C de Q contient les Ci , et que la

1-forme ResC 1 induit mi sur chaque Ci .

4. Enoncé du théoréme de lindarisation

Dans sa thése, Chern démontre que le rang d'un d-tissu en dimension n est majoré
par l'entier

d-1
n=-1

md,n) = m(d - 1 - %(m4-1)(n- 1)) avec m = partie entiére de

=(d-n)+(d-2n+1)+(d=-3n+2) + ...

(la somme ne faisant intervenir que les termes positifs).

Le nombre T(d,n) n'est pas un inconnu des géométres algébristes : ilzest
égal i la borne supérieure du genre des courbes de degré d dans P , non conte-
nues dans un hyperplan. Cette majoration remarquable du genre d'une courbe a été’
obtenue en 1889 par Castelnuovo, en méme temps que des résultats treés précis sur les

courbes de genre maximal : ces courbes, appelées courbes extrémales ou courbes de

Castelnuovo, jouent un grand r&le dans la démonstration de Chern-Griffiths. Préci-
sons d'ailleurs que la démonstration de Chern, bien gqu'elle soit & base de géomé-
trie différentielle, présente une grande analogie avec celle de Castelnuovo ; cette

analogie va nous poursuivre dans la suite de cet exposé.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme principal de Chern-Griffiths.

THEOREME 3.- Soient d , n deux entiers, avec n 2 3 , tels que 4SS n+1 ou

d 2 2n . En dimension n , tout d-tissu de rang égal a T(d,n) est lindarisable.

Nous allons voir que les restrictions sur d sont nécessaires.

5. Le cas d £ 2n
Pour d € n. tout d-tissu est égquivalent au tissu des hyperplans
te te

x, =c reees Xy = : il est lindarisable et de rang zéro.

pour d =n+1, ona md,n) =1 ; 1l'équation abélienne E: f (u.)du. = O
i i1 i
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s'écrit aussi jz:dvi =0 , avec v, = If(u_)du_ . Par conséquent, un (n+ 1)-tissu de
i i i n
’ . . te te te
rang un est équivalent au tissu v1 = c reoor vn =c , v, =C .
h 1
i=1

Pour n+ 1< d<2n,ona Td,n) =d-n ; il est trés facile de construire

des tissus de rang maximal. Considérons en effet le systéme d'équations :

u, = X, (1< 1i<n)

1 1
=%, + ...+

un+1 x ®

(3)

= ees +

n+2 Uy, 10%4) Us,nt%y)
= ool +

Yy = Vg, 10%9) Ugen,n*n)

ol les fonctions U, ., sont arbitraires - avec cette réserve que certains détermi-
i, 3

nants jacobiens des U, . soient non nuls, de fagon qu'on ait bien les équations
1,3

d'un tissu. Ces équations sont ici normalisées, dans ce sens qu'il n'existe pas
d'autre systéme de coordonnées sur U dans lequel le tissu ait des équations de

la forme (3).

Un tel tissu est de rang (d-n) . S'il est linéarisable, il est équivalent

d'aprés le théoréme d'algébrisation au tissu associé a une courbe de degré d

dans P . Une telle courbe ne dépend que d'un nombre fini de parambtres (variétd

de Chow) ; il en résulte que pour un choix générique des fonctions A j
’
équations (3) définissent un tissu non linéarisable de rang maximal.

, les

Le cas d = 2n est beaucoup plus intéressant. Il fait intervenir une cons-

truction qui sera fondamentale pour la suite, 1l'application de Poincaré associée &

un tissu.

Considérons un tissu de rang r et ses équations abéliennes :

(4) E: f}(u,)du, =0 A=1,...,r .
T 1 i

1 r r=1
Posons Zi(x) = [fi(ui(x)) PR fi(ui(x))] € P (nous supposons ici que les
r . . .
fonctions f; teoey fi ne sont pas toutes identiquement nulles, ce qui est certai=-
nement le cas si r = m(d,n) ).

Le point Zi(x) est bien défini par le tissu. Les équations abéliennes (4) se

réécrivent

du,
(5) > 502, (x) =0 @=1,....n
i X 1
o

de sorte que les points Zi(x) , pour 1 =< i < d , engendrent un espace projectif

de dimension £ d -n - 1. Une conséquence importante de la démonstration de
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1'inégalité r < m(d,n) est le résultat suivant pour les tissus de rang maximal :

d-n-1
(6) Les points Zi(x) engendrent un espace P o (x) de dimension (d-n-1) .

L'application de Poincaré du tissu est l'application F de U dans la grass-

, -n-1
mannienne des (d-n- 1)-plans de Pn définie par F(x) = Pd n (x) .

Revenons au cas d = 2n .

PROPOSITION 1.- En dimension n , tout (2n)-tissu de rang maximal est linéarisable.

Démonstration. L'application de Poincaré F est dans ce cas une application de U

te

n)* . Elle transforme la feuille u, =c¢ en l'hyperplan de (Pn)* corres-

dans ([P
pondant au point Z, € P” . De plus les hypothdses de position générale entrafnent
que F est étale ; ainsi F est localement un difféomorphisme qui transforme les

feuilles du tissu en hyperplans.

6. Le cas général : idée de la démonstration

Nous attaquons maintenant le cas d > 2n , c'est-a-dire la démonstration proprement
dite. Celle-ci est d'une difficulté technique considérable, et il n'est pas ques-
tion d'en exposer ici les détails ; je voudrais essayer de donner au moins un

apercu de la géométrie trés riche qui sous-tend cette démonstration.

Bien que les courbes extrémales n'apparaissent pas dans 1'énoncé, elles
reviennent en force dans la démonstration. Le modéle qu'on a en téte est en effet

le tissu associé 3 une telle courbe. L'idée est de

1°) Mettre en évidence le maximum de propriétés (du type géométrie différen-
tielle projective) de ces courbes extrémales ;

2°) Enoncer ces propriétés en termes du tissu associé, de sorte qu'elles
gardent un sens pour tout tissu de rang maximal ;

3°) Les démontrer dans ce cadre plus général.

4°) Quelles sont les propriétés que nous avons en vue ? Il s'agit de munir U

d'une "géométrie des chemins" (ou, de maniére équivalente, d'une connexion projec-

Eizg) pour laquelle les hypersurfaces du tissu soient totalement géodésiques.

5°) Il ne restera plus qu'a démontrer que la géométrie des chemins construite
sur U est plate. Cela entrainera, pratiquement par définition, que dans un systéme
de coordonndes convenable les hypersurfaces totalement géodésiques sont des hyper-—

plans, ouf !
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7. Les courbes extrémales

Ce sont les courbes lisses de degré d dans Pn , non contenues dans un hyperplan,
dont le genre est égal & T(d,n) . Dans ce qui suit, nous supposons de plus

d>2n (pour d< 2n , les courbes extrémales n'ont pas de propriétés particulid-
res ; pour d = 2n , ce sont les courbes canoniques).

DY

Le résultat suivant, essentiel, est dli & Castelnuovo :

PROPOSITION A.- Soit C une courbe extrémale dans Pn , avec deg(C) > 2n . Alors

C est contenue dans une surface S de degré (n-1) . En particulier, les points

. . n-1 - .
d'intersection de C avec un hyperplan P sont contenus dans une courbe ration-
-1

.

nelle normale de degré (n-1) dans B~

‘ . 1
[Rappelons qu'une courbe rationnelle normale de degré k est l'image de ®

par le plongement dans X associé au systéme linéaire ’0‘1(k)| ]
P

Outre le plongement donné, nous considérerons le plongement canonique

-1 . \
ns:C—> Pg , defini par les formes holomorphes.

. . . -1
PROPOSITION B.- L'application canonique # ; C —> Pg se prolonge en un plonge=

ment de S dans 9" , encore noté % . Si & est un hyperplan dans P , la

courbe intersection &.S est transformée par % en une courbe E§ + qui est une

courbe rationnelle normale de degré (d-n-1) dans l'espace projectif Pd_n—1(§)

qu'elle engendre.

On a en effet une suite exacte :
o —> @/S(K) — es(K+C) —> wc —> 0

ol K désigne la classe canonique de la surface S . La surface § &tant ration-
nelle, on en déduit que la restriction & C induit un isomorphisme de

HO(S, Oé(K4-C)) sur HO(C, wc) ; cela signifie que l'application rationnelle #«

-1 ST \ I X .
de S dans P9 définie par le systéme linéaire |K-+C| induit sur C 1le plon-
gement canonique. Comme C varie dans un systéme linéaire suffisamment grand, on en

conclut que % est un plongement.

Notons H 1la courbe €.S ; on a :

deg(Eg)

H.(K + C)

= -2-H2+H.C=d—n—1.

D'autre part, si on note E.C = p1(§) + ...+ pd(g) , il résulte de Riemann-

-n-1
Roch que les points K(pi(g)) engendrent un espace projectif Pd n (€) de dimen-
sion (d-n-1) . Ceci entraine que E§ est une courbe rationnelle normale dans
d-n-1

P (8) .

1"
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PROPOSITION C.- Scient & , &' deux hyperplans de Pn , @ leur intersection. Les

courbes EE et Eg, se coupent en (n - 1) points ; les images de ces points par

. . n-2
# engendrent un espace projectif de dimension (n = 2) , noté P (6) , et on a

d-n-1

-n-1
P € ned™

n-2

(') =P “(9) .

[I1 faut interpréter un peu cet énoncé lorsque les (n=-1) points ne sont

pas tous distincts,]

Démonstration. On a Eg'Eg- = H(0.S) , de sorte que cette intersection est composée

de (n=-1) points. Ces points étant situés sur une courbe rationnelle normale de
. s s =2 .
degreé 2= n sont en position générale, et le Pn qu'ils engendrent est contenu
d-n-1 d-n-
P (&) Np

1'espace engendré par

1 ¢ co s s R
dans (§') . Pour prouver l'égalité, il suffit de savoir que

~n-1 d~n-1
pd™ (E) et P n (E') est de dimension 2 2d - 3n .

Or cet espace contient les points n(pi(g)) et %(pj(g')) ; sa dimension est donc

au moins égale & g - 1 - h°(k - 26.c) = 24 - h°(2§.c) par Riemann-Roch. Mais il
résulte de la démonstration de la majoration g < m(d,n) qu'on a h°(2€.c) = 3n ,

d'ol la proposition.

PROPOSITION D.- Soient & wun hyperplan dans p", p un point de (g.s) . Alors

1'hyperplan dans ()" correspondant &% p est l'ensemble des E' € (®™*  tels

que w(p) € e3P g |

. , , n .
Démonstration. Soient &' wun autre hyperplan dans P , et soit @ = § 0N &' |
Puisque E§ est une courbe rationnelle normale, l'ensemble

-n- -2 . L
E§ npd™ 1(§') = E§ NP “(0) contient au plus (n - 1) points ; il se réduit

donc aux (n-1) points de EE'EE' . On a les équivalences :

PEE &> mp) B, & Hp e pd e

d'ou le résultat.

8. Enoncé en termes de tissus des propriétés A 3 D

Pour traduire ces propriétés en termes de tissus, reprenons la construction de

l'application de Poincaré (§ 5). Si les équations abéliennes s'écrivent

A
Z: f,(u)du, =0 (A=1,...,r) , nous avons vu que les points
i

1 -1 7 .z
Zi(x) = [fi(ui(x)),..., fi(ui(x))] € Pr sont bien déterminés par le tissu.

L . : r-1 . s
Lorsque celui-ci est associé a une courbe algébrique, notre P s'identifie a

1'espace canonique Pg_1 et il résulte aussitdét du § 2 qu'on a Zi(g) = K(pi(g)) .
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On a ainsi, entre la géométrie des courbes extrémales et celle d'un tissu

quelconque, le dictionnaire suivant :

Tissu quelcondgue : Tissu associé & une courbe extrémale
ccp’
X €U Ecu < @)
Normales w (x) € P(T;) pi(g) ¢ gce”
r-1 -1
z,(x) € P (p, (8)) € @7

Un moment de réflexion permet de se convaincre que le tissu associé A une courbe
extrémale satisfait aux propriétds suivantes, qui traduisent les propositions A i

Ddu§ 7 :
A. Il existe un champ de courbes rationnelles gauches Dx c P(T:) (x € U)
tel que les normales wl(x) appartiennent a Dx pour tout x € U .

B. Les points Z,(x) appartiennent a une courbe rationnelle normale
i

-n-1 -1 ) ~
Ex < Pd n (x) C pr . Il existe une homographie hx H Dx —_—> Ex telle que

h (mi(x)) =Z,(x) pour 1=<i<gd.
x i

- *
C. Soit O ¢ P(TX) . L'hyperplan correspondant " 2(0) C:p(TX) rencontre

D en (n-1) points ; les points correspondants sur Ex engendrent un espace

X
-2 . d-n-1 X d-n-1 . 2 -2 :
e (x,9) € p o (x) . Un point Z de P n (x) appartient a p" (x,9) si et
X : i s A, -n-1 .
seulement s'il appartient au plan infiniment voisin de Pd n (x) dans la direc-
. Cas -n-1 . - fes o s
tion ©O 1. La condition " Pd n (x(t)) contient Pn 2(x,O) " définit un che-

min x(t) dans U passant par x et tangent a © en x .

[pans le cas ol nous sommes, le chemin x(t) n'est autre que la droite dans

U correspondant au pinceau d'hyperplans contenant © .]

; 2
D. Les feuilles du tissu font partie d'une famille de ®°  hypersurfaces

dont les normales en x appartiennent & D_ . Si w € Dx , l'hypersurface passant

X
-n=-1
par x de normale ® est l'ensemble des x' € U tels que hx(m) € Pd n (x') .

sk d-n~-1 . s ’
Cette condition, que nous noterons 2 € P (x+€0), doit s'interpréter comme

suit : si 1l'on choisit une courbe t +—> x(t) dans U telle que x(0) =x ,
r~1

x'(0) = 0 et une courbe tr—> 2Z(t) dans P telle que 2(0) =2 ,
-n-1 -n-
Z(t) € Pd n (x(t)) , la condition 2 € Pd n 1(x+~e° ) signifie que la courbe Z(t)
N d-n-1 P SN N
est tangente a P n (x) en Z (on vérifie immédiatement que cette derniere

condition est indépendante du choix des courbes x(t) et 2Z(t) .
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9. Démonstration des propriétés A & D

Nous ntutiliserons que deux propriétés des tissus de rang maximal, qui résultent de

la démonstration de 1'inégalité r S m(d,n) :

-n-1
(6) Les points Zi(x) engendrent 1'espace Pd n (x)

i

(7) Les points Zi(x) et Zi(x) engendrent un espace de dimension (2d - 3n)

Démonstration de A. Les éguations abéliennes peuvent s'écrire
Bui
(5) — 3% Z,(x) =0, a=1,...,n .
i ox, i

D'aprés (6), ces relations sont les seules relations lindaires indépendantes entre

les Zi . En les dérivant, on obtient :

du, 3du 2%
(8) za—l stzo+ L stz = o
i Xa XB 1 i xa B 1

Les relations (5) et (8) fournissent %n(n + 3) relations linéaires entre les Zi
1
et les Zé . Compte tenu de (7), il doit y avoir 5(n-—1)(n-—2) relations entre ces

of

relations. Autrement dit, il existe des coefficients kk et m{ tels que l'on

ait : of du. du. .
(9) E k)\ BT]-# = 0 , )\=1,...,E(n—1)(n—2)
a,B a B
2
9 u ou

E of i E Y i .
(10) k = m ’ idem.

pour A Bxa BxB y A BxY

Les équations (9) expriment que le point wl(x) se trouve sur la quadrique

o ‘s oo .
E: ka Xa XB = O . On termine avec un lemme de geéometrie algebrique classique :

. s ¢ n-1
Lemme 1.- Soient PyreesrPy des points en position générale dans P , avec

N > 2n ; on suppose que Pqs+-+spy SONt contenus dans un systéme linéaire de

quadriques V de codimension < 2n . Alors PyreserPyg appartiennent a4 une courbe

rationnelle normale unique, qui est 1l'intersection des quadriques de V

Remarquons que nous n'avons pas utilisé ici les équations (10) ; elles joue-

ront cependant un r8le important dans la démonstration (cf. § 10).

Démonstration de B. Prenons comme coordonnées x, = u, (1< i <n) . La courbe
i i

Dx < P(T;) passe alors par les points [1,0,...,0]},...,[0,...,0,1] , de sorte

qu'elle admet une équation paramétrique de la forme

Xa = aa/ (t-ba) (¢ = 1,...,n) ou a, ba sont des fonctions de x

Puisque wl(x) € DX , i1 existe des scalaires pi et ti tels que
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du,

i
[ a - < < i
(11) 3 p. d/ (t, b ) pour 1 os<n, 1 i<ad

avec t, = b, pour i <n .
i i

Les équations abéliennes (5), qui s'écrivent maintenant

e
Y
+ — = =
ZQ(X) 3= Zs(x) o, o 1,...,n
s=n+1 o

montrent que les points Zn+1(x),...,Zd(x) forment un repére projectif de

d-n-1

e (x) ; le point Za(x) (1 < @ < n) a pour coordonnées homogénes dans ce
3un+1 du
repere [ 3 eees §;~] , soit en utilisant (11) :
*o
Za(x) = [pn+1/ (tn+1 - ba) reses Od/ (td - bq)] .

Ceci prouve que les points Zi(x) (1 € i < d) appartiennent a la courbe ration-

d-n-1 < . Lo
nelle normale EX cp®™ (x) d'équation parameétrique :

bW [P/ (b=t ) e, Py/ (b=t )] .

n+1
En associant au point de paramétre t sur Dx le point de paramétre b

i
sur EX , on obtient une homographie qui fait correspondre ® (x) et Zi(x) B

d'ou le résultat.

’ . d-n-1
Démonstration de C. On peut supposer que Zn+1(x),...,zd(x) engendrent P (x) .

Compte tenu de (7), il y a alors exactement (n- 1) relations lindaires indépendan-

tes entre les points Zs(x) et Z;(x) (n+1% s <d), qui peuvent s'écrire :

d
d-n-1
> A zZx)=0 modulo P N (x) , p=1,...n-1.
uws s
s=n+1
Soit 2z un point de P " V(x) , a donné (p ) dans le
O. un poi x) , de coordonnees ps nl1<s<ad
\ -n-1 , X
repere Zs(x) . La condition 2 € Pd n (x + €0) se traduit par l'équation :
] o =
Zps Zs(x) (dus, ) o .

D'aprés ce qui précéde, cela entrafne 1l'existence de coefficients ¢

(1< u<n-1) tels que

n-1
(12) p {(au_,o) = 2: c A pour n+ 1< gss4d.
s s b=1 b us

Il en résulte que le point 2 décrit un sous-espace de dimension (n-2) . Le fait
que cet espace est engendré par hx(G.Dx) est une conséquence immédiate du lemme

suivant :

Lemme 2.- Soit w € D_ . ona f{h (m} = m P2 (x,0) .
x {w,9)=0
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. . X d-n-1 .
Démonstration du lemme. Disons qu'un point Z € P n (x) est un point nodal s'il

. -2
existe W € P(T;) tel que Z ¢ ;Pn (x,0) pour tout © tel que (w,ﬁ) = 0 . Le

. . i 1
point Zi(x) est un point nodal pour ml(x) € P(T;) . En posant ps = - — et

Ps

o p . P
(qu_,0) = E: u 9" , les équations (12) se réécrivent
s o s
o
13 u g + A = = +1,...,4 .
(13) %sa Z}T—Cuusps 0O, s=n+1,...,

La condition pour que 2 soit un point nodal est que ce systéme, considéré
. . . o .
comme un systéme linéaire en les variables © et ¢ , admette (n-1) solutions

linéairement indépendantes ; ce qui se traduit par les équations :

(14) . . .

[
o

Ces équations sont linéaires en (ps) , et les hypothéses de position générale
entrafnent que l'espace des solutions est de dimension < 1 ; il est en fait de
dimension 1 puisque les points Zi(x) sont nodaux. Les solutions s'expriment

donc par
1

= -t - d'ou = ——
P s as ou pS O’St+BS

s

Ceci prouve que l'ensemble des points nodaux est une courbe rationnelle gauche
d-n-1 J . , .
E; cp n (x) . On deduit de plus des équations (14) que les coordonndes du pointw
sont des formes homogénes de degré (n-1) en (ps) :lorsque 2z décrit E; , le point

®w décrit donc une courbe rationnelle normale D; < P(T;) . Mais alors le fait que

le point nodal pour wl(x) soit Zi(x) entrafine qu'on a Ex = E; ' Dx = D; ’

et que le point nodal pour w € Dx est hx(w) , d'ou le lemme.

Pour terminer de prouver C, il resterait i montrer que la condition
d-n=-1
[

-2 . . . N
(x(t)) contient Pn (x,6) " définit un chemin 4U(t) dans U , tangent a
O en x . Ce point (essentiel) sera discuté au paragraphe suivant ; admettons-le

provisoirement.

. . . -2
Démonstration de D. Soient ® € D 2" (w) 1'hyperplan correspondant dans P(Tx) .
La réunion des chemins x;(t) que nous venons de définir, pour © € Pn-z(m) ,
définit au voisinage de x une hypersurface Hm de normale @ en x . D'aprés le

. RN d-n-1
lemme 2, un point x' de Hm satisfait a hx(w) € P (x') . Inversement, cette
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équation définit au plus une hypersurface, donc définit docalement Hy v d'ou le

résultat.

Notons que tout chemin x,(t) qui est tangent a Hm en un point x' est

nécessairement contenu dans Hw .

10. Fin de la démonstration

Une géométrie des chemins sur U est un systéme de courbes défini localement par

les équations :

o @ A, L o N .
(15) TSy Ty & YT ST D Fiﬂ My B
A Aop
(le point désigne la dérivation par rapport au paramétre).
On dit que la géométrie est plate si on a F;u = 0 dans un systéme de coor-

données convenables ; les chemins sont alors les droites dans ce systéme de coordon-

7
nees.

Les équations (15) sont bien connues en géométrie riemannienne, ol elles four-

nissent 1l'éguation des géodésiques sans paramétre privilégié. Une connexion projec-

tive au sens d'E. Cartan définit également une géométrie des chemins ; inversement

une telle\géométrie provient toujours d'une connexion projective.

n

X . e -2 d-n-1 A
Revenons a notre situation. La condition Pn (x,9) Cp (x(t)) signifie

-2 A X .
que le plan Pn (x(t) , x'(t)) doit étre fixe le long de la courbe x(t) , ce qui

se traduit par 1l'équation
-2 -2
(16) S @), ke c B ey xt (e

Cette équation correspond & un systéme surdéterminé d'équations différen-
tielles du 2&me ordre, et le point crucial de la démonstration de Chern-Griffiths

est 1'énoncé suivant :

L'équation (16) définit une géométrie des chemins sur U .

La démonstration occupe 15 pages de calculs extrémement denses, qu'il n'est
pas question d'exposer ici. On va se contenter de quelques remarques sur la philo-

sophie de cette démonstration.

Pour expliciter 1l'équation (16), il faut pouvoir dériver un repére mobile de
Pn_z(x(t), x'(t)) , donc disposer d'une connexion sur U , aussi adaptée que possi-
ble & la situation. Or l'existence d'un champ de courbes rationnelles gauches dans
P(T;) est éguivalente 3 la donnéde d'une G-structure, c'est-a-dire d'une réduction

du groupe structural du fibré tangent & G , ou G est l'image de GL(2) dans
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GL(n) par la représentation bien connue. Pour n = 3 , il existe une connexion
sans torsion a valeurs dans l'algébre de Lie § de G : en effet la G-structure

est dans ce cas une structure conforme (pseudo-riemannienne), et le résultat est

bien connu. Ce fait simplifie considérablement la démonstration dans le cas n = 3 A

considéré par Blaschke-Bol.

Malheureusement, pour n 2 4 , une telle connexion n'existe pas a priori. Deux
faits viennent en partie compenser cette absence : l'existence d'un grand nombre de
sections du champ de courbes rationnelles gauches (les wl(x) ), et les "équations
harmoniques" (10). Chern et Griffiths montrent qu'il existe des connexions sans
torsion adaptées & ces équations ; cela leur permet, apres un long calcul, de prou-

ver que l'équation (16) définit une géométrie des chemins sur U .

I1 résulte alors de la propriété D que les hypersurfaces Hw sont totalement
géodésiques pour la géométrie des chemins ; la démonstration se termine avec le

résultat de géométrie différentielle suivant, que nous ne ferons qu'énoncer :

PROPOSITION 2.- Soit U wune variété de dimension = 3 , munie d'une géométrie des

chemins et d'un champ de courbes rationnelles gauches Dx c P(T;) , tels que pour

tout w € DX il existe une hypersurface totalement géodésique de normale ® en x .

Alors la géométrie des chemins sur U est plate.

11, Tissus de codimension > 1

Nous n'avons traité dans cet exposé que les tissus d'hypersurfaces ; on définit de
maniére évidente les tissus de codimension k . De méme que 1'étude des tissus de
codimension un est 1lide & la géométrie des courbes algébriques, celle des tissus de
codimension k fait intervenir des variétés algébriques de dimension k ; celles-
ci sont bien sir beaucoup moins connues que les courbes, ce qui rend la théorie de
ces tissus difficile, mais aussi trés intéressante pour la géométrie algébrique

(cf. § 2, remarque).

Le rang d'un tel tissu se définit comme en codimension un. Chern et Griffiths
ont obtenu une majoration pour ce rang, ainsi que l'analogue des propriétés A et B

pour les tissus de rang maximal ([3]). Les variétés extrémales de dimension k ,

qui généralisent les courbes extrémales, ont des propriétés géométriques tout & fait
semblables : en particulier, elles sont contenues dans une variété de dimension

k+ 1 et de degré minimal ([5]).
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