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I n t r o d u c t i o n  

Nous discutons dans cet expos6 deux conjectures liees au probl&me de 

Schottky, dues ~ Van Geemen et Van der Geer [7] et pr~cis~es par Donagi [6]. Ces 

auteurs proposent de caracter iser  les jacobiennes (parmi toutes les var ietes 

abeliennes) en termes de l'espace des fonctions th~ta d'ordre 2. Nous ~nonqons 

ces conjectures au §1; dans le $2 (inspir& de [6]), nous discutons leur relat ion 

avec d'autres approches du probl~me de Schottky. Au $3, nous trai tons, dans le 

sty le de [4], quelques exemples o0 les calculs peuvent ~tre fa i ts  expl ici tement. 

Enfin au $4, nous prouvons la conjecture 2 et une version a f fa ib l ie  de la 

conjecture 1 pour une vari~t~ ab61ienne principalement potarisee g~nerique, 

1. Enonc6 des conjectures 

Soit A une var i6t~ ab~lienne complexe, et ~ une polar isat ion principale 

sur A. Par def in i t ion,  ~ est la classe dans H2(A,7/) d'un d iv iseur  ample E), 

ve r i f i an t  dim F(A,(~A(E))) = 1. Le d iv iseur  E) est uniquement d~termin~ 

t ranslat ion pr~s. On peut de plus lui imposer d'etre sym~tr ique ( c ' e s t - ~ - d i r e  

stable par l ' involut ion a~-~-a),  ce que nous ferbns systematiquement dans la 

suite; il est d~s lors bien d~termine a translat ion pros par un point d'ordre 2 de 

A. En vertu du theor~me du carrY, le faisceau ~IA(2(~) est alors ind~pendant du 

choix de @ : il est canoniquement associe ~ la vari&t& ab&lienne principalement 

polaris~e (A,~). I1 en est de m~me de l'espace F:F(A,(~A(2@)) de ses sections 

globales, ainsi que du systeme lin~aire 12OI. Nous ident i f ierons F a I'espace des 

fonctions th~ta du second ordre sur le rev~tement universel de A. 

Les ~lements de I- sont symetriques; cela entraine que la mu l t ip l i c i t6  en 
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0 d'un te l  ~ l~ment  est paire. Nous noterons F o l 'hyperplan de I- form~ des 

sect ions s 'annulant avec m u l t i p l i c i t ~  1>2, et I-oo le sous-espace des sect ions qui 

s 'annulent  avec m u l t i p l i c i t ~  >_,4. Nous d~signerons pfir IOl o et IOloo les sous-  

espaces p r o j e c t i f s  correspondants de IOl, Enfin, so i t  V(Foo) le l ieu de base du 

syst~me l inea i re  12®loo, c ' e s t - ~ - d i r e  l 'ensemble des points de A o0 toutes les 

sec t ions  de Foo s'annulent.  Pour ev i te r  des comp l i ca t ions  sans in te r~ t ,  nous 

supposerons tou jours  que la var ie te  ab~lienne pr inc ipa lement  poiar is~e (A,O) est 

ind~composable, c ' e s t - ~ - d i r e  qu'el le ne peut s '~cr i re  comme produi t  de deux 

var i~ tes  abel iennes pr inc ipa lement  polar is6es non nul les. 

Coniecture  1.- Si (A,O) n'est pas une jacobienne, l 'ensemble V(Foo) est rOduit 

aO. 

La con jec ture  2 est une vers ion i n f i n i t es ima le  de ta conjecture 1. Soit  

T=To(A)  l'espace tangent ~ l 'or ig ine de A; en associant  ~ chaque element de I-oo 

le te rme de degr~ 4 de son deve loppement  de Tay lo r ,  on ob t i en t  un 

homomorphisme o( de Foo dans l'espace H°(IP(T), @(4)) des polyn6mes homog~nes 

de degr6 4 sur T, bien d~f in i  a un sca la i re  pr~s. En pa r t i cu l i e r ,  o((Foo) est un 

syst6me l in~ai re  de quart iques dans IP(T); on d~signe par Vinf(Foo) l 'ensemble des 

points de base de ce syst~me l in~aire. 

~ , _ 9 _ ~ _ ~ . -  Si ( A , O ) n ' e s t  pas une jacobienne,  l 'ensemble Vinr(Foo) est 

vide. 

Dans le cas des jacobiennes, la s i tua t ion  est tr~s d i f f~rente • 

Th~or6me 1.- Soi t  (JC,O) la jacobienne d'une courbe C. On a alors • 

a) V(Foo) es t  l ' image  C-C de l ' a p p l i c a t i o n  6 : C×C--~JC 

d~f in ie  par 6(x,y)=@c(X-y)  , 

b) V in f (Foo )es t  t ' image de l ' a p p l i c a t i o n  canonique x . C--~IP(T) 

(en i den t i f i an t  T a H°(C,Kc)*), 

sauf  clans les deux cas su ivants : 
1 

a') C est  une courbe de genre 4, non hype re l l i p t i que ,  avec deux g3 

d i s t i n c t s ;  on a a l o r s  V ( F o o ) =  ( C - C ) U { ± t }  , oQ t est  la 
1 

dl f f~rence dans JC des deux g3 sur C. 
1 

b') C est  une courbe de genre 4 avec un seu l  g3 ; on a a lo rs  

Vinf(Foo) = K(C)U{s}  , oO s est  le sommet  du c6ne quadrat ique 

contenant K(C). 
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Les ~nonces a) e ta ' )  ont ~t~ d~montres par Welters [8]. Les ~nonces b) et 

b') r~su l ten t  essent ie l lement  du theor~me de Green (sous une forme leg~rement 

ra f f inee  due au premier  auteur),  selon lequel K(C) est l ' i n te rsec t ion  dans IP(T) 

des c6nes osculateurs aux points doubles du d iv iseur  @. 

2. Re la t i on  avec d 'au t res  approches 

a) Tr is~cantes 

Le syst~me l inea i re  F est sans point base, donc d~ f in i t  un morphisme 

de A dans l 'espace p r o j e c t i f  [P(F*) (que nous noterons s imp lement  IP N, avec 

N = 2 g- 1). L' image de ce morphisme est par d~ f in i t i on  la variete de Kummer K 

de (A,®); sous l 'hypoth~se (A,®) ind~composable, e l le s ' i den t i f i e  au quot ient  de 

A par l ' i nvo lu t ion  a~-~ -a. Elle a 2 2g points  s ingut iers ,  image par ~ des points 

d'ordre 2 de A. 

Notons en p a r t i c u l i e r  s le point  ~(0). Le syst~me 12®t o est l ' image 

r~ciproque par ~ du syst~me des hyperplans de IP N passant par s; de m~me, les 

e lements de 12®loo sont les images reciproques par ~ des hyperplans de IP N qui 

con t iennent  Yespace tangent  Ts(K) ~ K e n  s ( c ' e s t - ~ - d i r e  le sous-espace 

p ro j ec t i f  de IP N engendr~ par le c6ne tangent a Ken s). Le l ieu de base de 12®loo 

est donc l ' image r~ciproque par u/ de Ts(K)nK. Par sui te la conjecture 1 s ign i f ie  

que l ' intersect ion Ts(K)nK est r~duite a {s}, ou encore qu' i l  n 'ex is te  pas de 

droi te passant par s et un autre point de K qui so i t  contenue dans Ts(K). Appelons 

une te l le  dro i te  une fausse tris~cante (e l le rencontre K avec m u l t i p l i c i t ~  />3). 

La conjecture 1 d i t  que K n'admet pas de fausse t r isecante  si (A,~) n'est pas une 

jacobienne. Cette fo rmu la t i on  est bien sQr a rapprocher de l'~nonce analogue 

pour les t r i s6can tes  usuel les (conjecture de la t r i secante) ,  qui est l 'analogue 

d i sc re t  de la con jec tu re  de Novikov (cf. par exemple [3]). Mise a part  la 

s i m i l i t u d e  de leurs ~nonc~s, la re la t ion  entre ces deux con jec tures  West pas 

claire.  

Remarquons au passage que la dimension de Ts(K) est cel le de l'espace 

tangent (de Zar isk i )  de £g/ {± l  } ~ l 'or ig ine, so i t  ~-g(g+ 1); la dimension de Foo est 

donc 2 g - ~-g(g+ 1)-  1. 
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b) "Big Schottky" 

La forme c lass ique  du probl~me de Schot tky  ( c a r a c t e r i s a t i o n  des 

j acob iennes  par les equa t i ons  de S c h o t t k y - J u n g )  a ete r e f o rmu tee  

g~ometr iquement par Mumford; Donagi en a donne une gen6ra l isat ion audacieuse, 

la "big Schot tky  conjecture"  (conj. 2.11 de [6]). Cette conjecture implique la 

conjecture 1 (loc. c i t , ) ;  Donagi le demontre en in te rp re tan t  V(Foo) en termes du 

c6ne tangent ~ la var ie te  de Scho t t ky -Jung  en un point  du bord de l'espace des 

modules e4g. Plus precisement,  la conjecture de Donagi en dimension g entraine 

la con jec ture  1 en d imension g -1 .  Donagi annonce dans [6] tes grandes l ignes 

d'une demonst ra t ion de sa conjecture en dimension 5; ce resu l ta t  imp l iquera i t  la 

conjecture 1 pour g= 4. 

c) Eauation K -P  

Passons ~ la con jecture  2. Soient Dun  vecteur  non nul de T, et D-son 

image dans IP(T). Soit  q) un ~lement de Foo, consid~re comme une fonct ion th~ta 

du second ordre sur T; par la formule de Taylor,  la valeur de (x(~) en D est ~ une 

constante pros D4~o(O), oQ D est vu comme un champ de vecteurs constant  sur T. 

Dire que D est un po in t  base du syst~me o((Foo) s i gn i f i e  donc que la forme 

l ineai re ~0 ~-~ D4q)(O) sur F s'annule sur Foo; si (D~ . . . . .  Dg) est une base de T, cela 

rev ient  ~ d i re qu' i l  ex is te  des constantes aij (1 ~<i~<j~<g) et b te l les  qu'on a i t  

(1) D4q )(0) = ~i, aij DiDjq) (0) + b @(0) pour tout  ~oEF. 

A ins i ,  la con jecture  2 s tgn i f ie  que si (A,O) n'est pas une jacobienne, il 

n 'ex is te  aucun operateur d i f f e ren t i e l  P de la forme P = [D 4 + termes de degre 

plus bas] sa t i s f a i san t  ~ P~(O)=O pour tout  ~OEF. I1 est maintenant  c lassique 

qu'un enonce de ce type se t radu i t  en termes d'equation aux derivees par t ie l les ,  

de la maniere suivante. I1 ex is te  une base (@=) de F sa t i s f a i san t  a la formule 

d'addit ion de Riemann 

e(z+u) e (z -u )  = ~, ~ ( z )  ~o~(u) 

L 'equat ion P~(O)=O pour tout  ~EF equivaut  donc a l 'equat ion aux der ivees 

pa r t i e l l es  P [8(z+u) e (z -u ) ]  = O . L ' e q u a t i o n ( 1 ) d e v i e n t a i n s i  
U u=O 

b 82 (2) 8D40 - 4DOD38 + 3(D28) 2 = ~ aij(SDiDj8 - DiE) DjS)+ ~ . 

En d i v i san t  par 82e t  d i f f e r e n t i a n t  deux fo is ,  cela s i g n i f i e  que ta fonc t ion  
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m~romorpheperiodique u = D 21oge ver i f ie  l 'equat ionnonl in~aire 

(3) D [D3u + 12u Du] : 7_, aij DiDju 

Supposons que (A,~) soi t  la jacobienne d'une courbe alg~brique C. Le th. 1 

(§ 1) nous assure que la fonction e sa t i s fa i t  a une ~quation du type ( ! )  (ou (2), ou 

(3)), et ce pour chaque point D de la courbe canonique. On sait  qu'on obtient ainsi 

l '~quation de Kadomtsev-Petv iashvi l i  (K-P),  de la forme 

D[D3u + 12uDu] = DDTu + D2u 

La conjecture de Novikov, demontr~e par Shiota, a f f i rme que cette 

equat ion ca rac te r i se  les jacobiennes. La con jec ture  2 est donc une 

g~n6ra l i sa t ion  de la con jec ture  de Novikov, p e u t - ~ t r e  plus nature l le  

geom~triquement. 

3. Exemples 

Nous allons ~tudier les ensembles V(Foo) et Vinr(Foo) dans quelques cas 

simples. Cette ~tude est basee sur la remarque suivante. Pour tout a EA, la 

fonct ion e(z+a) e (z -a )  est une fonction th~ta du second ordre. Si aE®, elle 

appart ient ~ Fo; si en outre aESing ®, elle appart ient ~ Foo. Soit de plus D un 

champ de vecteurs constant sur T; toujours pour aESing @, la fonction th~ta du 

second ordre 

D~[e(z+a) e(z-a) ]  = e(z-a)  De(z+a) - e(z+a) De(z-a) 

s'annule en 0 avec m u l t i p l i c i t ~  i>3, donc appart ient  ~ Foo . Ce moyen est 

essent iet lement le seul que nous possedions pour fabriquer expl ic i tement  des 

diviseurs de 12@1oo ; nous attons voi r  qu'il permet dans certains cas de tester  les 

con jec tures  I e t  2. I1 ne s'applique bien sGr qu'aux var ie tes  ab~liennes 

pr inc ipa lement  potar isees dont le d iv iseur  @ poss~de su f f i samment  de 

singutarit~s. 

Rappelons d'autre part (§2,a) que la dimension de I-oo est 

(4) dim l-oo = 2 g - ~g(g+ 1) - 1 . 

a) a = 3  

Dans ce cas la formule (4) montre que 12®1oo est form~ d'un seul diviseur. 

Si C n'est pas hyperel l ipt ique, il est faci le de voir  que le diviseur (reduit) C-C 

appartient ~ 12®l, et a mu l t ip l i c i t~  4 ~ l 'origine : c'est donc le div iseur cherch~. 
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Si C est hyperett iptique, le diviseur ® a un unique point singulier, qui est d'ordre 

2 et que l'on peut donc prendre comme origine de A; le div iseur 2E) appartient 

alors ~ 12®1oo. On en ddduit aisement le th. 1 dans ce cas. 

b) Jacobiennes de genre 4 

Soit C une courbe de genre 4, que nous supposerons non hyperel l ipt ique 

(le cas hyperel l ipt ique est faci le, et laisse en exercice). Le module canonique de 

C est intersect ion d'une quadrique Q et d'une cubique de IP 3. Supposons d'abord Q 
1 tisse. Alors C a deux g3 dist incts,  qui def inissent deux points singutiers ~a de 

®. Soit (D 1 . . . . .  D 4) une base de T; la methode c i -dessus  fourn i t  les elements 

suivants de F 
O0 

~o(Z) = e(z+a) e(z-a)  ; ~01(z) = e(z-a)  Die(z+a)- O(z+a) Die(z-a) ( i= 1,...,4). 

Ces elements sont l in~airement independants ' cela r6sul te du fa i t  bien connu 

que les fonctions Die .... ,D40 forment une base de F(O, (Se(®)). Comme Foo est de 

d imension5( formule(4) ) ,~o o .... ,~04 forment une base deFoo. 

Soit zEV(l-oo). On a alors e(z+a)=O ou O(z -a )=O.  Si par exemple on a 

e (z -a )=O mais e(z+a)#O , on trouve Die(z-a)=O pour tout i, c ' e s t - ~ - d i r e  

zESing ®a = {0,2a} ; si de m~me on a e (z+a) -O mais e ( z -a )~O , on trouve 

z=O ou z = - 2 a .  On conctut que V(Foo) est reunion de E)aDE)_a et des points 2a, 

-2a. La surface ®an®_a contient C-C, et ces deux surfaces ont m~me classe de 

cohomologie~2 e l lessontdonc6gales.  D'autrepart ,  il e x i s t e u n d i v i s e u r K s u r C  

tel qu'on ai t  2K-=K c et que @ soi t  l 'ensemble des classes de div iseurs de la 
1 forme E-K, avec E e f fec t i f  de degr~ 3; si l'on designe par IDI, ID'I tes deux g3 sur 

C, ona a=D-~ ( ,d 'o~2a~_D-D ' .Onaa ins ip rouve l ' asse r t i ona ' )du th ,  l. 

Consid~rons maintenant Vinr(I-oo). Au voisinage de l 'origine, la fonction 

e(z+a) admet un developpement de Taylor 

e(z+a) = q(z) + f(z) + termesdedegr~ i>4 , 

o(] q et f sont des polyn6mes homog~nes sur T, de degr6 2 et 3 respectivement. 

La quadrique q=O dans ~(T) est te c6ne tangent ~ @ en a, qui s ' ident i f ie  

l'unique quadrique Q contenant la courbe canonique. De m~me le c6ne osculateur 

q = f = O  dans ~)(T) s ' ident i f ie ~ la courbe canonique. 

Comme 0 est paire, le d~veloppement de Taylor de e(z-a)  en z=O s'~cr i t  

e (z -a)  = q(z) - f(z) + termesdedegre />4 . 
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Les fonctions ~0 . . . . .  ~4 ont donc respectivement comme terme in i t ia l  ~ l 'origine 

les polyn6mes de degre 4 

q2 ; q Di f _ f Diq. 

Ces polyn6mes sont l ineairement independants, sans quoi q d iv isera i t  f (cela 

donne une autre demonst ra t ion du fa i t  que q)o . . . . .  q)4 sont l inea i rement  

ind~pendantes dans Foo). I1 est c la i r  que l'ensemble de leurs zeros communs est 

la courbe q :  f :O .  Cela prouve le th. l ,b) dans ce cas. 

Considerons maintenant le cas o(J la quadrique Q est singuti~re. Le 

div iseur (3 a alors un point double unique, que l'on peut prendre comme origine. 

Avec les notations c i -dessus,  il existe un champ de vecteurs constant non nul D 

= 0 2 su rT  tel que Dq=O. Posons ~o et, pour 1 ~ i ~ 4 ,  
1 

q)i = 2 DDi[D(Z+U) 8(Z-U)]u=O = 0 DDie - De Die . 

On ver i f ie  comme c i -dessus que ces fonctions forment une base de Foe. On en 

deduit que V(Foo) est la surface definie par les equations e=De=O, et l'on voi t  

comme precedemment que cette surface coincide avec C-C. Le developpement 

l 'orlgine de e s 'ecr i t  cette fois 

8(z) = q(z) + g(z) + termes de degre /> 6, 

oQ q et g sont des potynemes homog~nes de degr6 2 et 4 respectivement. Posons 

f=Dg; on ve r i f i e  fac i lement que la surface f=O dans IP(T) est une cubique 

i r reduct ib le contenant la courbe. Les termes in i t iaux des fonct ions tp o . . . . .  k0 4 

sont les polynemes q2 et q D~f - f Diq (1 ~< i ~< 4). L'ensemble de leurs zeros 

communs est forme de la courbe canonique et du sommet s du cene Q (d'oQ le th. I 

b')). Ceci est l'unique cas oQ la fonction e d'une jacobienne ver i f ie  une equation 

du type (3) d is t incte de l'equation K-P. 

Remarque.- Soit (A,t~) une var ie te  abelienne pr inc ipa lement  polar isee 

(indecomposable) de dimension 4, qui ne soi t  pas une jacobienne, et soi t  a un 

point singutier de ®. On sal t  alors [ l ]  que a est un point d'ordre 2 de A, tel que la 

thCta -cons tan te  correspondante s'annule. Si a n'est pas un point  double 

ordinaire de @, on peut appliquer le raisonnement precedent pour obtenir que 

V(Foo) est une surface. La conjecture 1 pour g = 4  entraine doric que les seules 

singular i tes de (3 sont des points doubles ordinaires. 
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c) La iacobienne intermedi~ire d'une hvoersurface cubiaue dans IP 4 

Soi t  X une hypersur face cubique l isse dans IP 4, La jacobienne 

interm~diaire (A,~) de X est une vari6t~ abelienne principalement polaris~e de 

dimension 5, dont le div iseur ® admet comme seule singular i t~ un point triple, 

que l'on peut prendre comme origine [2]. Soit (D 1 . . . . .  E) 5) une base de T; les 

fonct ions 82 et 0 DiDje - Di@ DjO (1 ~ i ~ j ~ 5 )  appart iennent ~ Foo . On en 

deduit aussi t6t  V ( F o o ) c S i n g ® , c ' e s t - a - d i r e  V(Foo) = {0}. 

Notons.f le terme in i t ia l  du developpement de f a l 'origine; l 'hypersurface 

f=O dans IP(T) s ' ident i f ie  a X (loc. cit.). Les termes in i t iaux des ~l~ments de 

I-oo c i -dessus sont alors f2 et les polyn6mes quartiques fij = f DIDjf - Dif Djf .  

Soit (X 1 .... ,X 5) la base de T ~ duale de (D 1 . . . . .  Ds); on a ~--XiXjfij = -3  f2. I1 en 

r~sulte que Vinf(Foo) est contenu dans le lieu singul ier de X, donc est vide. On a 

donc prouv~ les conjectures 1 et 2 dans cet exemple. 

On montre fac i lement  que les fonct ions 02 et e DiDjO - Di(~ Dj(} 

( 1 ~ i ~ j 4 5 )  forment une base de Foo ; les polyn6mes fij forment une base de 

o((Foo), tandis que 02 est (~ un scalaire pros) l'unique element de I- s'annulant 

avec mu l t i p l i c i te  ~>6 ~ l'origine. 

On peut t r a i t e r  de la m~me mani~re l 'exemple de la jacobienne d'une 
2 courbe hyperel l ipt ique C de genre 5. Le g4 de C fourni t  un point t r ip le  de ® 

l 'origine; le c6ne tangent est l 'hypersurface des bisecantes a K(C), qui est une 

quartique rat ionnel le normale dans IP 4. On en deduit faci lement le th.1 dans ce 

cas. 

d) Vari~te de Prvm des courbes Ol~lneS 

En dimension plus grande il n'est plus possible d 'expl ic i ter  une base de 

I-oo comme nous l'avons fa i r  dans les exemples ci-dessus. On peut dans quelques 

cas d~montrer les conjectures 1 ou 2 a l'aide des remarques suivantes. Soit x un 

point de V(Foo) , e t a  un point de Sing ®. Comme la fonct ion O(z+a)O(z-a)  

appar t ient  ~ I-oo , on a aE@xU@_x Soit  maintenant Z une sous -va r i e te  

i r reduct ib le  de Sing ®. On a alors Z c ®x ou Z c @_×; si de plus Z e s t  

sym~t r ique,  chacune de ces inc lus ions  est  v~ r i f i ~e .  On a donc 

V(Foo) c { x E A I z c  ®× } .  D'autre part Vinr(Foo) est contenu dans l ' intersect ion 

(dans IP(T)) des c6nes tangents ~ 0 en ses points doubles. 
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Nous ut i l isons dans [4] la premiere remarque pour prouver ta conjecture t 

pour les var i~ t~s  de Prym associ6es a des courbes planes , grace ~ la 

descript ion expl ic i te  de Sing ® donn~e dans ce cas par Mumford. 

$4. Var l ( } t~s ab(~llennes p r lnc lpa lement  po la r i s~es  g~n~r iques 

Nous arr ivons maintenant au rEsu]tat principal de cet expose: 

Theor~me 2 . -  Pour tout  en t ie r  g>~4, i l  ex is te  une var ietE abElienne 

pr inclpalement polarisEe de dimension g pour laquelle V(I-oo) est rEduit a {0} 

et Vinr(r-oo) est vide. 

Par semi -con t inu i te ,  on en d~duit le corotlaire suivant. 

C o r o l l a l r e . -  Soit  (A ,Q)une variEtE abElienne pr inc ipa tement  polar isee 

gEnErlque de dimension >>. 4. Alors V(I-oo) est f in i  et Vinr(I-oo) est vide. 

Nous commencerons par quelques p rE l im ina i res  sur les var i6 tes  

abEliennes. Fixons d'abord quelques notations. Soient A une var i~t~ abelienne, L 

un f lbre en droi tes sur A, s un ~]6ment de H°(A,L), a un point de A. Nous poserons 

La=(Ta),L et sa=(T~).s E HO(A, La),oQT adesigne la t rans la t ionzF- *z+adansA.  

Nous noterons comme d'habitude H(L) le sous-groupe de A forme des 6tements a 

te ls  que L soi t  lsomorphe a La; il est f in i  ]orsque L est ample. Soient Z une 

sous-var i~ te  de A, definie par un ideal 3zde (~A' Tout champ de vecteurs D sur A 

def in t t  des appl icat ions (~A-l in~aires D: 3z--)(3 z et D®I L:3zL--.Llz.  Si toutes 

les sec t ions  de L s 'annulent sur Z on en d~duit  un homomorphisme 

DE: H°(A,L) --~ H°(Z,LIz ). 

Lemme 1.- Soient X une variEt6 abelienne de dimension >>.2 et M un f ibre 

en droi tes ample sur X; on suppose qu'on a h° (M)=2  et que le pinceau IMI n'a 

pas de composante fixe. Notons B l ' intersection des ~16ments de IMI. 

a) Soi t  x un Element de X qui n 'est  pas dans H(M). A l o r s  

l'homomorphisme de res t r i c t ion  H°(X,Mx)--, H°(B,Mx) est in ject i f .  

b) L'homomorphisme (D,s) ~ DLS de H°(X,Tx ) ® H°(X,M) dans H°(B,M) 

est in ject i f .  

L'assertion a) est une consequence faci le de la suite exacte 

0 --* M×@M -2 --~ (Mx@M - I )  @ (M×@M -1) --~ M x --~ MxlB O, 
et de l 'annulation des esPaces de cohomologie H°(X, M×@M - i )  (pour x~H(M)) et 

Hi(x, Mx@M-2). L'assertion b) est demontree par exemple dans [5, lemme 1 2.3]. • 
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Consid6rons maintenant deux var ietes abeliennes X I et X 2 de dimension 

~2,  munies de f i b r6s  en d ro i tes  amples M t et M2, s a t i s f a i s a n t  

h° (M1) i ih° (M2)=2.  Soient o( 1 et {~1 (resp. °(2 et {~2) des g6n6rateurs de H(M 1) 

(resp. H(M2)). I1 existe alors une variet6 ab~lienne principalement polarisee (A,~) 

et une isogenie ~ : Xl×X 2 --~ A dont le noyau est engendr~ par (o(i,o(2) et (~,~2). 

On peut t rouver pour i=  1,2 une base (si,t i) de H°(Xi,Mi) de faqon que te div iseur 

~*® surXlxX 2 ait  pour 6quation s l s2+ t l t  2 = O.On supposera que l ' intersect ion 

B i des div iseurs du pinceau IM~I est r~dui te et de codimension 2. La sous-var i6 t~ 

B=~(BIxB 2) est con tenuedansSing®.  

Lemme 2. -  a) On a 

{ aEA B c E) a } = ~(X 1) U ~(X2). 

b) L ' i n te rsec t i on  dans To(A) des c6nes tangents a ® en les po in ts  de B 

est ta r6union des espaces tangents ~ X 1 et X 2 en O. 

Prouvons a). L' inclusion Bc®~(x) pour xEX i e s t  immediate. Inversement, 

soi t  a=~(a l ,a  2) un point de A sat is fa isant  a B c ® a  Pour tout element b 1 de 

B 1, la res t r i c t ion  ~ B 2 de l'61ement sl,~ (b 1) s2,a2 + tl,a (b 1) t2,a2 de H°(X2 , M2,a2 ) 

est alors nulle. Si a2EH(M2) , on a aEr~(X~); dans le cas contraire, on deduit du 

lemme 1 qu'ona Sl,a (b 1) = tl.a (b 1) = O, et ce pour tout b 1EB 1. Comme B 1 est 

r6duit ,  une nouvelle appl icat ion du lemme 1 entraTne alors a~EH(M1), d'oQ 

a E ~(X 2) . 

Prouvons b). Pour i=  1,2, so i t  D i un vecteur tangent ~ X t en O, que nous 

consid~rerons aussi comme un champ de vecteurs sur X~ . Pour que te vecteur 

(D1,D 2) so i t  dans l ' in tersect ion des c6nes tangents ~ 1~® aux points de BlXB2, il 

faut et il su f f i t  qu'on ait,  pour tout (bl,b2)EBlxB2, 

Dlsl(b 1) D2s2(b 2) + Dl t l (b 1) D2t2(b 2) = O, 

ce qui s ign i f ie  que pour tout b lEB ~ la section DlS~(b 1) s2+ D~t~(b 1) t 2 de 

H°(X2 ,M 2) est annul6e parD 2. Compte tenu du lemme 1, cela entra~'ne D2=O ou 

Dls~(b~)=D~t~(b~)=O pour tout b~£B~ . Comme B 1 est r6dui t ,  la seconde 

condit ion implique D~ =0 (lemme 1), d'oD le lemme. • 

Nous allons maintenant demontrer le th60r~me en consid6rant un cas 

pa r t i cu l i e r  de la const ruct ion pr6c~dente. Pour l ¢ i ~ g ,  so i t  E i une courbe 

el l ipt ique; notons 01 son origine et M~ le f ibr~ en droi tes ~(20i). Choisissons deux 
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r e l a t i o n  

en t ra ine  

gen@rateurs o( i e t  ~ du groupe des po in ts  d 'ordre 2 de E i .  11 ex i s te  a lo rs  une 

va r i@te  ab@l ienne p r i n c i p a l e m e n t  po la r i s@e ( A , ~ )  et  une isog@nie 

p Elx ... ×Eg --,  A dont le noyau est  engendr@ par les @l@ments ( l~ . . . . .  [3g), et 

o ( i j = (0  ..... o(i,._,(xj,...,0) pour  l ~ < i < j < ~ g  On peut  t r o u v e r  pour l~<i~<g une base 

( s i , t  i) de H°(EI ,  M i) de fagon que le d i v i s e u r  ~)*O a i t  pour  e q u a t i o n  

SlS2,.,Sg + t l t2. , , tg = O. 

Pour t o u t s o u s - e n s e m b l e l  de{1 . . . . .  g } , n o t o n s X  l l e q u o t i e n t d e  H E  i par 
i£1 

le s o u s - g r o u p e  engendr@ par les o(ij pour i et j dans I. L ' image dans X I de 

(0,...,o( i ..... O) est  independante de i EI; on la notera  o( I . N o t o n s l ~ j  l ' image dans X 1 

de (~i)i~l . 

Si J d~s lgne  ]e c o m p ] ~ m e n t a i r e  de I dans {1 . . . . .  g], ] ' i s ogen ie  

~[: XI×X J --~ A est  du type @tudi~ precedemment ;  son noyau est  engendr@ par 

(o(i,(x J) et ([3j,l~a). Supposons que I e t  d aient au moins deux 61~ments. On 

v e r i f l e  f a c i l e m e n t  que les ] ieux  de base B 1 et Bj sont  r~du i t s  et de cod imens ion  

2; ]a s o u s - v a r i 6 t @  ~(Bt×B a) de Sing (3 est  r6un ion  de t r a n s i a t 6 s  de s o u s -  

va r i e t~s  abe l iennes de cod imens ion  4 de A par des po in ts  d'ordre 2, de sor te  que 

ses composan tes  i r r e d u c t i b ] e s  sont  sym@tr iques.  On en dedu i t  (cf.  ~3,d))  que 

pour xEV(Foo) on a /t(BIxB a) c E) x , d'o0 d'apr~s ]e lemme 2 

V(I-oo) C l~(X I) U ~(Xj) pour 2 ~ C a r d ( I ) < g - 2 .  

Ceci en t ra ine  a u s s i t 6 t  

V(Foo) c ~(E t) U . . .  U ~(Eg.) 

On prouve de la m~me man i~re  la ve r s i on  i n f i n i t e s i m a l e  de ce t te  inc lus ion :  

Vinr(Foo) c [PTo(E 1) U . . .  U IPTo(Eg) 

Pour 1 ~<i~<g, no tons ~0 i E i - ~ l  ]e morph isme de f in i  par la base (s i , t  i) 

de H°(Ei , Mi). Posons ~i = ~°i(°i); c 'es t  un nombre complexe ( d i f f e r e n t d e  O, ±1 et 

+#-El) . Nous a l l ons  imposer  ent re  les modules  ~i des courbes e l l i p t i q u e s  E i la 

tJ~tJ 2... ~Jg +1 = 0 . L 'o r ig ine  de A est  a lo rs  sur  le d i v i s e u r  (3, ce qui 

g 

V(Foo) c ®n U~(E i) = {0} , 

i=l 

puisqu'on a ~oi-t([Ji) = [oi} . D'autre par t ,  i l  ex i s te  une coordonnee loca le z i sur  E i 
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au vo is inage de o i t e l l e  qu'on a i t  ~o i = [J~+z 2 ; le d i v i seu r  E) admet donc comme 

~quation au voisinage de l'origine 

g 

= o . 1 

i = l  

Son c6ne tangent en 0 est la quadrique d'equation ~ tJ~ -1 z 2 : 0 dans IP(T). I1 ne 

i 

rencon t re  aucun des po in ts  IPTo(Ei) , donc Vinr(l-oo) est  vide. Cela achCve la 

d~monst ra t ion  du theorCme. 
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