SurrFACES ALGEBRIQUES COMPLEXES

ARNAUD BEAUVILLE

INTRODUCTION

e —

Cet exposé comprend deux parties. La premidre est un survol assez rapide
de la classification d'Enriques des surfaces algébriques. On s'est inspiré,
bien entendu, de la littérature classigue sur le sujet, et en particulier du
séminaire Chafereviteh [Ch.2]. On a essayé d'&tre aussi €lémentaire que possi-
ble, en supposant toutefois connue la cohomologie des faisceaux cohérents.

On renvoie & [Be) pour une exposition plus détaillée ainsi que pour .des exem-—
ples.

La seconde partie comprend des indications sur la démonstration par
Chafarevitch et Piatechki-Chapiro du théor&me de Torelli pour les surfaces

K 3 ([Ch.P]).



PREMIERE PARTIE

§1. Notations et rappels.

Nous dirons simplement surface au lieu de surface projective et lisse
sur C.

Soit S une surface, D, D' deux diviseurs sur S . On note :

-DED' si D et.D' sont linfairement &quivalents (i.e. D-D' est le

diviseur d'une fonction rationnelle sur S).

C%(D) le feisceau inversible associé & D .

H* (s, GS(D)) , ou simplement HE'(D) s'il n'y a pas de confusion possible,

les espaces de cohomologie du faisceaun BS(P} .

- hi(D) = dimm Hi(D)

- {6g(0) = 1°(0) - ® () + 5%(0)

- il

espace projectif des diviseurs effectifs linéairement &quivalents
a D.
-~

= espace projectif associé & HO(D) .

(si ho(D) =2, on dit que \D} est un Eiﬁceau).

- Ks ou K = diviseur canonique = un diviseur tel que GS(K) = ﬂg .

I
1

Pic(8) = groupe des diviseurs moduloc Bquivalence lindaire

n

roupe des classes d'isomorphisme de faisceaux inversibles
g ¥



En vertu de théorémes généraux,_on a
Pic(s) = u'(s, 0d) = H’(s,heg)
ol hOS désigne le faisceau des fonctions holomorphes sur S , considérée
comme variété analytique. Cette derni®re interprétation permet de considé-

rer la suite exacteé :
0 = Z —> hesf-’-‘i——-o hog-——ao

d'ol 1l'on déduit lea suite exacte importante :

0 — 8'(s,2) —> 1'(s, O) —> Pie(s) —>3(5,2) —> H#(5, &)  (a)

Posons : Pic®(s) = H’(S, GS)/H1(S{Z)

NS(S) = Ker(Hz(S,Z) ——aﬂg(s, es))
Le groupe Pic(S) apparait comme une extension :
0 = Pic®(8) — Pic(s) —> NS(S) — 0

de deux groupes de nature différente:

- le groupe Pic®(8) est un groupe divisible; la théorie de Hodge montre
que Hl(S,Z) est un réseau dans H1(S, Gs) , autrement dit Pico(S) a
une structure naturelle de tore complexe — et méme, en fait, de varidté
abélienne,

- le groupe NS(S)e HQ(S,Z) est un groupe de type fini.

Le cup-produit sur H2(8,2) induit sur NS(S) une forme bilinéaire
symétrique & valeﬁrs dans Z , le produit d'Intersection; si D et D
sont deux diviseurs, on note (D'D') le produit de leurs classes dans Ns(s).
On cbtient ainsi une forme bilinéaire symétrique sur le groupe des diviseurs
qui joue un rdle fondemental dens la théorie des surfaces. Si C, C'

sont deux courbes irréductibles distinctes, on & :

(C.C') = nombre de points d'intersection de C et C' , comptés avec

leur multiplicité.
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Rappelons quelques théorémes fondsmentaux :.

Théoréme de Riemann-Roch -: ‘f\(GS(D)) = X(Gs) +1/2 (0% - D.X)

2-i (

Duslité de Serre : h-(kK-D) = n° “(D) , 0si€2 .

On utilisera trés souvent Riemann-Roch sous la forme suivente, qui
utilise la dualité de Serre : h°(D) + n°(x-D) 2 ¥ (eg) +1/2 (®® - D.x)

Formule du genre : Soit C wune courbe irréductible sur S .

On & : dim H’(c,ec) =1+ 1/2(c® + C.K)

Ce nombre est le genre de C , noté g(C) . Si C est singulidre, son
genre est strictement plus grand que celui de sa normelisée; en particulier,

on e g(C) =0 si et seulement si C‘é‘l?1 .

Invariants numérigues

On pose :

q(S) = dim H1 (s, eé) = dim HO(S, Q;) (par théorie de Hodge)

pg(S) = dim (s, ) = dim K°(5, 23) = ain B°(K) (per dualité de Serre)
Pn(S) = aim B°(nK) pour n21.

On noters simplement q, Py Pn s'il n'y a pas de confusion possible.

Tous ces inveriants sont des invariants birationnels. On a :
1(05) =‘l—q,+pg
On pose b, = dimc B (X,€) ; per dualité de Poincaré, on a

by, =b, =1 et b, = b, . De plus, il résulte de la théorie de Hodge

3 1
que b1 = 2q .

On pose Yeop!S) = S(-1)rp =2-25, 4+,
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Ces invariants sont reliés par *la :

Formule de M. Noether : 124 (0.) = K2+ 7. (s)
X 5 top

Nous utiliserons la variété d'Albanese d'une surface S ; rappelons lci

les propriétés qui nous. intéressent :

Rappel : variétd d'Albanese,

I1 existe une variété abélienne Alb(S) ,-de dimension q , et un

morphisme of : 5 —3 Alb(S) +tels que :

-8i g1 , o« (S) n'est pas réduit & un voint;

- 81 «{S) est une courbe B , cette’courbe est lisse de genre q _et-

la fibration p : 8 —33B & ges fibres connexes.

On dira que p est la fibration d'Albanese de S .

Nous utiliserons également le théoréme classique suivant :

"Théoréme de Bertini" : Soient S une surface, C une courbe, q : S —C

un morphisme surjectif. Il existe une courbe lisse B gt un diagremme

commutatif:

§ —3es ¢

N

tel gue le morphisme p : S—> B ait ses fibres connexes.

Notons gue la fibre générigue du morphisme p est alors lisse et
irréductible, puisque la fibre générique d'un morphisme de variétés lisses

sur € est toujours lisse (théordme de Sard) .

Enfin la remarque suivente est triviale mais extrémement utile :
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Remargue utile :

Soient C une courbe irréductible sur S , telle que C25 0, D un
diviseur effectif. Alors (D.C)20 .

Démonstration : on gerit D = D' + nC , ol D' ne contient pas C ,
et ' n20 ; alors (D.C) = (D'.C) + a(c®) >0 .

§2. Applications birationnelles.

On peut classifier: les surfaces & isomorphisme prds, ou, plus grossidre-—
ment,d isomorphisme birationrel prés. Le probldme ne se pose pas pour les
courbes, puisque toute application biratidnnelle d'une courbe lisse dans une
autre est partout définie. Pour les surfaces, on va voir que toute spplication
birationnelle s'obtient & partir de trensformations "€lémentaires”, les &cla-

tements.

: A
Reppel : Soit S wune surface, peS . Il existe une surfece S ¢t un mor-

phisme Ybirationnel £ : §—=s s tels que :

- £ restreint & £-1 (s-p) est un isomorphisme sur S-p ;

- 2-1(p) ='E  est une courbe isomorphe & l[-"1 , qul s'identifie naturellement

3 l'ensemble des directions tengentes 8 S en D .

On dit que £ est l'6clatement de S en p , et E la droite excep-
tionnelle de l'éclatement. On & :
Pic(S) < Pie(s) ® z[E]
A ~
Ns(S) £ F§s(s) ®z [E] (b)
La forme 4'intersection sur § &tant donnge par les formules :
(¢*D . &*D') = (D.D") D,D' aiviseurs sur S
(£*D.E) =0
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De plus on a :
x§=g'KS+E

Soit C une courbe irréductible sur S , passant par p avec multipli-
cité m . On définit le transformé strict ¢ de C comme 1'adnérence

dans § de 8—1(C—p) . On vérifie immédiatement que :

gtc=C+nE
d'ol 1l'on déduit : 82 = 02 - m2 et
A A
C.k=CX+m (e)

Nous admettons sens démonstration les théor&mes suivants (cf. par
exemple {Ch.1]) :

Théordme d'élimination des indéterminations.

Soient S une surface, V une variété algébrigque, % : S~->V

-~
une application rationnelle. Il existe un morphisme 4 : S —3 5 , composé

d'une suite finie d'éclatements, et un morphisme I : § -V tel gue

le diagramme :
(]

§====--=->>7

soit commutatif.

Théordme de structure des morphismes birationnels.

Tout morphisme biretionnel (d'une surface dans une autre) est composé

d'une suite finie d'éclatements.

Corollaire

Soit WY: S =---=>S' une application birstionnelle. Il existe une

surface S et un diegramme commutatif :
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g
VRN
s

S— —mTo - 55

ol ih v Mo _sont des composés d'un nombre fini d'€clatements.

P

Soit f : S =3 S' un morphisme birastionnel. Le nombre n d'éclatements
dont il est composé est déterminé per ia formule NS(S) £ ¥S(S') ® % i en
particulier, tout morphisme birationnel de S dans elle-méme est un isomor-

phisme.

Pour toute surface S, notons B(S): 1'ensemble des classes d'isomorphis-—
me de surfaces birationnellement isomorphées & S . Si 8y s 526 B(S) , on dit
que S1 domine 82 8'il existe un morphisme birationnel (i.e. un composé

d'éclatements) de S1 dens S, . D'aprds ce gui précide, on introduit ainsi

2
une relation d'ordre sur B(S) . On dit gqu'une surface S est minimale si
elle est minimale dans B(S) , c'est-d~dire si:.tout morphisme dbirationnel

de. S dans une surface S' est un isomorphisme.

Propésition

Toute surface domine une surface minimale.

Démonstration : Soit S une surface. Si. S n'est pas minimasle, il existe un
morphisme birationnel S — S1 qui n'est pas un isomorphisme. Si S1 n'est

pas ‘minimale,il existe de méme § — 82 , et ainsi de suite; comme :
rg NS(S) > rg ¥8(S,) > rg ¥S(5,) > ... (formule (b) p. ¢ )

on arrive nécessairement & une surface minimale dominée par S .

Disons qu'une courbe E&S est exceptionnelle s'il existe un éclate—
ment £ : S ~—> 8' (S' surface lisse) tel que E soit la droite exception-
nelle de & ; il résulte du théoréme de structure des morphismes biraticn—

nels qu'une surface est minimale si et seulement si elle ne contient pas de




15

courbe exceptionnelle.

. . - ; .
Les courbes exceptionnelles sont caractérisées par le .théorime suivant

que nous admettrons :

Critére de contraction de Castelnmovo

Une courbe E est exceptionnelle si et seulement si E=P

! et E2 = -1
L'ensemble B(S) sera en principe connu d8s que l'on connaitra ses é1é-

ments minimaux - tous les autres &tant obtenus & partir de ceux-18 par des

éclatements. Deux cas peuvent se présenter : il y a'un seul moddle minimel,

ou il y en a plusieurs.

Définition 1 : Une surface S est réglée si elle est birationnellement iso-

morphe & C.;d?1 , 00 C est une courbe lisse. Si de plus C =!P1 , on dit

gue S est rationnelle.

Théorime des mod&les minimaux

Soient S, S' deux surfeaces minimales, (: S —3 S' une application
birationnelle. 8i S n'est pas réglée, Y est un isomorphisme.

En particulier, B(S) a un seul &lément minimal, et tout automorphisme

birationnel de S est un automorphisme.

La dfmonstration utilise le lemme fondamental de la théorie des surfaces:

Lemme-clé (Enriques-Castelnuovo)

Soient Sune surface minimsle non réglée, C une courbe irréductible.

Alors : K.C >0 .

Ce lemme sera démontré plus tard { §8) .

Démonstration du théordme : Par le théordme d'élimination des indétermina~
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tions, il existe un diegramme commutatif :

-t
s.

2N

£
S =~ === ~ 58’

ol 4= £n- ceic &y, estun composé de n éclatements et f wun morphisme
birationnel.

Parmi tous les diagrammes possibles, choisissons—en un tel gue n soit
minimals il s"agit de montrer que n =0 . Soit E 1la droite exceptionnelle
de l'éclatement £, . Si £(E) #était réduit & un point, le morphisme £
se factoriserait en £' o'g, et l'on contredirait la minimalité de n .
Donc f£(E) est une courbe C . Comme f -est un composé d'éclatements, il

'

résulte de la formule (c) p.7 que :.
(C.Kge) & (BK) = -t
S
d'ol une contradiction avec le lemme-clé.

La classification des surfaces se divise donc en deux branches :
d'un c6té les surfaces réglées, qu'on peut considérer comme connues du point
de vue birationnel, mais dont on cherchera les modéles minimaux; de 1'autre
les surfaces non réglées, pour lesquelles le classification "biréguligre"
revient essentiellement asu méme ghe la classification birationnelle : il

suffire de classer les surfaces minimales.

§3. Surfaces réglées et rationnelles

Définition 2

Soit C une courbe lisse. Une surface g€ométriguement ré_glée de

base C est. une surface S , munie d'un morphisme lisse, p ; S — C _dont




i . PO |
_les fibres sont isomorphes 3 e .

Il n'est pas &vident a priori qu'une surface géométriquement réglée

est réglée (Déf.1); cela résulte du :

Théoréme 3 (Noether-Enriques)

Soient S une surface, P un morphisme de S sur une courbe lisse C.

. . .. -1 oL s P |
On suppose gu'il existe x¢e¢C tel gue la fibre P (x) soit isomorphe & P~ .

Alors il existe un ouvert U de 'C , de la forme U =C R LIRS xn?s

‘ . . -1/,
(xi # x) et un isomorphisme de p (U) sur uxp! , commutant avec les pro—

jections sur U .

i

Pas 1 : pg(S) 0

Notons F = p J(x) .Ona Fo=0 et F.K=-D (formule du genre),
donc si De |K| on doit avoir D.F = -2 mais aussi D.F > 0 par la

remarque utile (p. ¢ ) ,et par suite |X] =g .

Pas 2 : 11 existe un diviseur H sur S tel que (H.F) =1,

Comme pg(s) =0 , la fl8che Pic(8) — HQ(S,Z) e;t surjective ((a)p. 3).

Il suffit donc de montrer qu'il existe une classe h e H (S,2) telle que

h.f‘ =1, en notant f 1la clesse de F dans HE(S,Z) . Pour & variable
dans HQ(S,Z) , 1l'ensemble des entiers (a.f) est un idéal dé Z , de la
forme d.% (d}i); L'application a > 1/d (a.f) est une forme lindaire
sur HZ(S,Z); par dualité de Poincarg, il existe un &lément. f'e H?(S,Z)

tel que :

(a.f') = 1/4 (a.f) pour tout ae Ha(s,z)

et done f = d.f' modulo torsion dans Hz(_s,z) .

Meis comme £° = ,f.[i{}= -2 et que £ £'{K] est pair, on voit qu'on a

O 9
nécessairement d = 1, d'ol le résultat.
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Pas 3
Considérons la suite exacte :
0 — O (H+ (r-1) F) — Og(BrF) — © (1) —0 (re2)
On en déduit la suite exacte longue de cohomologie :

a
H°(s, o 5 (B+rF)) = 8%, 65(1)) — u'(s, 64 (54 (=1)F))
b

= HT(s, Og(B+rF)) = 0

La suite des espaces gquotients H1(S, OS(H+rF) doit &tre stationnaire
pour r assez grand; donc il existe un r tel que b soit bijectif et par
suite &, surjectif. Choisissons un sous-espace vectoriel V de
HO(S, @S(H+rF)) , de dimension 2 , tel que ar(V) = HO(F, GF(1)) ; notons P
le pinceau correspondant. Il peut avoir des composantes fixes, mais elles
doivent @tre contenues dans certaines fibres Fx1 seees F de p dis-
tinctes de F (puisque P n'a pas de points fixes sur F) . De méme les
points fixes de la partie mobile de P sont conteniis dans des fibres

Fk seres F distinctes de F . Enfin notons F yeeey F les
k+1 *1 141 ¢« *m
fibres de p: qui ne sont pas irréductibles. Posons U = C - {x1 sees xm} s

et notons P'’ la restriction de P & p~1(U) . Le pinceau P' est sans
points fixes; toute courbe Ct de P' est réunion d'une section de p et
éventuellement -de certaines. fibres; mais en fait C, ne contient pas de fi-
bres, sans quoi on aurait Cy N Ci #@ pour t.# t' . Donc le pinceau P'
de la fibration p . Comme il est sans

1

est forné de sections (Ct) 4
telP

. . . pss . - . -1
points fixes, il définit un morphisme g : p 1(U) —> P , de fibre g (t)=Ct;

on en déduit un morphisme h = (p,g) de p“1(U) sur Ux P1 . Comme

h_1((x,t)) =F.n C h est un isomorphisme, d'ol le théoréme.

t Ed

Remarque 4
Lorsque p est lisse, S est donc un fibré en droites projectives au-

dessus de C , localement triviel (pour la topologie de Zariski). L'ensemble
des classes d'isomorphisme de tels fibrés s'identifie 2 1'ensemble

H‘(C,PGL(2, Bc)) . Or on déduit de la suite exacte :
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1— 6 — oL(2, 8,) —> PGL(2, 0,) — 1

la suite exacte de cohomologie :
Pic(C) —> H1(C,GL(2, ec)) —_ H1(C,PGL(2, ec)) — HQ(C, e*é)

Or HZ(C, 95) = 0 , par exemple parce que C est une courbe; donc tout fibré
en droites projectives sur C est le fidbré projectif !PC(E) associé & un
fibré vectoriel E de rang 2 sur C . Les fibrés PC(E) et !PC(E') sont
isomorphes si et seulement si il existe un fibré inversible L sur C tel

que E' 2 EgL .

La classification des surfaces géométriquement réglées sur C est donec

~

ramenée A celle des fib:8s vectoriels de rang 2 sur C . Celle-ci est loin

d'étre triviale, mais peut &tre considérée comme bien comprise - cf. [R] .

Lemme

Soient S une surface, C une courbe lisse, p : S—>C un morphisme

dont la fibre générique est isomorphe & 1P1 . Si une fibre de p n'est pas

irréductible, elle contient une droite exceptionnelle,

Démonstration : Soit F wune fibre réductible, F = 3 n, Ci . On a C? <0

R : 2 _ _ = < .
pour tout i (cgr ng Ci c; (r SE nj Cj) 0), donc par la formule
du genre K.Ci>/ -1, 1'égalité .n'ayant lieu que si Ci est une courbe excep-—
tionnelle. Par suite si F ne contenait pas de courbes exceptionnelles, on

trouverait K.F 20 , ce qui contredirait K.F = -2°,

Théordme 6

Soit C une courbe lisse non rationnelle. Les mod&les minimaux de

C;r\lP1 sont les surfaces gfométriquement réglées de base C .’

Démonstration : Il est clair qu'une surface géométriguement réglée ne contient

pas de droites exceptionnelles, car celles—ci devraient s'envoyer surjective-—
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ment sur C , ce qui est impossible. Soient “S une surface minimale, f wune
application birationnelle de S sur Cx[?1 s P Ya projection de Cyx P1.
sur C . Considérons l'application rationnelle pef : S -.-5C ; par le théo-

réme d'élimindtion des indéterminations il existe un disgramme commutatif :

w)

ol les f_i sont des éclatements, et @, un morphisme. Notons E = la droite
exceptionnelle de 1'éclatement fn . Comme C n'est pas rationnelle,

q'n(En) est réduit 3 un point, de sorte que a, _se factorise en Qg °f, -

En continuant le procéd&, on voit finalement que pf- est un morphisme, de

fibre générique isomorphe & EP1 .

Diaprds le lemme 5, les fibres de pf sont irréductibles, donc ration-
nelles lisses (puisqu'elles vérifient F =0 , F:K=-2, d'od g(F)=0) :

par suite S est une surface géométriquement réglée de base C .

Nous nous contenterons d'énoncer sans démonstration le résultat analogue
: - . . - . . 1
pour les surfaces rationnelles. On sait que tout fibré vectoriel sur P est
somme de fibrés inversibles; il en résulte que les surfaces géométriguement

réglées de base P! sont les surfaces :

F=p . (6 ,® 0 (). pour n 20
n (P1 P1 (P1

Théoréme

. .. 2
Les surfaces rationnelles minimales sont # et les surfaces Fn pour

n#1.
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Remargue T

Il est facile de celculer les invariants numériques des surfaces réglées :

si. S est birationnellement équivalente & CxtP1 , on trouve :
- Pri(S) = 0. pour tout n
- a(s) = g(c) .

Si de plus S est minimale # €P2 ,ona:

Kzs = 8(1-q) 'ba(S) =2

tandis que K2, = 9 et b ((Pe) =1,

2 2
) i

Nous allons voir qu'inversement l'annulation des Pn caractérise les surfaces

réglées.

§4. Caractérisation des surfaces rationnelles et réglées.

Rappelons que nous démontrerons plus loin (§8) 1e :

Lemme-clé : Soit S _une surface minimale non reglée, D un diviseur effec-
tif sur S . Alors D.K2 O .

Lemme 8

Soit S une surface minimale_avec K2< 0 . Alors S est réglée.

Démonstration : Soit H une section hyperplane de S . Si (H.K)<O , on
applique le lemme-clé; de méme si (H.K) = O , en prenant D = nH+K  qui. est
effectif pour n assez grand. On peut donc supposer (H.XK)>0 .

Posons r = 5K

o —K2

. On a:

2
(H+ro K)2 = H2 + (H—KéKl— >0 et (H+r°K).K =0 , de sorte que si r



22

est un rationnel > g et suffisament voisin de r s ona:

(#+rK)%> 0 (H+rK).K < O (B+rK).H > 0
Posons D_ = m(H+rK), pour tout m tel que mr € Z . Par Riemann-Roch,
on & : ho(Dn) +.h°(K—Dm) —> » quand m—> .

Comme (K—Dm).H devient négatif pour m grand , on voit que pour m
grand le systéme \Dm“ est non vide; comme Dm,.K<O , on conclut encore

par le lemme-clé.

Théoréme 9 (Castelnuovo)

Soit S une surface avec gq = P2 =0 ., Alors S est rationnelle.

Démonstration : On peut supposer S minimale. Si <K2< 0 , on applique le

lemme 8 . Si K2>,0 , le théoréme de. Riemann-Roch (compt:e tenu de P, = 0)

donne : hc(—K); 1+ K2>1 donc si H est une section hyperplane, on a

(K.H) <« 0 , d'od le résultat par le lemme-clé.

Notre but est maintenant de caractériser les surfaces réglées par 1l'an-
nulation des plurigenres Pn .81 g=0, 1l'anmlation de P2 suffit;

8i g1, celle de pg n'est pas loin de suffire :

Lemme 10

Soit S - une surface minimale avec Pg =0, g=21.0naalors

K2<'O (et_donc S est réglée) sauf si q =1, b,=2, K2 =0 .
Démonstration : la formule de Noether (p. 5 ) stéerit ici :

io—8q=K2+b2

Il -suffit donc de vérifier qu'on ne peut avoir gq =1, b2 = 1 . On consi-
a3re pour cela la fibration d'Albanese p : S—>B , ol B (= A1b(S)) est une
courbe elliptique; il est clair qu'une section hyperplane de 8 et une fi-

bre générique de p sont linfairement indépendantes’ dans NS(S) , de sorte
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Proposition 11

Soit S une surface minimale non réglée avec

=0 = 1.
Pg > q

Alors S = (CxF)/g, ol C et F _sont des courbes lisses de genre 21,

un_groupe fini d'automorphismes de C , opfrant sans points fixes sur C xF

(de manilre compatible avec la projection sur C)

et C ou F est elliptique.

1

) I
Démonstration (rapide): On considére la fibration d

C/G est elliptique,

'Albenese ‘p ¢ S = B,

ol B = Alb(S) est une courbe elliptique. On désigne par F_ 1la fibre

b

p_1(b) pour beB , et par FE une fibre générique de p . On pose

Y
s=g(F,))-

Pas 1 : S8i g»2, p est lisse

si g =1, les fibres de p sont soit

=H
lisses, soit de la forme nE , ol E est une courbe elliptique lisse.

23

G

En premier lieu le fait que b2 = 2 entraine que les fibres sont irré-

dquctibles., On utilise ensuite la formule topoiogique suivante :

')(‘top(s) = }top(B) : }top(F'\ ).+ {aze:B (Xtop(Fb)

Yeog@ ) (@

Lorsqu une fibre générique F.,] se spécialise en une fi'bre singulidre

(irréductivle) F_b , un certain nombre de T-cycle

évanescents") disparaissent dans l'homologie de Fb

b1(Fb) < bl(F;)) , et donc “}t op Fb)> )Lt F,, )

s sur F (les "cycles
H autrement dit, on a

. Or par hypothése

)Ltop(s) = }top(B) =0 ; la formule (d) montre done qu'il ne peut y avoir

de fibres singuliéres. Enfin si Fb = nC , on *rouve :
'Y = = o = = —1- . = l
/\top(Fb) )(top(c) 2){( o) = (CK) =~ (F.K) = (F,, K) = o Xtop(F’l
donc top(Fb)> \ﬁt P(Fv) ) sauf si xtop b ltop(F" ) =0 .

Pas 2 : Si p est lisse, il existe un revétement

étale C —> B tel que la

. ~
fibration image réciproque g = S x_C = C soit triviale (i.e. S¥C x’FV‘ ).

B
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La fibration p d&finit une femille de courbes de genre g sur 3B .
Quitte & passer & un revétement étale C de B , on peut "rigidifier" la
cohomologie (mod n) de cés courbes, c'est-3-dire rendre constant le systdme
localement constant des H1(Fb' Z/n2) et en choisir une base symplectique.
Si n3»3, on sait” ([G]) qu'il existe une famille de courbes de genre g
P Un,g ~—>Tn’g , & cohomologie (mod n) rigidifide, qui est universelle;
‘c'est—i-—dire qu'il existe un morphisme f : C—> Tn,g telle que la fibra-
tion S =—» C se déduise de P par image réciproque. Or le revétement univer—
sel de C est € et celui de Tn’g est 1l'espace de Teichmiiller T qui est
un domaine borné , donc le morphisme f est triviael (i.e. £(C) est un point),
ce. qui Amplique que la fibration 8 — C est triviale. On peut supposer
le revétement C — B galoisien de groupe G , de sorte que S = (C xF)/G,
avec C elliptigue.

(Au lieu d'utiliser le thdoréme difficile de structure de 1'espace de
Teichmiiller, on peut considérer l'espace 'ﬂ'n,g des.modules des variétés abé-
liennes principalement polarisées, & cohomologie (mod n) rigidifide; son
revétement universel est l'espace de Siegel I-Ig , qui est un domaine borné

pratiquement par construction. Il faut alors utiliser le th€oréme de Torelli.)

Pas 3 : 8i p a des fibres multiples (done g = 1), il existe un rev@étement
~

ramifié C —>B tel que si S d&signe la normalisée de S *5 C 5 la fibra-

tion & —>C déduite de p soit triviale.

Soit B' wune courbe lisse sur S , telle que p(B') = B ; notons S'

la normalisée de S %g B' . Alors 8' est lisse; on montre due pour un

choix convenable de'B', la projection S'-—>85 est &tale. La fibration
p' :+ S' = B' déduite de p posséde une section :elle n'a donc pas de fi-
bres multiples; autrement dit p' est lisse. Quitte & passer & un revete-
ment &tale C de B' , on a alors comme précédemment un morphisme
fi:C— Tn’1(n>/3) . Or Tn,1 est une courbe affine (c'est un revétement
ramifié de C , via 1l'invariant j) , donc f est-trivial et la fibration
sur C déduite de p' est triviale. On peut supposer le revétement

C —> B galoisien de groupe G , de sorte que S = (CxFV\ /G , avec
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Fy elliptique.
La proposition est donc démontrée.
Corollaire 12

Soit S une surface minimale non réglée avec =0, =1 .
2011 Pg q

(i) Il existe un entier n3»0 tel que Pn #0 3

(ii) si s = (ETF)/é ,ol E et F sont elliptiques, on a nK = O ;

(iii) 81 S n'est pas du type précédent, les Pm ne sont pas bornés.

Démonstration : Il résulte de la proposition qu'il existe un revétement
étale de degré n w: CxF— 9, avec g(C) ,g(F) > 1. On a
pg(CxF) = g(C).g(F)> 1 , donc il existe un diviseur effectif DF'IKC,(F! 5

comme T est étale, on sait que KC , de sorte que :

=:*_'
xF-‘TCKS

* - ~
x, De |W, W Kg] = lnkg] aod P (S)>1 .
Le méme argument montre que Prn(s) 2 Pr(C =xF)+, ce qui montre que les Pn
sont non bornés d8s que g(C) ou g(F) > 2. Enfin si C et F sont ellip-
0 3 donc si D €& (nK

tigues, on a K | , le diviseur T®*D est

CaF s
nul, ce qui signifie que D =0 , i.e. n.Ks =0 .

Du théoréme de Castelnuovo, du lemme 10 et du corollaire 12 résulte le :
Théoréme 13 (Enriques)

Une surface § est réglée si et seulement si P =0 pour tout n>0 .

Remaroue 1h

Une étude plus epprofondie des surfaces du type (CxF)/G. donne la
condition d'Enriques : S est réglée si'et seulement si P12 =0 .

Les surfaces du type S = (ExF)/G , o0 E et F sont elliptiques et
p =0 , sont appelées surfaces bielliptiques (ou parfois hyperelliptiques,

g
mais cette terminologie préte 3 confusion). On peut en donner une classifica-
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tion compléte.

§5. Dimension de Kodeira

Les résultats qui précédent montrent 1'importance des P]:1 dans la

1
classification des surfaces. Ils conduisent & poser la :

Définition 1

Soit S wune surface; pour n 0 , notons QnK 1'application rationnel-

le de S dans un espace projectif (éventuellement vide) définie par le

syst2me |nK| . Le "dimension de Kodaira" de S , notée K (S)(ou simplement

Ik ) est la plus grande dimension des images des anK pour nxO0 .

(On_convient de poser dim(@)= -1).

Explicitons la @éfinition :

- k(8) = -1 &= P =0 pour tout né&> s réglée (par le théordme
d'Enriques).

- K(s) 04=}Pn=0 ou 1, et il existe N +tel que PN=1.

- K(s) = 1&> Il existe N tel que Py¥2 ; et pour tout n, 1'image
de qJnK est au plus une courbe.

- Kk(S) =2 4> 11 existe N tel que l'image de ?NK soit une surface.

Une définition analogue peut €tre donnée pour les courbes; on voit aussi-
t0t que K (ﬂ-’]) = -1, «(C) = 0 si et seulement si C est elliptique,
et k(C) =1 si et seulement si g(C) > 2.

Exemple 16

1/ 8 =CxC" . On vérifie immédiatement que :
-si C ou C' =P > K(s8) =-13
- si ‘C et C' sont elliptiques, Kk(S) =0 ;
- si C est elliptique, et g(C')32 , K(8) =13

-si g(c) et glc')22, k(s)=2.
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2/ s = Vd a = intersection compléte dans, !Pr+2 de r hypersur-
preeendy

faces de degrés Ay seens 4.

Un calcul facile montre que KS = (Z di -r-3)H, ol H est une
section hyperplane de S . Il en résulte que :

K(s) =-1  pour 8=V, , Va3 V0
K(s) =0 (et en fait KS = 0) pour S = V’-& R V2,3 R V2’2,2
K(S) =2 pour les autres.

3/ Toute surface telle que n-K = O pour un entier n , en particulier
toute surface bielliptique (remarque 14) ou abélienne, a dimension

de Kodaira zéro.

§6. Surfaces avec k =0 .

Ce sont les surfaces avec Pn =0 ou 1 pour tout n , et
Pn =1 pour au moins un n .
Lemme 17

Soit S minimale avec K=o,

a/ On__a K2>/0
b/ na X (Bg)> 0

e/ 8i Po=P =1, ¢t d = (n,m), on = Pg=1.

- . 2
Déumonstration + a/ On a K2>/O par le lemme 8 ; supposons K> O-. On a
par Riemann-Roch :

1°(nk) + B°((1-n)K) — e quand n 2 o .

Pour np2 , le systéme |(1-n)K)| ne peut contenir un diviseur E .
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sans quoi on aurait (E.K)2>0 (Lemmé-clé) et done K2 £ 0 ; on trouve
e

donc que Pn ~ @ quand n-oeo , ce qui contredit K =0 .

b/ Comme K% = 0 , la formule de Noether s'écrit :
12 Y (0g) = Ypop(S) =2 - ba + b,

soit : 8Y(6g) =-2-kp +b,> -6 (puisque p <1)
d'oll le résultat.

c/ Soient Delnkl , Ee |mK) ; posons m =m'd, n = n'd. Comme Pm™ 1,

en a m'D=n'E € \% Kl ,d'ol D=n'4 , E=n'a pourundiviseg'r
effectif A . Posons & = A -dK dans Pic(S) ; ona m'€ =n'€ =0,

d'ol £=0 puisque (m',n') =1 ; donc Aefdlﬁi et Pg=1.

Théordme 18

Soit S wune surface minimale avec X = 0.. Une des 4 possibilités

suivantes est réalisée :

1/ p,=0, @=0 .Alors 2K=0.0ndit que S est une "surface

g .
d'Enriques”.
2/ p.=0, g=1 : § estune surface bielliptique (remarque 1k4)

g
3/ Py = 1, q@=0 .MAors KZ0 . On dit que S est une "surface K3".
L/ pg =1, @ =2 ., Alors S est une surface ab&lienne.
Démonstration : 1/ 8i P =0, gq=0, o0ona P2>/1 par le théoréme de

Castelnuovo, d'ol par Riemann-Roch :
n°(-2k) +1°(3K)>1 .

Comme pg =0 , on doit avoir P3 = 0 par-le lemme 17. ¢/ , donc
h°(~2K) » 1 ; par suite 2K 20 .

2/ Les surfaces minimales avec P, =0, q21 ont été
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classifides (§l4); il résulte du corollaire 12 que celles
qui vérifient K = 0 sont les surfades bielliptiques.
— Supposons maintenant pg =1 ., Par le lemme 17 b/ , on

a ¢g=0, 1 ou 2.

3/ Si q =0 , Riemann-Roch donne n°(-k) + n°(2K)> 2 ,
dtod h%(-K) =1 et K= 0,

3'/8i q=1, il existe un diviseur &£ tel que £ # 0
mais 2§ = 0 . Appliquons-lui Riemann-Roch :
n°(€) + n(k-€)21  a'od no(x-£)21.
Soit D€ [K-£], K € [K] ; puisque P,=1,o0na
2D = 2KO et donc D = ,}/(o , ce qui contredit‘ e £o.
Il existe donc pas de surface minimale avec K =0 ,

p =1, a=1.

4/ I1 reste & démontrer. qu'une surface vérifient k=0 ,
p =1, q=2 estune surface abélienne. C'est l'objet

de la proposition 20.

Lemme 19

Soient S une surface, B une courbe lisse, p : S —>B un morphisme

surjectif & fibres connexes, C1 seeen Cr les composantes irréductibles d'une

fibre F = . C. . .
fibre F, de p, D= o ng Cl (nlé Z)

b
Alors D25 0, et D% = 0 si et seulement si D = T.Fy (req).
Démonstration : Posons F.b =Zmi Ci- N mi > 0. 0na:

02 =202 c2+2 % n.n.(c..C.)
11 1 1<y 1J 1 3

Eliminons les C? en utilisant.le fait que (Fb'ci) =0 :

m,
e S, 5~ gy sz &= n omlc..c.)
[ R S P58 m L R s I |
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m, m,
2 2 1.
= 2 (c,c) (-n2 - Eiogp o,
5 (Cl CJ) ( n; N n; A, 2n; nJ)
= - Z(C C)mm (E‘.- .lii)2<o
i<y YiTT3CLT 0 ‘m. m.’ =
z J
. n. n,
Comme UC:.L est connexe, on n'a égalité que si nTl‘ = I—n-'l pour tous i,
d'ol le lemme. * J
Proposition 20
Soit S une surface minimale avec =0, p =1, q=2 . Alors

S est une surface abélienne.

Démonstration : Notons A = AIb(S) et « : S —3 A le morphisme &'Albanese.
On distinguera quatre cas, suivant que “oI(S) est une courbe ou une surface,

et KS est trivial ou non.

1/ Kséo

Notons K 1le diviseur effectif de ]Ksi . Ecrivons K = X ng Ci 5

comme K2 =0 et K.Ci} 0 pour tout i s ona K.C, =03 par suite :

0 =K.C, =n, Co+ =+ n,(C,.C.)

i SRS N Sk R
donc ou bien C?L = -2 et Ci est ra.tionnellg lisse (car K.Ci =0) , ou
bien Ci =0, Ci'cj =0 9pour tout Jj#1i.

On conclut gue si l'on &crit K.= g. D, ol les2 D, sont des diviseurs
effectifs & supports connexes et disjoints, on a’ D‘,)< = 0 pour tout «
et :

~ ou bien D, est une courbe irréductible de genre 1 (i.e. une courbe

elliptique lisse ou une courbe rationnelle avec un point double)

- ou bien D, est réunion de courbes rationnelles lisses.

1a/ K#0 et «(S) est une courbe.
[ N N N
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On considére la fibration d'Albanese p :vS ~—) B . Comme B est

de genre 2 , les diviseurs Dy sont contenus dans des fibres de D ;

par le lemme 19 , on doit avoir D, =r, F‘b pour tout « , avec
+ o

r, € Q et bd'éB . Pour n convenable on aura donc :

- N +
nK = F ndeU( =p(Znb, ) avec 1tz

d8s que n est assez grand on-aura Pn>2 , ce qui contredit K =0 .

15/ K£0 et «(8) = A .

Comme A ne contient pas de courbes rationnelles, toute composante D,

de K contenant des courbes rationnelles est contractée sur un point; or
par un théoréme de Mymford,tout diviseur effectif D tel que « (D) soit

2< 0 . Les seuls ‘D, possibles sont donec de la forme

un point vérifie D
nE, ol E est une courbe elliptique lisse, telle que « (E)' soit une
courbe. On sait qu'd translation prés, tout morphisme de E dans A est
un morphisme de variétés abéliennes; de sorte qu'en choisissant convenable-

ment l'origine de A on peut supposer que o{(E) = E' est une sous-variété

abélienne de A. Posons A' = A/E' , et considérons la fibration
f:8~—3A' . Par le théoréme de Bertini (p. S -) 4 il existe un diagramme
commutatif
s £ > A
24
P /
B

ol B est une courbe lisse, et ol les fibres de p sont connexes. Comme
p(E) est réduit & un point, et E2 =0 , on déduit du lemme 19 que
E =(1/qub , Q€ Z. On conclut slors comme précédemment que Pn>/2 pour

n assez grand.

2a/ K=0 et o«(S) est une courbe.
MM—’\NWVMM

Posons o (S) = B , et choisissons un revétement étale de degré> 2 B' —> B

Soit S' =8 x_ B' ; S' est connexe, et munie d'un revétement étale
.B > 3
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Ty S'"—5S.0na x(es,)=o et Ks,aﬁ*xs =0, d'ol
pg(S') = 1; on en tire q(S') =2, Mais ona g(B')23 et q(S')»g(B")
(par exemple parce que la fl&che (s, 12;3,) — B%(s*, .Qé,) est injective),

d'ol contradiction.

Il y a donc une seule possibilité :
2b/ KZ0 et &(S)=4.
W\/\/WM

Pour démontrer la proposition, il suffit de montrer que o« est &tale, puisque
tout revétement dtale d'une variété abélienne est lui—méﬁxé une variété sbé-
lienne; autrement dit, si w est une 2-forme partout # 0 sur A , il
suffit de montrer que o&* w est partout # 0 sur S . Comme o est géné-
riquement étale, la forme «* . n'est pas identiquement nulle; puisque

K =0 ,-elle est donc partout # O .

§7. Surfaces avec K =1 et K =2,

Proposition 21

Soit S une surface minimale. Les conditions suivantes sont &guivalentes.

a/ K= 2

b/ X 2) 0 _et S .non rationnelle

c/ Il existe un entier n, tel gue tout nzn , l'application rationnelle
! Sy &’N est birationnelle.

P

Démonstration : Il est clair que ¢/ => a/ . Montrons que b/ => ¢/ : soit H
une section hyperplane de S . Comme K2> 0 , le théorZme de Riemann-Roch
donne : 1°(nK - H) + p°((1-n)K + H) —> e quand n — .

Puisque ((1-n)X + H).X deviént négatif pour n grand, il résulte du
lemme-clé que le systdme |(1-n)K + H| est vide, donc pour n>n_

Ink - H] contient un diviseur effectif - E :ona nK = H + E, - Tl est
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slors clair que l'application raticmnelle ?nK . -restreinte 5 3 - E_

est un plongement.

Liimplication . &/ => b/ résulte aussitdt du :
i3 ’

Lemme 22

-
. . s 2
Soit S une surface minimsle avec K = 0 . Supposons gque pour un

;
n»1 ., le systéme [nKi ne soit pas r3duit & un seul divissur, de sorte que

K =2%+M , ol Z estls partie Tixe de

nk| et |M! n'a pas de compo-
M

santes fixeé. On a alors K.Z=KM=2" =2.M=M =0; le systdme M

n's pas de points fixes, et définit un morphisme (gel & ((’nK) de S

sur une courbe.

Démonstration : & est non réglée, donc X.Z et K.M sont > 0
(lemme-clg); comme : aK° = .7 + K.M ]

on a K.Z2 =KM=0 . Pulsque le diviseur M est mobile, on & M2>,O
et MZ 20 3 or:

M = M(nK .- Z) = M.Z done Mo =M.Z =0
et par suite 72 = 7.(nK-M) = 0 .

Comme M° = 0 , le systdme [M! est sans points fixes, et définit

donc un morphisme ¢ : S -—)tPN ; si Q(S) était une surface, on surait

M2 >0, done @(38) est une courbe .



34

Remarques 23

1/ On peut emdliorer notablement l'assertion ¢/ : si S est une surface
minimale, le systéme h:l-(] est sans points fixes d8s que n2k ; d3s que
n>»5 , le morphisme qu est un isomorphisme en déhors de certaines courbes
rationnelles, qui sont contractées en des points singuliers d'un type trés
simple ("singulerités rationnelles"). On renvoie & [B] pour une &tude trds

compléte de la situation.

2/ Malgré le peu qu'on en a dit,les surfaces avec K= 2 (appelées
aussi "surfaces de type général" sont celles que l'on rencontre le plus

fréquemment; il suffit pour s'en convaincre de regarder gquelques exemples

- Toutes les surfaces intersections campl&tes, sauf les Vo 3"'Vb,’ Vs os
. ’

V2’3, V2’2’2 sont de type gener'a.l {exemple 16.2) ;

- Tout produit de courbes de genre 2 (plus généralement, toute surface fi-
brée sur une courbe de genre 3 2 , avec fibre. générique de genre >2). est

de type général (exemple 16.1);

- Toute surface contenue dans une variété abdlienne est de tyve général;
-S8i £:8"'=>s eé‘; surjectif, et si S est de type général, alors
S' est de type général.

Passons maintenant ‘aux surfaces avec K =1 :

Théordme 24 _

. . . 2 .
Soit S wune surface minimale avec K= 1 .-Alors K = 0, et 11

existe un morphisme surjectif p : S ~> B, ol B est une courbe lisse,

la fibre générique de p &tant une courbe elliptigue lisse.

Inversement, soient S wune surface minimale, B une courbe lisse,_

D : S—>B up morphisme surjectif dont la fibre générique est elliptique.

Alors 1'une des 3 possibilitds suivantes est réalisée :




(i) S est une surface réglée de base elliptique.

(ii) 8 est une surface avec K. =0 .

(iii) on a K =1 ; alors dans Pic(s)® ZQ :
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K= Z Ty Fbi R riéQ s Ty 0 avec Fb.= p*(bi) .

1

Démonstratipn : Soit § une surface minimale avec K = 1 ; il résulte

du lemme 8 gt de la proposition 21 que Ke' =0 ., Soit n. tel que Pn?r2;
notons Z la partie fixe du systéme |nKl , M sa partie mobile. Le
lemme 22 montre que M d&finit un morphisme ¢ : S =>C D'aprés

le théoréme de Bertini (p. S ) , il existe une factorisation :

ol B est une courbe lisse, et oll la fibre générique F de p est lisse
et irréductible. Comme F est contenue dans un diviseur de |M\ et que
K.M= 0 , on déduit du lemme clé que K.F =0 , d'oll g(F) =1

puisque F2 =0 .

Inversement, partons d'une fibration p : S —> B dont la fibre géné-

rique F est une courbe elliptique. Soit D =Zni c; € Ink| (nez, ni>1)

Comme (D.F) = n(K.F) =0 , les C; doivent 8tre contenus dans les fibres de

Dp; on a donc Dzé 0, 1'égalité n'étant réalisée que si
D= 3. T F.bi

Examinons maintenant le place de S dens la classification. 81 S

, ‘avec ri€Q+ (lerme 19)

est réglée de base C , la fibre F s'envoie surjectivement sur C , donc
C est elliptique ou rationnelle. Si S &tait rationnelle on aurait
K% = 8 ou 9 (remarque T), a'ox |[-K|# @ par Riemann—Roch; mais alors

on trouverait (—K)zs 0 d'aprds ce qui précdde, ce qui est impossible.

Si S n'est pas réglée, on a nécessairement K% =0 , done Jcc2.
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La derniére assertion résulte de ce qui précdde.

Corollaire 25
Ve

Soit S _une surface minimale avec /£ =1 . Il existe un entier d 21

tel que le systdme [daK| soit sans points fixes.

Démonstration : Soient n tel que Pn #0, et De |nK]; on a vu que
+
D=3 T, Fb , » Bvec T, €@ . Soit e un entier > 1 tel que
i
er; =m; soit entier pour tout i ;-alors :
H =p *
enk > m, Fbj_ D (Z m bi)

Pour e assez grand, le systime IZ o, bi\ sur B est sans points

fixes. Il en va donc de méme pour le systéme [dK] , avec - 4 = en.

§ 8. Démonstration du lemme-clé

Soit S une surface minimale, C une courbe sur -S -telle que

(C.X) < 0 . La formule du genre montre que C%)/ o .

a/ On a Pn(S) =0 pour tout n>0 ; car si D€ |nK} , on aurait
D.C > 0 par la remarque utile (p. 6 ) , d'od X.C 2 Q .

~
b/ Si @21 1'image de S dans sa variété d'Albanese est une courbe :

car si C' &était une surface S' , on pourrait trouver une 2-forme holo-
morphe sur Alb(S) ayant une restriction & S' non identiquement-nulle;

par image réciproque, on en déduirait une 2-forme holomorphe non nulle sur S.

Si q21, il. existe donc une fibration p : S~>B , ol B est une

courbe lisse de -genre q .

Premier cas : KES o .

On va supposer que S n'est pas réglée, et arriver & une contradiction.

¢/ Il existe une courbe C telle que C.K< 0, |C+k] =6 .

En effet le produit (C+nK}.C devient négatif pour n assez grand,

»

donc par la remarque utile il existe un n tel que :
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lc+nk| #9 fc+ (m+1)k | = ¢
si p="2 nici5‘0+nKl ,ona DX«cO et”|D+k] =9 ; donc il

existe une courbe Ci vérifiant Ci'K <0, et ona [Ci + Kl|= ¢- .

d/ Soit C une courbe vérifiant C.K<0 , |C+#K|=¢ . Alors g(C) = a3

si @»2 ,; C est une section de la fibration p : > B ;3 si g=1 ,

C est un revétement étale de B .

Appliquant Riemann-Roch, on trouve en effet :
0 = n°(C+K) > 1-q + 1/2 (C2+C.K) = g(C) - g
clest-3~dire g(C)<aq

Si q =0, on trouve g(C) =0 . Si’ q>1 , C ne peut €tre contenue
dans ! ’ une .fibre F.b de p , sans
quoai on aurait Fb = nC (puisque 02)/0 : lemme 19) E d'ol g(F,1 )£ 0
par la formule du genre, et S serait réglée. Donc C est un revétement ra-
mifié de B , de degré 4 , avec i points de remification. La formule
de Riemann-Hurwitz :

2g(C) - 2 = d(2g-2) + r

montre alors que r=0 , et d=1 .saufsi g=1.

e/ Il existe une courbe € sur S vérifiant C.K<-1, [C+k| =0 .

C'est clair si g = O , car pour toute courbe C telle que C.K< O ,
fc+k| = @ >, on a é(c) =0 par & , donc C.K # -1 sans quoi C serait
exceptionnelle. Supposons donc q 21 .

Soit C telle que . (C.K)< O , lC+K| = ¢.. On voit comme en ¢/ qu'il
existe un n tel que :

{2C + nK | contient un diviseur effectif D ; |D+K| =0 .
I

On a DK< -1 . Posons D = ]E n. Ci 3 on peut supposer que tous les
Ci vérifient Ci.K<0 . On a aussi [Ci +K|=0¢ , et par suite g(Ci> =q

(par 4)) .

Supposons qu'il existe un i tel que ni>/2 3 alors 1K+2Ci} =g , d'ol

par Riemann-Roch :
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0 = n%(k#2¢;) 2> 1-g + 1/2 (b¢§ + 20,.K) = 3(g=1) - (C,.K)
ce qui est impossible.
Supposns que r»2 ; alors IK+C1+C2\ =¢, d'ol
_ .0 o L 2
0 = hO(K+C #C,) = h (K+C,+C,) +'1-q + 1/2(C,+C,)" + 1/2(C,+C,) K

= h1(K+C1+02) + g-1 +(c1.c2) .
Ceci entraine CTr\C2 =g et h1(K+C1+02) = 0 ; mais la suite exacte :

0 —3 es(~c1-cz) — QS, — o ® sc — 0

C
1 2
donne h1(—01-02) = h1(K+C1+C2)2.1 , d'ol contradiction.

Ainsi le diviseur D est une courbe irréductible C , qui vérifie

(C.K)<=-1 et |C+K] =90 .

£/ O4 l'on arrive & une contradiction

Soit C une courbe vérifiant (C.K)<-1 et [C+K|=¢ . On a :

n°(C) > 1-q + 1/2 (ce—c.x) =~ (C.K) ,i.e. n°(C)y2 .

Si q =0, on a donc sur S un pinceau de courbes rationnelles : on
conclut par le théordme de Noether-Enriques que S est rationnelle.
Dans le cas g2 1 , supposons d'abord que C soit une section de la fibration
d'Albenese. Sa trace sur une fibre générique F est donc un point, et ce
point doit bouger linairement sur F : cecl entraine que F est rationnelle,
donc que S est réglée.

Reste enfin le cas ol g =1 et C est un revétement étale de B ;
dans' ce cas on considére la surface S' =38 xBC et la fibration p' : S'—>C
déduite de p . Elle posséde une section naturelle e : C —>S' ;
la projection T: S' — S est étale,de sorte que :

(e(c).Kg,) = degc(e*xé,) = degy(Kg) lc= (C.K) < =1 et

Y(6g.) = aegl(m) . Y (6g) =0 )
Le théoréme de Riemann-Roch donne alors comme précédemment h (53',e(C))>2,
de sorte que S' est réglée et donc aussi S .
Deuxiéme cas : K2> 0

g/ Le lemme 10 montre elors que g = O . Comme P, =0, le théordme
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de Riemann-Roch donne
12(-K) 3 1+K° » 2

Supposons que {—K] contienne un diviseur réductible R . Comme
R.K<O , on peut écrire R = C+E , oll C est une courbe irréductible telle
que (C.K)<O et E un diviseur effectif; mais alors IC+k| = \-El=¢ et
on conclut comme en f/ que S est rationnelle.
On peut donc supposer désormais que tout diviseur de T-k| est irréductible.
Comme (—K)2 > P , la remarque utile montre que pour tout diviseur D

effectif sur S il existe un n tel que :
Ip+ k| #¢ D+ (n+1)K | = 0

Soit E&|D + nK|, et supposons d'ebord, E # 0 . Soit C une courbe
irréductible contenue dans E ; ona |C#Kl =0 , et C.K<O puisque 1-x |
contient au moins un pinceau de courbes irréductibles. On en déduit comme
précédemment que S est rationnelle.

Reste le cas ol quel que soit le diviseur D sur S , il existe un n
tel que D + nK ¥ 0 ; eutrement dit, ol Pic(?) = 7.[K]. Comme P, =0,
la suite exacte({a) p. 3 ) mobntre qu'on a alors HZ(S,Z) =72.[K]; la

dualité de Poincaré entraine alors K2 =1 . Mais on a :

\Atop(s).’- 2-2b +1,=3

2
Y &) =1

et i1 y a donc incompatibilité avec la formule de Noether.
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DEUXIEME PARTIE .

§1. Structures de Hodge .

Pour tout Z-module I', on notera PR =T @z R et FC =T @z C .
L'espace vectoriel’ complexe Tc est le complexifié de FR; il est donc muni 4d'

une conjugaison canonique, notée x —> x .

Définition 1 : Une structure de Hodge de poids n sur un Z-module de type fini

I' est une décomposition :

Tg=_@ gP-2 (p,qa 2 0)
p+q=n

ol les H?’? sont des sous—espaces vectoriels complexes de FC’ vérifiant

g9>P = gP-q |

Soit X une variété projective et lisse sur €; pour tout n, la théorie de
Hodge définit une structure de Hodge de poids n sur Hn(X,Z). Le sous-espace
HP>2 ge H™(X,€) est alors canoniquement isomorphe 3 H(X,0P); en particulier
on identifie HO(X,Qi) 3 un sous-espace de H*(X,€) (égal 3 H®*°) via la coho-
mologie de de Rham : les n-formes holomorphes sont fermées, donc définissent

des classes de cohomologie dans Hn(X,C);

Exemple 1 : Stiucture de Hodge de poids 1.
Rappelons que si V est un espace vectoriel réel, il est &duivalent de se

donner une structure complexe sur V (i.e. un endomorphisme J de V tel aque

2 ces
JT = —1v) ou une décomposition de V ®R C en deux sous-espaces complexes con-

Jugués : si V est muni d'une structure complexe, on décompose V ey € suivant
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les 2 sous-espaces propres de J relatifs aux valeurs propres +i et -i; inver-

sement, si Ve_ € =We W, on aérinit J sur V par ld formule J(w+w) = i(w-w)

R

pour tout w e W.
I1 en résulte que la donnée d'une structure de Hodge de poids 1 sur I' est
équivalen%e'a la donnée d'une structure complexe sur FR’ ou encore sur le

| .
tore réel TR/R . 81T = H1(X,Z), le tore complexe ainsi obtenu est la variété

|

de Picard associée a X.

Exemple 2 : Structure de Hodge de poids 2 .

2,0 1,1

C'est une décomposition FC =H’ &H 250 o {052

e H°’2 , avec H =H et

1 = IS

g = i1 . on ne sait pas associer & cette décomposition un objet géomdtri-

que aussi simple qu'un tore complexe.

Définition 2 : On appellera polarisation d'une structure de Hodge de voids
n (T,5%°%) 12 donnée d'une forme bilindaire non dégénérée sur FC’ symétrique
si n est pair, alternéde si n est impair, prenant des valeurs entidres sur T,

et vérifiant

1 A
(a.B) =0 siaern”?, Be.HP :q, et p+p' # n
(a.a) >0 siae B ,n pair ;
i(u.&).> 0 siae B, n impair .

Si.X est une variété de dimension n, le cup-produit définit une polari-

sation sur la structure de Hodge de H(X,Z) .

Exemple 1 : (suite).

Une polarisation correspond 3 une forme alternée sur I', qui &tendde 2 T
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vérifie :
rd
(Jo.JB) = (0.B) et (Ja.a) >0 opour a,B ¢ Tg -
C'est ce .qu'on appelle une forme de Riemann (ou une polarisation) sur le tore
complexe T = FR/T . A partir d'une telle polarisation, la théorie des fonc-
tions théta fournit un plongement projectif de T, qui est donc une variété

abélienne .

Exemple 2 : (Suite)

Soit (F,Hp’q) une structure de Hodge polarisée de poids 2, de sorte que

Toa = H2’0 ® H”1 ® H°’2. Les 'sous-espaces Hg’o et Ho’2 sont isotropes; comme

c

(a.0) >0 pour tout o € H2’°

, la restriction de.la-forme bilindaire &

2,0

H o E°*2 est non dégénérée, de sorte que H1’1 est 1l'orthogonal de

2,0 2

H & H°’C dans Te- 11 en-résulte que la donnée sur I', muni d'un produit sca-

laire, d'une structure de Hodge polarisée (par le produit scalaire donné) &-
2,

S

quivaut 3 celle du sous-espace isotrope H °® dans FC’ vérifiant (o0.c) > 0 pour

tout o € 72° .
Notons G(Tc) la grassmannienne des sous-espaces isotropes de dimension
h2’o de Ty; c'est une variété algébrique projective. La condition (a.a) > 0

2,0 définit un ouvert (analytique) GO(PC) de G(FC), dont les

pour tout o € H
points correspondent bijectivement aux structures de Hodge polarisées sur T
(muni d'un produit scalaire fixé).

Soit X + T un morphisme'lisse de variétés algébriques, dont les fibres
sont des surfaces, et soit O un point de T. Posons I' = HZ(XO,Z), muni de la

forme d'intersection. Supposons que l'action de ﬂ1(T,0) sur T soit triviale;

il existe alors pour tout t ¢ T un isomorphisme canonique I' -+ HQ(Xt,Z),
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respectant les formes d'intersection. En transportant par cet isomorphisme la
structure de Hodge polarisée deAHQ(Xt,Z), on obtient, pour tout t une structure
de,quge polarisée de poids 2 sur I', d'oll une application T =+ GO(TC). La théo-
rie de Hodge pérmet de prouver que cette appliéation est analytigue; on dit
que c’estrl'"application des périodes" de la famille de surfaces X - T,

Cette terhinologie est justifiée par la raison suivante. La structure.de
Hodge d'une surface X est déterminde par la position de B25° dans HQ(X,C); or
si.l'on identifie H2>0 3 EO(X,0°) et HA(X,C) au dual de Hy(X,e), la fl¥che
i HO(X,Q2) > H2(X,C)* correspondant 3 1'inclusion est donnée par
<i(w),y> = fym pour w € HO(X,QZ), Y € HZ(X,Z). Si 1'on fixe une base (uy)
de_ﬁd(X,Q?) et une ﬁase (Yi) de He(X,Z), la structure de Hodge est déterminée/
par la‘"matrice des périodes" (f ;wa) .

'8i par exemple pg(X)'= 1, la—variété G(TC) est la quadrique dans
P(HE(X,C)) définie par 1l'annulation de la forme quadratique sur HZ(X,C); si
l'on choisit une base <Yi) de H2(X,Z), le point de-cette quadrique correspon-
dant & la structure de Hodge de HZ(X,Z) a pour coordonnées IY-M , ol w est une

i
2-forme #0 sur X.

Probléme de Torelli .

R. Torelli a démontré (tT]) que la donnéq des périodes d'une surface de
Riemann X (i.e. de la structure de Hodge polarisée sur H’(X,Z), ou encore de
la jacobienne polarisée JX) caractérise X 3 isomorphisme pr&s. On appelle
maintenant "probléme de Torelli" la question de savoir si les structures de
Hodge polarisées sur la cohomologie d'une variédté déterminent la variété. La

solution de ce probléme trés difficile n'est .connue que dans. de rares oas.
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Le cas des surfaces K3 a été résolu récemment par Chafarevitch et Piatechki-
Chapiro ([Ch-P]); on va donner ici une indicatiod/de leur démonstration.
On renvoie pour les détails (et des compléments) & 1'article [Ch-PJ.

Etudions d'abord le probléme de Torelli pour les surfaces abéliennes.
La structure de Hodge de poids un d'une telle surface A détermine sa variété
de Picard, c'est & dire 14 varidté abdlienne duale A; il est bien connu aque
1'on récupdre A comme variété abdlienne duale de A. On a &galement un théord-

me de Torelli pour les structures de Hodge de poids 2 :

Proposition 3 :

Soient A, A' deux surfaces abéliennes. Si les structures de Hodge vpola-

risées sur HQ(A,Z) EE.H2(A’,Z)'sont isomorvhes, A et A' sont isomorvhes.

Démonstration : Rappelons qu'il existe un isomorphisme canonigue de A2H1(A,Z)
sur HQ(A,Z); avec cette identification, la décomposition de Hodge de H2(A,C)

est donnée par :

52(a,€) = A%H'(a,0) = A%2"° & (n'"%u"") & A%H°T .

1,0

I1 faut donc montrer que la position de H dans H1(A,€) est caractérisée

par celle de A°E1° dans A2H1(A,€); or, c¢'est 13 un résultat bien connu: il

exprime que le "morphisme de Pliicker", qui va de la gressmannienne des droi-

3

tes de P~ dans PS, est un plongement.
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§2. Surfaces de Kummer et surfaces K3 .

Rappelons (Théor&me 18;Jére partie) qu'une surface K3 est une surface
vérifiant X =0, q = 0. Les intersections compldtes Vy» V2’3, v2,2,2 sont des
surfaces K3 (cf. exemple 16, 18re partie); plus 5énéralement, pour tout g 2 3
il existe une Ifamille de surfaces K3 de degré 2g-2 dans P8, Nous allons indi-
quer une construction particulidre de surfaces K3, & partir de surfaces abé-
liennes.

Soit A une surface ab8lienne. L'involution 6 de A, définie par 6(a) = -a,
admet 16 points fixes isolés ByseeesByps qui sont les points d'qrdre 2 de A.
Notons € : A + A 1'éclatement de ces 16 points, Ei le diviseur exceptionnel
6_1(ai) (1 < i < 16). L'involution 6 se prolonge en une involution o de A.-
On désigne par X la variété quotient 3/6, par T : A+X 1l'application canoni-

. = B
que; on pose L. H(El; .

‘Proposition 4. La surface X = A/0 est une surface K3, appelée surface de

Kummer assocife & A.

Démonstration : Montrons d'abord que X est lisse. C'est clair en dehors des
L;; solent p e E; , a4 = m(p). On peut trouver des coordonnées locales (x,y)
sur A au voisinage de e telles que :

ekx‘= -x e*y = -y
et que x et t = % forment un systéme de coordonnées locales dans K au voisi-
nage de p. Comme ot = t; on conclut que t et u = xg forment un systéme de

coordonnées locales sur X au voisinage de q; en particulier X est lisse en q.

Soit w une 2-forme holomorphe non nulle sur A. La forme c*w est inve-
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riante par 0; elle est donc de la forme ﬂ*é, ol o est une 2-forme méromorphe
sur X. Il est clair que o est holomorphe et partéut #0 en dehors des Li; au
voisinage de a;, on & :

w=%kdx A dy ketC€
d'old, esu voisinage de p : ew = k dx A a(tx) = kx.dx A dt = % m(au A at),
ce qui montre quelu = %-ﬁu A dt est holomorphe # 0 sur L. Ainsi o est une
2-forme holomorphe partout # O sur X, donc KX = 0. S'il existait une 1-forme
holomorphe non nulle sur X, on en déduirait une 1-forme holomorphe # O sur A
invariante par 6, ce qui est impossible : donc q(X) = 0 et X est une surface
K3 .

Le surface de Kummer X contient 16 droites rationnelles LT,...,LTG; vé-

rifiant Li'Lj = 0 pour i#j. Inversement :

Lemme 5. Soient X une surface K3, L1""’L16 16" courbes lisses rationnelles

telles que L. n L5‘= ¢ pour i#j. Supovoscons qu'il existe 1 e Pic(X) tel que

21 = IL; dans Pie(X). Alors X est une surface de Kummer.

Démonstration‘& Notons L le fibré en droites de classe 1; soit s une section

®2

du fibré L - dont le-diviseur des zéros est ZLi.

Posons : A = {x ¢ L, 2 =5} .

La projection de L sur X 3éfinit un rev@tement double T : g X, ramifié le
long des L;. On a ﬂ*Li = 2Ei , ol Ei est une courbe rationnelle lisse; de
plus :
2 _ * 2 _ 2 _ _ Yol RE = -
VET = (mL) =21y = -k a'oll Ef = - 1.
Le critére de contraction de Castelnuovo montre qu'il existe un rorphisme bi-

. ~ .
rationnel € : A »> A qui contracte les E{ . Prouvons que A est une surface
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abélienne. On a :
:*‘ =* '/ =0 .
Kﬁ = ek, + IE; =7 Ky + ZEi , dfol K, =0.
Calculons X(GA) = X(OK)_. On vérifie facilement que ™, 05= BX oL 3 par

2

suite x(GA) = x(GX) + X(L—1) =L + %-1 par Riemann-Roch.

or 12 =7% (ZLi)a = -8 ; on a donc X(eA) =0, d'ol q(A) = 2.,
La classifichtion ées surfaces (Théorsme 18, {ére partie) montre que A est
une surface abélienne.

Notons ¢ 1'involuticn qui &change les deux feuillets du revétement rami-

fié T; comme c(Ei) = E. , e.le provient d'une. involution & de A. Soit

i
a; = e(Ei) 1'un des points fixes de 0; 6 opére sur 1'espace tangent & A en
a; par multiplication par -1. On en d&duit aussitdt que 0 est 1'involution
a +*> -a de A, pour la structure de groupe de A pour laquelle a; est 1l'origine.

Par suite, X est la surface de Kummer assocife & A.

Lemme 6. Avec les notations précédentes, désignons par LX le sous~—groupe

de HQ(X,Z) engendré par les L;. Le sous-groupe j*s*Hg(A,Z) c.HZ(X,Z) est 1!

orthogonal de L, dans He(x,z).

Démonstration : Au cours de la démonstration, on notera pour abréger
Hi(T) = Hi(T,Z) pour toute varidté T.

Il est immédiat que W*E*Hé(A) c (LX)L; montrons 1'inclusion contraire.
Soit x € (LX)L; comme T x est orthogonal aux E;, il existe & ¢ HZ(A) tel que
T'x = €*a. Comme x = %-n*v*x, il suffit de prouver que a = 2a' pour un

a' € H2(A); ou encore, par dualité de Poincaré, que (a.b) est pair pour tout

b e HO(A).
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1

- -
Posons A" = A ~ UEi’ =X~ ULi 5 nofons W' : A' + X' le restriction

. I3 - rd

de 7. Considérons le diagramme de suites exactes

16 {Ly)

0 ——— I —— Hz(‘x)

|

0 ——> g

%

1
[

T lﬁ’*
2

[ —

6 (B5)

—2 s F*(R) ———— F(A') ——— 0
On ve montrer plus bas que T'* est surjectif; on en déduit que Hg(ﬁ) est en-
gendré par Tm(7™) et les E;. Posons v = 'y + In;E;, avec y ¢ FQ(X),
n; e Z; on & :
(a.b) = (e¥a.e™p) = ("a.1™y) = (Fx.77y) = 2(x.y)
d'ol le résultat.
I1 reste & montrer que 7'* est surjectif. Puisque 7' est un revétement &tale
de degré 2, il existe une suite spectrale :
Bt = #2(2/(2) B4 a")) = 7 x)
Notons g 1'action de 1'involution o (restreinte & A') sur H(A'), et
e_= (*1)p;Id . La théorie de la.cohomologie des groupes finis donne :
D HI(A')
Y = Ker(o -e_) '/ Im(c +¢ ur 0.
: r(qp)/ ,(qp)po p#
Pour g < 2, la restriction H3(A) + H3(A') est un isomorphisme; par suite
' 2,1 - 3,0

Uq = eq pour q <'2. On en déduit en p&rticulier'Ee = E2 =0 ; il en ré~

sulte gque 1

'"edge-homomorphisme" HQ(X') *.Eg’a de la suite spectrale est sur-

jectif. Mais cet homomorphisme n'est autre que m'*; ceci achdve de démontrer

le lemme .

Proposition 7. Soient X et X' deux surfaces ds Kuamer, 9P :

2 2 . . . . . - - .
H°(X,Z) » E°(X',Z) un iscmorphisme de siructures de Hodme volarisfes, tel cue
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?(LX) = Lyi . Alors X et X' sont isomorphes.

Démonstration : Notons A,A' les surfaces abéliennes associfes & X,X'. Il est
immé&iat que (W*Efa.n*e*b) = 2(a.b) pour a,b € HQKA,Z); en particulier W*E*
est injectif. IT résulte alors du lemme 6 que ¥ induit un isomorphisme ¥ de
HQ(A,Z) anrH2(A',Z); respectant le cup-produit. Il est clair que ¥ induit un
isomorﬁhisme de structures de Hodge; la proposition 3 montre alors que A et

A' sont isomorphes. Elles sont par conséquent isomorphes comme variétés abé-

liennes, ce qui entraine que X et X' sont isomorphes.

§3. Surfaces de Kummer spéc.ales.

On dit qu'une surface de Kummer assocife 2 une surface abélienne A est
spéeiale si A est réductible, i.e. s'il existe une suite exacte de variétés
abéliennes :

0 —E — A 25 E—0.
ol E et E' sont des courbes elliptiques.
Notons R la courbe (rationnelle) quotient de E par 1'involution x i -x; on

a un diagremme commutatif :

s

—————

X
€ lq
R

u
—

»
l‘.li#Td——":b

On dira que la fibration q : X = R est une "fibration de Kummer" pour X. Il
est cleir que g est lisse en dehors des 4 points de ramification TiserssTy

de u.
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Proposition 8.

Soient e un point d'ordre 2 de E, ay,...,8), les 4 voints d'ordre 2 de A

tels gue p(ai) = e; on pose r = ule). On a :

*
QT =2F, +Ly+L, + L+ Ly

ol F_ est une courbe rationnelle lisse et Fr'Li =1(1<4is<h),

Démonstration : On a : )
. L

* 1 * * * * a
Qr=5mMTQqQr=mepe=Tm, (Fe + i£1Ei) ,

ol ﬁe est le transformé strict dans A de la courbe elliptique F, = p—1(e).
L'involution ¢ induit sur ?e une involution du type x +* —x; par suite,

- o i s o
mF, = 2F. , ol F. = Fe/(c) est isomorphe 3 P .

Corollaire 9.

Soient X (resp. X') une surface de Kummer soédciale, f (resp. f') la fibre

générique d'une fibration de Kummer. Soit @ un isomorvhisme de HQ(X,Z) sur

HZ(X',Z), induisant un isomorphisme des structures de Hodge polarisées, trans-

formant eycles effectifs en cycles effectifs, et tel que P(f) = £'. Alors

X et X' sont isomorphes.

Démonstration ': Compte tenu de la proposition 7, il suffit de prouver gue
= = 3 3 * 3t T = 20 Uy, .
W(LX) Ly, - Ona f =2F + i£1Li dans Pie(X), d'od £' = 29(F ) + £¥(L;)
dans Pic(X'). Comme les seules décompositions de f' en somme de diviseurs ef-
1

fectifs sont de la forme f' = 2F ., + ZL3 , on en déduit que ?(Li) = Lé , d'od

le résultat.
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Pour f € Pic(X), on notera ék(i) le soﬁ%~groupe de Pic(X) engendré par
les élements x tels que x2 = -2, x.f=0; sife¢ g%(f), on pose
Sx(f) = §X(f)/z.f, et on le munit de la forme quadratique induite. Supposons
que f soit la fibre d'une fibration q: X -+ P‘, & fibres connexes; soit x un
€1ément de Pic(k) tel que x2 = -2 et x.£ = 0. Le théordme de Riemann-Roch
montre que l'une des classes x ou -x contient un diviseur effectif, qui est
nécessairement une somme de composantes des fibres de q. On en déduit que

dans ce casile module §X(f) est engendré par les composantes des fibres de q.
)
by

. i
Notons par ailleurs D), le module Z muni du produit scalaire défini par:

e,-e; =1 pour 1<is<3~
e? = -2 pous. 0 <1i<3
ei.ej =0 pour 1<1i<j<3.

I1 résulte aussitdt de la proposition 8 que lorsque f est la fibre d'une fi-

bration de Kummer, Sx(f) est isomorphe comme module quadratique 3 (Dh)h.

Proposition 10.

Soient X une surface K3, q: X > P1 un morvhisme surjectif 3 fibres con-

nexes, £ la classe dans Pic(X) d'une fibre de q. Supposons que Sx(f) = (Dh)k;

alors, X est une surface de Kummer spéeiale, et q est une fibration de Kummer.

Démonstration : Il résulte aussitdt du lemme 19, 18re vartie, que la forme
quadratique sur Sx(f) est négative non dégénérée. Le module quadratique
~Sx(f) se décompose donc de manidre unique comme somme de sous-modules irré-
ductibles; chacun de ces sous-modules est engendré par les composantes d'une
fibre réductible.

Sous 1'hypothése de 1'énoncé, on conclut que q admet quatre fibres ré-
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ductibles, de type Dy; c'est 3 dire que chaque fibre réductidble s'écrit
Fk=2Fl'c+i§1 Lhk-i-i k=0,...53 .
On obtient en particulier 16 courbes rationnelles lisses Li’ deux & deux sans
point commun, et telles que ZLi = —2(ZF£) + Lf. On déduit alors du lemme 5
que X est la surface de Kummer assocife & une surface abélienne A.
Considérons 1é revétement remifié 7 : & - X, et posons El = W_’(Fé) .
C'est un revétement doudble de P1 remifié en 4 points, donc une courbe ellipti-
que, qui coupe transversalement les droites exceptionnelles ET"“’Eh' Par
suite;'s(Eé) = E' est une courbe elliptique sur A; en choisissant une qrigine
convenable sur E' et A, on peut considérer E' comme une sous-variété abélién-
ne de A. Notons E la courbe elliptique A/E'; on a un diagramme commutatif :

i s X

q

B e B> a—— >}

r > P1

ol r est un revétement double, ramifié au-dessus des It points de P1 au-dessus
desquels q n'est pas lisse. On en conclut que q est une fibration de Kummer

pour X.

Lemme 11 .

Soit X une surface K3, et soit f e Pic(X) une classe orimitive (i.e.

f=mf' pour m entier entraine m=t1), telle que f2=0 et (f.x) 2 0 pour tout di-

. . . . 1 .
viseur effectif x. Alors f est la fibre d'un morvhisme q: X + ® & fibres con-

nexes.

Démonstration : Comme (f.h) > 0 si h est la classe d'une section hyvervlane,
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-f ne peut &tre la classe d'un diviseur effectif. Le théoréme de Riemann-Roch
montre alors que h®(f) > 2, Ecrivons f = Z+M, oll Z est fixe et M n'a pas de
composantes fixes. L'argument du lemme 22, 18re partie, montre que 22=M2=0.
On en déduit que Z=0 (sans quoi Z serait mobile par Riemann-Roch) et que [M]

1
est un pinceau sans points fixes. Tl définit donc un morphisme ¢ : X + P,
qui se factorise (thBordme de Bertini) ent q : X <R+ ¢ P1, ol p est &
fibres connexes. Comme q(X) = 0, la courbe C est isomorphe & P‘. On & donec
|

f = d.f', oll £'|est la fibre de p et d le degré du morphisme r. Msis 1'hypo-

l
l

thése entraine d=1, d'oll le résultat.

Théoréme 12.

Soient X une surface de Kummer svécimle, X' une surface X3, P :

HQ(X,Z) - HQ(X‘,Z) un_ isomorphisme de structures de Hodge polarisées, trans--

K3

formant cycles effectifs en cycles effectifsﬂ Alors X et X' sont isomorphes.

Démonstration : Notons f la classe dans Pic(X) de la fibre d'une fibration de
Kummer; considérons 1'€lément f' = ?(f) e Pic(X'). I1 vérifie les hypothéses
du lemme 11; il @8finit donc une fibration g: X - P’,‘é fibres connexes, et
on a SX,(f') = (Dh)h. T1 résulte alors de la provosition 10 que X' est une
surface de Kummer spéciale et q une fibration de Kummer. On conclut avec le

corollaire 9.

Remarque 13. Soient X, X' deux surfaces K3, \p: Fie(X) = Pic{X') wun isomor-
phisme respectant le cup-produit, h' 1a classe dans Pic(X) d'une section hy-

e X. Les conditions suivantes sont équivalentes :

fot

perplane

a) ¥ transforme les cycles effectifs en cycles effectifs;



b)Y (h) est la classe d'un diviseur ample.
En effet, cela résulte facilement du fait que les tlasses de diviseurs effec-

tifs sur X sont les sommes d'éléments x ¢ Pic(X) tels que : x2 = -2, (x.n)>0.

Théoréme 1L.

Soient X (resp. X') une surface K3, h {resp.h') la classe d'une section
hyperplane. On suppose qu'il existe un isomorphisme P : HE(X,Z) > HQ(X',Z),
induisant un isomorphisme des structures de Hodge polarisfes, tel que ‘Y(h)=h’.

Alors, X et X' sont isomorphes.

Tdée de la démonstration : On construit un espace analytique Mg, qui est un
espace des modules grossier pour les surfaces K3 munies d'une "polarisation”
h telle que h2 = 2g-2. Pour eéla, on,considdre le schéma de Hilbert qui vara-
mdtre les surfaces de degré 2g-2 dans P® qui sont des surfaces K3, et on le
divise par 1l'action des automorphismes de pe.

Soit d'autre part I' un module quadratique isomorphe au H2 d'une surface
K3, n un élément de T tel que n2 = 2g-2, On désigne par G”(rc) la sous-varié-,

té de G?(Tc) (§1)'forméé des sous~espaces H2’°

de Pc qui sont orthogonaux
‘a.n. Notons D le groupe (discret) des automorphismes de T' qui fixent n et P
1l'espace analytique quotient Gh(Pc)/D. En choisissant arbitrairement, pour
toute surface K3 polarisée (X,h), un isomorphisme u de HZ(X,Z) sur T tel que
u(h) = n , et en transportant. sur T' la structure de Hodge de HQ(X,Z) par cet
isomorphisme, on obtient une application-des périodes v : Mg + P, qui est a-
nalytique.

L'énoncé du théordme signifie que p est injectif. Or, le théoréme 12

(joint & la remerque 13) montre que p—1(p(x)) = {x} lorsque le point x de Mg
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correspond. & une surface de Kummer spéciale., On montre alors gque 1'ensemble
des p{x), ol x correspond & une surface de Kummer spéciale, est dense dans

P. L'injectivité de p en résulte aussitdt.
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