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UNE NOTION DE RESIDU EN GEOMETRIE ANALYTIQUE

par A. BEAUVILLE

Introduction

P

Le but de cet exposé est de donmer la définition et les propriétés élé-
mentaires du "résidu" défini par A.GROTHENDIECK en géométrie algébrique.
On se place ici dans le cadre de la géométrie analytique de [ﬂ , c'est-3-dire que

les espaces analytiques considérés sont de dimension finie sur € .

I. - Préliminaires : catégories dérivées

Rappelons bridvement les propriétés des catégories dérivées ( [2] , [3]).
Soit A une catégorie ab&lienne ; on désigne par K(A) la catégorie dont les objets
sont les complexes d'objets de A et les fléches les classes d'homomorphismes de
complexes pour la relation d'homotopie (les complexes considérés sont toujours des

complexes de cochaines, i.e. 3 différentielle de degré + 1).

On dit qu'un morphisme de K(A) est un quasi-isomorphisme s'il induit un isomorphis—
me sur 1l'homologie. La "catégorie dérivée" D(A) est caractérisée par la propriété
suivante : il existe un foncteur Q : K(A) —>D(A), transformant quasi-isomorphismes
en isomorphismes, et tel que tout foncteur de K(A) dans une catégorie quelconque
transformant quasi-isomorphismes en isomorphismes se factorise par Q. Le foncteur

Q est essentiellement surjectif, de sorte qu'om peut encore considérer les objets

de D(A) comme des complexes d'objets de A.
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Lorsqu'on ne considére que les complexes bornés inférieurement (resp.
bornés supérieurement, resp. bornés), on obtient des sous—catégories pleines de
+ + - -
K(A) et D{A), notées K (A) et D (A) (resp. K (A) et D (A), resp. Kb(A) et

D°(a).

Si F : A—3»B est un foncteur additif de catégories abélienmes, on peut
sous certaines conditions définir un "foncteur dérivé" RF : D(A) —»D(B), carac~
L
térisé par une propriété universelle. Signalons seulement un cas important d'exis-

tence du foncteur dérivé :
/ \
THEOREME |

Soient F : A4 —>B un foncteur {eovariant) additif de catégories abdlien-

nes, L une sous-catégorie pleine de A, poss&dant les propriétés suivantes :

(i) L est stable par extension et conoyau (resp. noyau)

(ii) Tout objet de A se plonge dans un objet de L (resp. est quotient
d'un objet de L).

(iii) F transforme toute suite exacte courte d'objets de L en

suite exacte.

Alors
a) Pour tout objet X' de K+(A) (resp. K (A)),il existe un quasi-isomorphisme

X' —P°, avec P'e Ob K*(L) (resp, P° —> X', avec P'& Ob K (L)),

b) I1 existe un "foncteur dérivé" 3? : D+(A) S D+(B) (resp. EF : D—(A) —9—D-(B)k

avec les notations de a. , on a : RF(X') = F(P") (resp. &F(X') = F(P")).

Remarques

Les conditions (i) & (iii) sont remplies notamment par la catégorie

des objets injectifs (resp. projectifs) de A, lorsque A poss&de assez d'injectifs
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(resp. de projectifs). Lorsque X est un complexe réduit i un seul objet en degré zé-
ro, les objets de cohomologie de gf(x) sont alors les foncteurs dérivés classiques

R’ F(X) de CARTAN-EILENBERG.
Le théoréme | s'Btend facilement au cas d'un foncteur contravariant

ou d'un bifoncteur.

Exemples.

Soient (X,OX ) un espace anneld, Mod(X) la catégorie des OX-Modules H
+ -
dans la suite, on &écrira simplement D(X), D (X), D (X) pour D(Mod (X)) ,

D" (Mod(X)), D (Mod(X)) .

La catégorie Mod(X) a assez d'injectifs (CARTAN-EILENBERG) ; si Ab désigne la

catégorie des groupes abé&liens, on peut donc définir les foncteurs :

RO 070 —> ')
R Hom : D(X) x D+(X) —>D(Ab) ("Hom globaux')
RHom : D(X)x D (X) —>D(X) ("Hom locaux")

avec H'(R M(F)) = B (X, F) ; H (R Hom(F, G)) = Ext'(F, 6) (Ext globaux)

H'(R Hom (F, G)) = Ext® (F, G (Ext locaux).

Si f : (X,OX )-——)(Y,OY) est un morphisme d'espaces annelés, on définit de méme

RE, : DT —>DT (M 5 onaura HRE () = RN £,(P).

D'autre part, il est facile de vérifier que la catégorie des OY~Modu1es
plats posséde les propriétés (i) a (iii) vis-3a~-vis du foncteur image réciproque f*;
on peut donc définir le foncteur dérivé L . D (Y) —»D (X).
De méme, le produit tensoriel sur X admet un foncteur dérivé
e : D(OAD (X) —»D (X) . On remarquera que les faisceaux de cohomologie des

complexes obtenus ne peuvent se calculer par la méthode de CARTAN-EILENBERG faute
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de comnaitre les projectifs dans Mod(X).
/A
THEQREME 2

Soient F : A —»B, G : B —»C deux foncteurs covariants additifs de
cat@gories abéliennes; supposons données des sous—catégories pleines LcA
et K¢B poss&dant les propriédtés (i) 3 (iii) du thorgme 1 vis—3-vis de F et G (de
sorte qu'on peut définir des foncteurs dérivés RF et RG, resp. LF et LG) ; suppo-

sons en outre que F(L) ¢K. Il existe alors un isomorphisme fonctoriel canonique:

R(G o F) ~~Z> RG o RF

(resp. L(G o F) 31LG o LF) .

Cet isomorphisme remplace avantageusement la classique suite spectrale

de LERAY. Dans le cas d'un morphisme f : X —»Y d'espaces annelés, on trouve par

exemple les isomorphismes :
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2. - Prélimipaires : foncteur f!

Soit £ : X —>Y un morphisme d'espaces analytiques. Le foncteur
R f* : D+(X) ~—+D+(Y) a un adjoint & gauche, 3 savoir _I_;.f* 3 la théorie de la dua-
1icé ( [2] , [S] ) montre qu'il a aussi un adjoint a droite f! : D+(Y) —>D+(X),
lorsque f est propre. Ce foncteur satisfait les propriétés habituelles d'un adjoint
vis—3~vis de la composition des morphismes. Lorsque f est fini, la formule d'adjonc—

tion donne une définition directe de £! ; une formule de changement de base donne
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alors une définition explicite de f£! 1lorsque f est lisse ( [4] ) .

Pour éviter d'utiliser les résultats de la théorie de la dualité, on va
procéder différemment et définir a priori le foncteur f! pour un morphisme lisse

ou fini ; on vérifiera ensuite par le calcul les propriétés nécessaires 3 la suite.

Rappelons quelques définitions de géométrie analytique. Soit X un espace

analytique ; une suite (tl"' tn) d'éléments de M (X, Ox) est dite Ox-réguliére 81

. s ' o o . 0 .
pour tout i(l¢i¢n) ti n'est pas diviseur de z&ro dans le faisceau x/(tr-'ti-;)"’x
Une immersion fermée d'espaces analytiques Y —»X (i.e. un isomorphisme
de Y sur un sous—-espace de X, défini par un idéal I de OX) est réguliére si I est

. . . . - 2
engendré localement par une suite Ox-regullere. Ceci entralne que le OY -Module I/1

("Module conormal" de 1'immersion) est localement libre ; son rang r est la "eodi=

mension” de 1'immersion régulidre. On pose W x " Hom,, (AT I/Iz,OY) ; c'est
Y

un faisceau inversible sur Y.

Si f : X —>Y est un morphisme lisse de dimension n (c'est-3-dire un
morphisme plat dont les fibres f-.l(y} sont des varidtés de dimension n), le faisceau
~Module localement libre de rang n

X

(c'est le faisceau qui induit sur chaque fibre f—l (y) le faisceau des 1-formes dif-

des différentielles relatives O;(/Y est un O

férentielles régulidres, au sens classique, sur cette variété ; cf. [l] )} ; on pose
n 1 n P P Pl '
[<8) = = = . C r n
/Y A QX/Y n'X/Y’ avec en général ﬂfo N ,ﬂ,x/Y est encore u

faisceau inversible sur X.
PROPOSITION 1

Soient £ : X —»Y , g : Y —>7 deux morphismes d'espaces analyjiques
tels que £, g et gf soient des morphismes lisses ou des immersions fermées régu-

lidres. On a des isomorphismes :

. iad -
Efg' Wyiz — 7 Wxyy ®x Wy gz v



La démonstration se dé&duit facilement des deux suites exactes suivantes

- Si f et g (donc gf) sont lisses :
o—f" ), —N —>0, —>0
/z x/z /Y
- Si g et gf sont lisses , et si f est une immersion fermée régulidre,

définie par un idéal I :

1
2 * 1
0 —> /1" — £ .y, —>,,—>0
Voir [2] pour les détails.

Soit £ : X —»Y un morphisme fini (i.e. propre 3 fibres finies) ;
on sait alors ( [1J ) que le foncteur f, est exact et réalise une équivalence
de la catégorie des qK-Modules avec la catégorie des fx(ox)-Modules. On désignera

-1 o . P . . . -~
par (f“ ) un foncteur quasi-inverse (défini 3 un isomorphisme canonique prés).
Définition

Soit f : X —»Y un morphisme, F'e D+(Y). On pose :
. : . . ! . x, .
- Si £ est lisse de dimension n : £ (F') = £ (F')e UJX/Y [n]
(ol G° [n] est le complexe G translaté de n degrés vers la gauche).

OX’ F).

- $i £ est fini : £1(F") = (£,') R Hom, (£,

Y

Conformément au § 1, ce dernier complexe se ecalcule & 1'aide d'un com~

plexe d'injectifs I' quasi-isomorphe & F' : i) = (f;l) Hom: (£, OX’ 1y,
Y

I') étant consid8ré comme complexe de f* OX—

le complexe gggoY(f* OX’

Modules de manidre évidente.

THEOREME. 3

a) Soient f, g deux morphismes lisses ou finis, tels que le composé gf

~ \
soit lisse ou finij il existe un isomorphisme fonctoriel Cf . : f£! g! — (8f) .
3

H
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b) 81 u : Y' —>»Y est un morphisme de changement

1
XxYY’ SIS de base plat, on a un isomorphisme fonctoriel :

' I B o
Lf lf dg  ru f >t oWt
Y ety
c) Soit i :+ Y —>X une immersion fermée régulidre de codimension n ;

il existe un isomorphisme fonctoriel :

75 i) it e Wy /x []

Les points fondamentaux de la démonstration (cf. [2] ) sont les sui=-

vants :

b) la définition de l'isomorphisme 4 o8t immddiate. Si u (donc u') est

. . . . . b
lisse, on a aussi un isomorphisme fonctoriel d% el u! f‘- A A ENTL
3

£,

a) Le morphisme ce g se construit facilement lorsque f et g sont lisses
¥

3 partir de 1'isomorphisme Ef e de la Proposition 1,lorsque f et g sont finis & par-
»

.

tir d'un isomorphisme classique pour les modules d'homomorphismes et du théorEme 2 ;
et aussi lorsque f est une immersion fermée régulidre et g et gf sont lisses, grice
au c¢) et 3 1'isomorphisme T £,8 " Le cas général se déduit de ces cas particuliers

s

par la considération de certains graphes de morphismes.

Etudions par exemple le cas ol f est fini, g lisse,gf fini : on forme le graphe

/sz‘l » j+X—>X X, Y de £ (dé&fini par Py O j = Idx'
P 2
X l l £ P, © j = f) et on définit c; g Par

X ———=Y . ’]

c. ar C. y

Rg v PPy 4 gfe ot 1 TP :
i cp gt f g —Bip, gE0Bilp (e =100

¢) I1 reste 3 construire 1'isomorphisme My 3 en remplagant F' par un

complexe quasi-isomorphe formé de Modules plats, on est ramené 3 construire

1
7Li : 1T(F) LV-}]'_“‘(F) ewY/x[—n] lorsque F est un OX-Module plat. On utilise pour
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cela ies'complexes de KOSZUL" : si t ., ..., t sont des sections de O,, le "complexe

1’ X’

de KOSZUL de 0X relatif aux (ti)" est le complexe de OX—Modules :
,n'*l Tt 1 n
0 — /\“(og) 5> A (Ox) — e = A (Ox) —> 0y —>0
ol la différentielle dp : /\P(O?() ——-a»/\""(o?() est définie sur la base canonique

(e]... en) de O; par :

Lorsque la suite (tl see £ )} est Ox-réguliére, il est bien connu que
ce complexe est acyclique en degré # 0 (cf. par exemple [ EGA III 1.1.4] ), donc

fournit une résolution de Oy /(tl...tn)-ox :

Soit alors i : Y —»X une immersion fermée réguliére, définie locale-

ment par une suite Ox~réguliére (t] ‘e tn) .

Si K' est le complexe de KOSZUL de OX relatif aux (ti)’ on a

localement :

PR _ ~ . ~J . -
i i (F) =R Hom:X(OY, F) =+ Hom X(K » F) =K' o F{-n].

Comme F est plat, ce complexe a tous ses objets de cohomologie nuls

. .} . . ¥ .
sauf en degré n, et Hn(l (F)) est isomorphe 2 F/(t £ ).F i (F) . Cet isomor-
Pt
phisme dépend du choix des (ti) ; on voit sans peine que la tensorisation par wY/X

est "juste ce qu'il faut" pour qu'il en devienne ind&pendant. Les isomorphismes lo-
caux ainsi obtenus sont alors compatibles, de sorte qu'ils se recollent et définis-

1 -
sent un isomorphisme global : r(i s itE) S i’(F) wa/x - n] .

Remarque
Les isomorphismes ¢ , d et 71 possédent évidemment toutes les pro-
f,g f,u 1

priétés de compatibilité qu'on peut imaginer vis-3a-vis de la composition et du
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changement de base : cf. [2] pour un petit apergu.

3. - Définition et propriétés &lémentaires du résidu

Soient f : X —>Y un morphisme lisse de dimension n d'espaces analy-

tiques; supposons donndes n fonctions t. ... tne M, OX) telles que le sous-espace

i
analytique Z de X défini par 1'idéal I = (t1 ves tn) de 0X soit fini sur Y. Cette
hypothése entraine les conséquences suivantes :

- la suite (t:I .es tn) est Ox—regullere
- le morphisme g : Z —~Y est plat.

(pour la démonstration, voir [EGA 1v, 11] )

Nous appellerons 'cas absolu" le cas oli Y est réduit 3 un point , avec
le corps ¢ comme faisceau structural. Dans ce cas X est simplement une variété analy-

tique de dimension n, t t,n fonctions holomorphes sur X, Z le sous—espace ana—

R
lytique de X défini par les &quatioms ty = e =t = 0 ; l'hypothése sur (tl ces tn)
(est que Z}

est un espace fini, c'est-i-dire que les n sous-espaces analytiques de X définis par
t, = 0 (1 givgn) forment une "intersection compléte" (om prendra garde qu'ils ne sont
pas supposés se couper transversalement, c'est-d~dire que Z n'est pas nécessairement

une sous-~variété de X; on verra d'ailleurs que ce cas est trivial du point de vue

adopté ici).

Le cas général, ou "cas relatif" , peut &tre considéré comme une “"famil-

le analytique de cas absolus" paramétrée par l'espace de base Y.

.

D'aprés le § 2, il existe un isomorphisme canonique :

z —2 s X
c il g !
A cie ¢l (OY) —> g (OY) .
Y

Or comme 1'immersion i est régulidre

Lot ] , . ! -
it f (OY) =i'wyy®, Wy /x; comme g est plat, g, 8 (OY) = HomEY(g*(OZ), OY) .
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L'homomorphisme naturel de OY dans = OZ définit un homomorphisme de
yﬂ"OY(g‘(o-Z)’ OY) dans OY , Nnoté ]E‘.vg ("évaluation" sur la section unité de g‘(Oz)).

En composant, on trouve un morphisme :

" Ct, ! Ev
Resy vyt 81wy y®, @, 0 —E> g8’ (o) —E> 0y

' tn de

Comme la suite (1:l tn) est réguliére, les classes t
t1 tn dans I/I2 (avec I = (t1 tn)) forment une base de cet OZ~Module H

1'élément El Ao A?n est donc un générateur de A" 1/1° ; soit

TeM(2Z, wz/;? = Hom (/\nI/IZ, OZ) la section qui vaut 1 sur ce générateur.

0z

Définition. Soit wefl (X, ) . On pose :

“x/y

w N K
Resy/x [ €] ons :n_\ = Reg y(i wel)

C'est un élément de [ (Y,OY) ("résidu de co par rapport & By eee tn").

Remarque. Dans le cas absolu, w est une n-forme analytique au sens classique, et le

résidu est un nombre complexe.
Dans le cas relatif, w définit sur les fibres une n-forme, "paramétrée analytiquement"

par 1l'espace de base ; le résidu dépend alors analytiquement du paramétre.

Pour énoncer les propriétés du résidu, on supposera toujours que les

conditions assurant son existence sont effectivement satisfaites.
\
THEOREME 4

Le ré&sidu posséde les propriétés suivantes :

(5]
3. ResX/Y[
t] e

w 3 Z.

] est OY—linéaire en w , et ne dépend que de la restriction de

t
n
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b) Si s; = c.. t:j pour 1 ¢ig¢n , avec Si» tj’ Cijé F(X,Qx)

1]
det{c..).w
w - 1]
ResxiY{ } = ReSX/Y[ 1
t, +e. L S, ees S
1 i i n

[ -MA .
[ il
- =

En particulier , le résidu est alternéd par rapport aux t .

¢) Localisation sur Z : soient (Z les composantes connexes de Z, et pour

%)%eL

chaque A U)‘ un voisinage ouvert de Z, dans X ne rencontrant pas les Z pour

A
‘lf%;alors:

i < wp,
RESX}’Y \»t w ‘& =Z, ReSUNY -
n

1 °°"

d) Changement de base :

X' =X xYY'—L+x .
Vow
£ £ Res, =u* Re ®
X'/ Y . - R0 024
u t, ... ut t, veo t
u 1 o 1 n
Y —>Y

e) Transitivité.

Soient X —f——->~Y ~—&—>-Z deux morphismes lisses de dimensions respec—

. n . P
tives net p, We N (X,Q.X/Y) s By e tner!(x, OX) s wler‘(Y, Q’Y,’z) R

s . sperl(Y, OY).Alors :

i

f" R T w
wer e, . Res
1 1 x/y \ ]
= n--t
Res X/Z[t Res tl

S f* $ ...f*s v/z S, ... 8
1 n p

(oﬁw@f*u;l désigne en fait 1'image de w o £ w; par 1'isomorphisme

* ~ ..
Wy Oy £ Wy /7 —P(nx/zde la proposition 1).
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f) Restriction.

yli Soient f : X —Y un morphisme lisse de dimension n, t...t
n
f

4
X\ n sections de M (X, Ox).
Y
Supposans que le sous-espace analytique X' de X défini par
. . . n-
tp+l -e. t soit lisse sur Y ; soit wel (X, ﬂx/g) . Al‘ors :
u»\dtp +1A“Mtn 1w
Res y/v . . = Resyryy | e *
METEI 1::1...1.tP

Les démonstrations sont de nature essentiellement triviales, et ré-

1
sultent des propriétés de compatibilité du foncteur £’ . Indiquons par exemple celle
: x*— Y v x
2:7 1/7 du d. On pose X' = Xxy Y, 2t = ZX’Y Y' ; on con-
¥ sz
S lf

t

W Yf'___“ %ﬁy

sidére le diagramme :

1 c.

» : ! i,f * ! Ev *
uog it £1(0) —F- 4 g g (0 —E>u 0y

m (3)
Y /
c,
gt il tlop s g Wt gl
(2)
s it £ (v Y
gy 1" £1(0y) =g 8" (0) —> Oy, .

Le carré commutatif (1) est défini par 1'isomorphisme fonctoriel
* ~ PO ~ S oqvas . .
u g, —_— Bu ¥ le carré (2) 3 1'aide des isomorphismes de changement de base
’ -~ -
pour le foncteur £f° , ce qui entraine sa commutativité ; de méme pour le diagramme (3).
. . . A
L'ensemble du diagramme est donc commutatif. Partant de la section i weU'en haut

a gauche™, on en déduit la formule d.

On va maintenant donner une expression plus explicite du résidu .
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4, - Calculs explicites

Pour simplifier, on se place ici dans le cas absolu, la généralisation

au cas relatif ne présentant d'ailleurs aucune difficulté.

On consid@re donc une variété analytique X de dimension n, n fonctions
LR tncr'(X, Ox), une n-forme w e N (X, ﬂ;(l) . Le sous-espace Z de X défini
par 1'idéal I = (t:1 tn) est alors fini; compte-tenu de la propriété ¢ du théors-

me, on peut supposer Z réduit 3 un point z (le résidu global é&tant la somme des rési-

dus en chaque point de Z).

Notations. Gx désignera 1' anneau local de X au point z, Gz le "faisceau structural”
de 1'espace {z} (c'est une €-algebre de rang fini sur €), 6 @6 _le produit tenso-
riel sur € de ces deux algdbres. Pour tout feex, on notera f la classe de f dans
- . 1 . 1 3 - b3 A
Qz gx/Ix ;5 si Cf : Gz® ex o SZ est 1'homomorphisme de €~algébres dé

fini par Cf(f @g) =f. g, on pose K = EKer ((f) : c'est un idéal de GZ@ ex.

. 1
Soit (dzl dzn) une base de(ﬂ.x)x (module des germes de formes

différentielles sur X au point z), avec Zy eee 2 € Sx ; posons

Vi =1 ® z, - zi®i (lgign) : les Vi sont des &léments de K, puisque ({(Vi) = 0,

LEMME |
Les (Vi) engendrent K et forment une suite 920 Gx régulidre.

Pour vérifier que les v engendrent K, il suffit par le lemme de NAKAYA-
MA de vérifier que leurs classes Vi dans K/K2 engendrent cet ez—module ; ceci ré-

. . . 1
sulte de 1'isomorphisme bien connu K/I(2 -—'\L)-(ﬂ.x) ®,

© , qui envoie V. sur
X X z

dzi@ 1. Le fait que la suite soit Gze Gx ~régulidre est une propriété classique des

morphismes lisses ( [EGA 1V, 17.12] Y.
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Les complexes de KOSZUL de Gx relativement aux (ti) et de GZQD ex relati-
vement aux (Vi) fournissent donc deux résolutions de ez par des Qx—modules 1i-
bres de type fini. L'application identique de Qz se prolonge (CARTAN-EILENBERG) en un

morphisme de complexes W', unique 3 &quivalence d'homotopie prés :

v,
I
0 —+f\n(oze ex)n — L — A (ezeex)“ —> 6,80 —» 0 —>0

ST A

0—>A%E) —— .0 —>A‘(e:> ——>9_  —> 6, —>0

On dé&duit de W un € -endomorphisme %n de Gz :

w
n
~ f—>fel . -
Woo: e, =S>8 @0 > 6 >0,
7N
THEOREME 5
£ dzlA e /\dzn _ v
Soit felN{X ,OX). Alors : ResX [ . . = Tr(fz o wn)
) T

oi f_désigne 1'image de f dans Oz, considérée comme C-endomorphisme de Gz, et
P

oii "Tr" est la trace ordimaire d'un endomorphisme d'espace vectoriel.

La démonstration, un peu fastidieuse, consiste simplement 3 expliciter

la définition de 1"homomorphisme £ donnée au § 2 ; elle est laissde au lecteur.
3

Remarques

Le théordme donne une définition explicite du résidu : les fonctions
Eis ey £ étant donnfes sur X, on peut calculer effectivement un homomorphisme de
complexes w', en relevant pas & pas les vecteurs de base. Par contre, je ne comnais
pas de formule g&nérale donnant le morphisme de complexes w' en fonction des (ti)’
sauf dans certains cas particuliers : le cas ol les fonctions ti sont des puissances

de coordonnées locales sera examiné plus loin ; signalons aussi le cas de la dimen-
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sion 1 ([6]) .

Dans le cas général, on peut expliciter un "inverse" (3 homotopie prés)
de w' . En effet, comme les &léments l@ti de qup Gx appartiennent & K , 1l existe

2
1 s a1a H H .
d'aprés le lemme 1 n~ é&léments dij (tgi, j\(n) de GZQ Qx tels que :
j=n
1 1 . = L. YV, i
m ot 2j=1 vy (gigm
n

La matrice des (dij) définit une application Qx—linéaire de Ox

dans (ezm Ox)n ; on vérifie sans peine que ses puissances extérieures définissent

un morphisme de complexes :

n .n (ti) 1 .n
0 —>A% el —> L. —>A 8 —>8 —>0 —>0
n
A, ) (d,.)
H M
(v.)

n n 3 1 n , .
o0 —>A (exwez) — T, (9Z@ex) —->ozeex-—>ez —>0
(pour vérifier la commutativité, on est ramené par une propriété d'algébre extérieure

3 vérifier celle du carré (#) ; celle-ci résulte de la formule (1)) .

Le composé de ce morphisme avec w° est homotope 3 l'identité ; ceci se

traduit en degré - n par l'existence de n applications Gx-linéaires hi (Igigmn) de

QZ&QX dans lui-méme, telles que :

n
) - = (v, e .
det(dij) wn(a) a ?;;, hl (vl a) pour tout aeQz@ %

~ h,
Désignons par hi le morphisme Gz —*—}-GZQ Gx -—1}920 Ox i»ez ; en faisant

a=of @1 (o c-:Gz) dans 1'égalité précédente et en prenant les classes dans Sz, on

trouve :
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n -
~ N ~
det(¢g(d; ). w () = = E, in by (o) - hi<zioo]
soit,en multipliant par un &lément T de 92, et en identifiant un élément de Gz au

C~endomorphisme de Gz qu'il définit par multiplication :

n
f— ~ — o — ™ — —_—
f. det{(ﬁ(dij)] w,oo- f = Zl=1 (zi' f“hi f..hi ° zi)
L'endomorphisme & droite du signe égal est de trace nulle, donc :
Tr (f. det((’f(dij)). v)y=1m@ @ .
Or (1) donne, en prenant les classes modulo K2 et en utilisant 1'iso-

morphisme K/K2 l)-(Q;()xee 8, ¢
x

n
dti® 1 = j§=l dzj @ q)(le) (1 ¢l \(D)
’b"t':"
d'ot det((}_(dij)) = det( 357 )} . Le théord&me 5 et la formule (2Z) donnent alors :

3
/N
THEOREME 6

Avec les notations habituelles, soit t s Es fe N(X, OX) .

17 -

£ dt1 A... ANdt_ T _
Alors Res n X = Tr(f)
X & z

P et tn

Cette formule montre entre autres que la notion de résidu introduite ici
est triviale pour des'points simples", c'est=d-dire dans le cas ol Z est une
sous—variété analytique (de dimension 0) de X. Dans ce cas, en effet, t:1 tn
forment un systéme de coordonnées locales au voisinage de chaque point z de Z ;

une fcrme wr quelcongue s'écrit f dt:l fioos /\dtn au voisinage de z, et le théoréme 6

montre que le rédsidu en z de uopar rapport a Eys sees t, est f(z).
I Y
THEOREME 7

Soit (ZI’ ey zn) un systdme de coordonnées dans un ouvert U de X,
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£ leA"'Adzn

fep, OU). Alors ResU est égal au coefficient de
k k
1 n
k-1 k -1 | "2
z, znn dans le développement en série entidre de f.

CORCLLAIRE 1.

dzll\ . /\dzn
ResU = 0 dés qu'un des k. est > 1.
i
k1 kn
1 v« mn
n-l
Si ewe Ny, )
U dz. Aw
dw n ~— i
Resy, k) k| o= Zki Resy; \ k, ko +1 kn]
Z, ve. Z i=1 4 e Z. ees 2
1 n 1 1 n

Le corollaire se déduit immédiatement du théoréme (pour la seconde partie , &crire

par exemple w= f d22 I\...Adzn) .

Démonstration du théoréme: les notations sont toujours celles du théoréme 5;

ky
on a Oxﬂc{{zl zn}}, Sz= € [SI ...Qn]avec Ci = 0 (l‘ign) s

v, = 1 & zg —Qiel ;s soit (e1 en)(resp. (fl ves fn)) la base canonique de

CI-X:) )n (resp. Qn). Une base du © -module /\p(G ®6 )n est donnée par les
z X X X z X

Eo(] C““ A (© k 0 k ;i i)
1 n eiln... esip \(°<l< 1* e \(c(n< S 11(...( "

On va définir explicitement le morphisme de complexes w'

(v.) _
v _+Ap(9209x)n 1 E AP l(gz® Ox)n + e
(%)
P Wp (t;) 1 WP;l
n i’ P
R ol AR C ) —i (G —_
en posant @
- S8i oy fki =l e, o =ki -1

1 1 P P
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l’(1 op djl O(jn-p

W ( CI ... § a G Ao A e; ) = oz vee 2 . fi Ao N fi
P 1 p I Jn-p 1 P

(avec {Jl Jn_p}= [l,n]*{ll lp})

- » . [ . k —

Sinon (i.e. 8'il existe N tel que °<i )\( i)\ 1)
o 1 °<n
Wp(gl 'Qn eil A.../\eip) = 0 .

La vérification de la commutativité de (®#) pour 1 ¢pg¢n et du fait que
w"  induit sur la cohomologie 1'application identique de Qz est un simple exercice de

calcul.

. . . ~ - . .
En particulier, 1'endomorphisme v est défini sur la base

A k, -1 k -1

A 1
(Oédl(kl’ ...,og,,(n“(n) de Qz parc:,n(*gl ?;nn )y =1

gt

1 n
~ . . - ™ .
et v = 0 sur les autres vecteurs de base ; ainsi Tr (fz wn) est simplement la
_ k!-l kn—l
composante de fz suivant le vecteur T 1 gn , d'oll le résultat.

Remarques

1) Le corollaire ! est vrai sans supposer que les (zi) sont des coordonnées
locales ; la démonstration, plus délicate, se déduit de la forme donnée ici en utili-

sant les propriétés des "traces" de forme différentielles (définies dans [2] ).

2) Sur une surface de RIEMANN (n = 1) , ol toute fonction est localement

une puissance de coordonnée locale, le théoréme 7 s'écrit :

w S
Res 4 [: ] =_>_ ; Res_ () 1le résidu 3 droite &tant pris au sems classique. On

t
t Xc2

notera que dans ce cas, l'homomorphisme w, du théoréme 5 peut se calculer explicite-

1

ment ; on retrouve ainsi 1'expression du résidu donnée dans [61 .
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Calcul du résidu

Le théoréme 7 donne un moyen de calcul effectif du résidu en un point.
Soient en effet (tl s ...,tn) n fonctions de P(X,OX), tel que le sous—espace défini
par (t1 ces tn) soit ré&duit 3 un point {?}, d'image x dans X ; 1'idéal (t1 "'tn)
est donc un idéal de définition de 9x , c'est dire qu'il contient une puissance de

1'idéal maximal.

Autrement dit, si (z1 e zn) est un systéme de coordonnées locales en x, il existe

un entier r )1 tel que : (z

T
R zn) C (tAl tn)

. . 2 . P s
il existe donc n sectlonsaij de 0X , définies dans un voisinage U de x

n

telles que : z. = 2, @
i=1

d'aprés le théoréme 4, b, on a :

o
Res = Res
Ll oot v r r
1 n

et on peut alors appliquer le théoréme 7. Ceci permet d'énoncer une propriété d'uni-

PP N 1 ¢gigmn)
1] 3 ¢ ¢

cité:

COROLLAIRE 2. Le résidu dans le cas absolu est caractérisé par les pro-
pridtés a, b, ¢ du théoréme 4 (€-lindarité, formule du déterminant, localisation

sur Z) et par la formule de normalisation suivante (pour un systéme de coordonnées

locales z, ... 2z ) :
1 n
v—dzl At A dzn 1 si kl = L., = kn =1
Res =
X k . .
zkl n 0 s'il existe i, ki >1 .

i e Zn

Dans le cas général, on voit facilement que le résidu est caractérisé par

les propriétés précédentes et la formule de changement de base.



Exemple de calcul:

w= 7, ag; vt vl
i,]
On remarque que 2
U4=UF—V . Z_Vf.i_g_ = F
1 + 20
. [..zrr;%__@}
1 + 20

202

X Cz

, coordonnées U, V; résidu

dU AdV par rapport 3 F = U3 + VZ, G

VF + G =Uv(l + 20%), d'od :
U+ 205 - ov?
LT e 2
1+ 20 I+ 20
2
F . v 5 -G. U2
1+ 20 1+ 2U

a

1'origine de

uv - 2V3.

On calcule le déterminant de ce systéme modulo (U4, V3) (a cause du

théoréme 4, a) ; on trouve :

Res e Res
e = e
(0,0} lr,c {00

[Fo3+v2-202v2 )

) Ué, V3
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