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UNE NOTION DE RESIDU EN GEOMETRIE ANALYTIQUE 

par A. B E A U V I L L E 

Introduction 

Le but de cet expose est de donner la definition et les propriEtEs EI~- 

mentaires du "rEsidu" dEfini par A.GROTHENDIECK en g~omEtrie algEbrique. 

On se place ici dans le cadre de la gEom~trie analytique de [I] , c'est-g-dire que 

les espaces analytiques consid~r~s sont de dimension finie sur C . 

I. - Pr~liminaires : cat~$pries d~riv~es 

Rappelons bri~vement les propri~t~s des categories d~riv~es ( [2] , [3] ). 

Soit A une categoric abElienne ; on dEsigne par K(A) la categoric dont les objets 

sont les complexes d'objets de Aet les fl~ches les classes d'homomorphismes de 

complexes pour la relation d'homotopie (les complexes consid~r~s sont toujours des 

complexes de coehalnes, i.e. ~ diff~rentielle de degrE + l). 

On dit qu'unmorphisme de K(A) est un quasi-isomorphisme s'il induit un isomorphis- 

me sur l'homologie. La "catEgorie dErivEe" D(A) est caractErisEe par la propriEt~ 

suivante : il existe un foncteur Q : K(A) >D(A), transformant quasi-isomorphismes 

en isomorphismes, et tel que tout foncteur de K(A) dans une catEgorie quelconque 

transformant quasi-isomorphismes en isomorphismes se faetorise par Q. Le foncteur 

Q est essentiellement surjectif, de sorte qu'on peut encore consid~rer les objets 

de D(A) comme des complexes d'objets de A. 
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Lorsqu'on ne eonsid~re que les complexes born~s inf~rieurement (resp. 

born~s sup~rieurement, resp. born~s), on obtient des sous-cat~gories pleines de 

K(A) et D(A), noises K+(A) et D+(A) (resp. K-(A) et D-(A), resp. Kb(A) et 

Si F : A---~B est un foncteur additif de categories ab~liennes, on peut 

sous certaines conditions d~finir un "foncteur d~riv~" RF : D(A) -~D(B), carac- 

t~ris~ par une propri~t~ universelle. Signalons seulement un cas important d'exis- 

tence du foncteur d~riv~ : 

/ \ 
THEOREME ! 

Soient F : A--~B un foncteur (=cwariant) additif de categories ab~lien- 

nes, L une sous-cat~gorie pleine de A, poss~dant les propri~t~s suivantes : 

(i) Lest stable par extension et conoyau (resp. noyau) 

(ii) Tout objet de A se plonge dans un objet de L (resp. est quotient 

d'un objet de L). 

(iii) F transforme route suite exacte courte d'objets de L en 

suite exacte. 

Alors : 

a) Pour tout objet X" de K+(A) (resp. K-(A)),il existe un quasi-isomorphisme 

X" --~P', avec P'~Ob K+(L) (resp. P" ~X', avec P'~_Ob K-(L)). 

b) Ii existe un "foncteur d~riv~" RF : D+(A) ~- D+(B) (resp. LF : D-(A) --~D-(B)~ 

avec les notations de a. , on a : 

Remarques 

Les conditions (i) 

=RF(X') = F(P') (resp. LF(X') = F(P')). 

(iii) sont remplies notamment par la cat~gorie 

des objets injectifs (resp. projectlfs) de A, lorsque A poss~de assez d'injectifs 
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(resp. de projectifs). Lorsque X est un complexe r~duit ~ un seul objet en degr~ z~- 

ro, les objets de cohomologie de RF(X) sont alors les foneteurs d~riv~s classiques 

R i F(X) de CARTAN-EILENBERG. 

Le th~or~me ; s'~tend facilement au cas d'un foncteur contravariant 

ou d'un bifoneteur. 

Exemples. 

Soient (X,O x ) un espace annel~, Hod(X) la cat~gorie des Ox-MOdules ; 

dans la suite, on ~crira simplement D(X), D+(X), D-(X) pour D(Mod (X)) , 

D+(Hod(X)), D-(Mod(X)) . 

La cat~gorie Mod(X) a assez d'injectifs (CARTAN-EILENBERG) ; si A b d~signe la 

cat~gorie des groupes ab~liens, on peut donc d~finir les foncteurs : 

R F ~ : D+(X) ~ D+(Ab__) 

R Horn : D(X) x D+(X) ----~D(AD__) ("Horn globaux") 

+ 

R Horn : D(X)x D (X) >-D(X) ("Horn locaux") 

avec Hi(~ P(F)) = Hi(x, F) ; Hi(R Hom(F, G)) = Exti(F, G) (Ext globaux) 

Hi(R Hom (F, G)) = Ext: (F, G) (Ext locaux). 

Si f : (X,O X ) >(Y,Oy) est un morphisme d'espaces annel~s, on d~finit de m~me 

~f~ : D+(X) >D+(Y) ; on aura Hi(RJ~(F)) = R i f (F). 

D'autre part, il est facile de v~rifier que la cat~gorie des Oy-MOdules 

plats poss~de les propri~t~s (i) g (iii) vis-a-vis du foncteur image r~ciproque f~; 

on peut donc d~finir le foncteur d~riv~ L f~ : D-(Y) ----~D-(X). 

De m~me, le produit tensoriel sur X admet un foncteur d~riv~ 

: D-(X) ~ D-(X) >D-(X) . On remarquera que les faisceaux de cohomologie des 

complexes obtenus ne peuvent se calculer par la m~thode de CARTAN-EILENBERG faute 
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de co~altre les projectifs dans Mod(X). 

THEOREME2 

Soient F : A---~B, G : B ---~C deux foncteurs covariants additifs de 

categories ab~liennes; supposons donn~es des sous-cat~gories pleines L =A 

et KCB poss~dant les propri~t~s (i) ~ (iii) du th~or~me | vis-a-vis de F et G (de 

sorte qu'on peut d~finir des foncteurs d~riv~s RF et RG, resp. LF et LG) ; suppo- 

sons en outre que F(L) 6K. II existe alors un isomorphisme fonctoriel canonique: 

R(G o F) ~RG o RF 

(resp. L(G o F) "~>LG o LF) . 

Cet isomorphisme remplace avantageusement la classique suite spectrale 

de LERAY. Dans le cas d'un morphisme f : X ---~Y d'espaces annel~s, on trouve par 

exemple les isomorphismes : 

R [Iy o Rf ~-~RI TM 
= = • = X 

R Q o R Hom ~k R Hom . 

2. - Pr~liminaires : foncteur f~ 

Soit f : X-'~Y un morphisme d'espaces analytiques. Le foncteur 

f~ : D+(X) >D+(Y) a un adjoint g gauche, ~ savoir L f ~ ; la th~orie de la dua- 

lit~ ( [2] , [5] ) montre qu'il a aussi un adjoint ~ droite f| : D+(Y) )-D+(X), 

lorsque fest propre. Ce foncteur satisfait les propri~t~s habituelles d'un adjoint 

vis-a-vis de la composition des morphismes. Lorsque f est fini, la formule d'adjonc- 

tion donne une d~finition directe de f! ; une formule de changement de base donne 
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alors une d~finition explicite de f~ lorsque f est lisse ( [4] ) . 

Pour ~viter d'utiliser les r~sultats de la th~orie de la dualitY, on va 

proc~der diff~remment et d~finir a priori le foncteur f! pour un morphisme lisse 

ou fini ; on v~rifiera ensuite par le calcul les propri~t~s n~cessaires ~ la suite. 

Rappelons quelques d~finitions de g~om~trie analytique. Soit X un espace 

analytique ; une suite (tl... t n) d'~l~ments de P (X, 0 X) est dire Ox-r~guli~re sl 

pour tout i(l ~ i~n) t.1 n'est pas diviseur de z~ro dans le faisceau Ox/ttl...ti_l~O ~ / ~  

Une immersion ferm~e d'espaces analytlques Y ---~X (i.e. un isomorphisme 

de Y sur un sous-espace de X, d~fini par un ideal I de O X) est r~guli~re si Iest 

engendr~ localement par une suite OX-r~guli~re. Cecl entra~ne que le Oy-Module 1/12 

('~Module conormal" de l'immersion) est localement libre ; son rang rest la "codi- 

mension" de l'immersion r~guli~re. On pose u~/X = HOmoy ( A r 1/12,Oy) ; c'est 

un faisceau inversible sur Y. 

Si f : X--9~Y est un morphisme lisse de dimension n (c'est-~-dire un 

morphisme plat dont les fibres f-l(y) sont des vari~t~s de dimension n), le faisceau 

des diff~rentielles relatives ~/y est un Ox-Module localement libre de rang n 

(c'est le faisceau qui induit sur chaque fibre f-l(y) le faisceau des l-formes dif- 

f~rentielles r~guli~res, au sens classique, sur eette ~ari~t~ ; cf. [I] ) ; on pose 

~°X/Y ffi An ~ n ffi . C' /y = 9hX/y, avec en g~nfiral ~9.xP/y AP~/y est encore un 

faisceau inversible sur X. 

PROPOSITION 1 

Soient f : X---~Y , g : Y >-Z deux morphismes d'espaces analy~iques 

tels que f, g et gf soient des morphismes llsses ou des i~mersions ferm~es r~gu- 

fibres. On a des isomorphismes : 

~f,g ~Ox/z ~ £OX/Y ~x f~u~Y/Z 
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La d~monstration se d~duit facilement des deux suites exactes suivantes : 

- Si f et g (donc gf) sont lisses : 

0 >-f~ ~IZ -'--~]~IZ----~IY )- 0 

- Si get gf sont lisses , et si f est une immersion ferm6e r6guli~re, 

d6finie par un id6al I : 
! 

0 ~ I/I 2 f~ ! -- f~Y/Z ----*fix / z ~o 

Voir [2] pour les d~tails. 

Soit f : X --~Y un morphisme fini (i.e. propre ~ fibres finies) ; 

on salt alors ( []] ) que le foncteur f~ est exact e£ r~alise une ~quivalence 

de la cat~gorie des ~-Modules avec la cat~gorie des f~(Ox)-Modules. On d~signera 

par (f~l) un foncteur quasl-inverse (d~fini ~ un isomorphisme canonique pros)o 

D~finition 

D ÷ Soit f : X ),Y un morphisme, F'~ (Y). On pose : 
! 

- Sif est lisse de dimension n : f'(F') = f~(F')~ COX/Y In] 

(o~ G" In] est le eomplexe G" translat~ de n degr~s vers la gauche). 

- Si f est fini : f~(F') = (f~l) ~ Homo Y (f~ OX ' F'). 

Conform~ment au § ], ce dernier complexe se ealcule ~ l'aide d'un com- 

plexe d'injectifs I" quasi-isomorphe ~ F" : f!(F') = (f~l) HOmoy(f OX ' I')~ 

le complexe HOmoy(f ~ OX, I') ~tant consid~r~ eomme complexe de f~ O X- 

Modules de mani~re ~vidente. 

T~OR~m 3 

a) Soient f, g deux morphismes lisses ou finis, tels que le compos~ gf 

soit llsse ou fini; il existe un isomorphisme fonctoriel Cf,g : f~ g! ~ (gf)! . 
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XxyY ' 

yv 

b) Si u : Y' ->Y est un morphisme de changement 

• U!> X de base plat, on a un isomorphisme fonctoriel : 

If df, u : u ,~ f~ ~- f'! u ~ 

u ~_y 

c) Soit i : Y >X une immersion ferm~e r~guli~re de codimension n ; 

il existe un isomorphisme fonctoriel : 

~i : i OF') >-Li ~ OF') ~ COy/X I-n] 

Les points fondamentaux de la d~monstration (ef. [2] ) sont les sui- 

vants : 

b) la d~finition de l'isomorphisme df,ueSt immediate. Si u (donc u') est 

lisse, on a aussi un isomorphisme fonctoriel d' : u'! f! -~--~f'! u- . 
f,u 

a) Le morphisme Cf,g se construit facilement lorsque f et g sont lisses 

partir de l'isomorphisme ~f,g de la Proposition l,lorsque f et g sont finis ~ par- 

tir d'un isomorphisme elassique pour les modules d'homomorphismes et du th~or~me 2 ; 

et aussi lorsque f est une immersion ferm~e r~guli~re et get ~f sont lisses, gr$ce 

au c) et ~ l'isomorphisme ~ f,g . Le cas g~n~ral se d~duit de ces eas partieuliers 

par la consideration de certains graphes de morphismes. 

Etudions par exemple le cas o5 f est fini, g lisse, gf fini : on forme le graphe 

• XXzY j : X > X x Y de f (dgfini par p] o j = Id x, 

1 par : X ~ f ~ P2 o j = f) et on d~finit Cf,g 
X >Y 

g f ~  -! drl (gf) lcj' Pl c. 
g , , J,P i ! ! ._ ~(gf)! 

Cf,g: f" g" ~ J" P2 g!-~J' Pl 

e) II reste ~ construire l'isomorphisme ~i ; en rempla~ant F" par un 

complexe quasi-isomorphe form~ de Modules plats, on est ramen~ g oonstruire 

~i : i!(F) ~i~(F) ®~Y/X I-n] lorsque F est un Ox-Module plat. On utilise pour 
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cela ies"complexes de KOSZUL" : sit I , ... t sont des sections de Ox, 
' n 

de KOSZUL de O X relatif aux (ti)" est le complexe de Ox-MOdules : 

n-1 (Ox) ~ ~ ^ l (o~) > 0 x ~ 0 0 ~ An(o~) >A " "  

o~ la diff~rentielle d 
P 

n 
( e l . . .  e n )  de  0 X p a r  : 

dp(eil A... 

le "complexe 

: AP(o~) 2-~P-I(o~) est d~finie sur la base canonique 

A e i ) = (-l) k =ikeiIA... A eikA ... A e i 
p k=l p 

Lorsque la suite (t I ... t n ) est Ox-r~guli~re , il est bien eonnu que 

ce complexe est acyclique en degr~ ~ O (cf. par exemple [EGA III l.l.4] ), done 

fouruit une r~solution de Ox/(tl...tn).Ox/ . 

Soit alors i : Y --->-X 

ment par une suite Ox-r~guli~re (t 

une imersion fe~e r~guli~re, d~finie locale- 

...t) 
n 

Si K" est le eomplexe de KOSZUL de O X relatif aux (ti), on a 

loealement : 

i m iX(F) = ~ HOmox(OY, F) "J~ HOmox(K', F) ~'~ K' ~ F [-n] . 

Come F est plat, ce eomplexe a tous ses objets de cohomologie nuls 

sauf en degr~ n, et Hn(i!(F)) est isomorphe ~ F/(tl...tn).F = i~(F) . Cet isomor- 

phisme d~pend du ehoix des (t i) ; on volt sans peine que la tensorisation paru~y/X 

est "juste ee qu'il faut" pour qu'il en devienne ind~pendant. Les isomorphismes lo- 

caux ainsi obtenus sont alors compatibles, de sorte qu'ils se ~ecollent et d~finis- 

! 

sent un isomorphisme global : qi : i'(F) w > i'(F) @U.~y/x [- n] . 

Remarque 

Les isomorphismes Cf,g, df, u et ~i poss~dent ~videmment routes les pro- 

pri~t~s de eompatibilit~ qu'on peut imaginer vis-a-vis de la composition et du 
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changement de base : ef. [2] pour un petit aper~u. 

3. - p~finition et pr0pri~t~s ~l~mentaires du r~sidu 

Soient f : X >Y un morphisme lisse de dimension n d'espaces analy- 

tiques; supposons donn~es n fonctions t| ... t ~ ~(X, 0 X) telles que le sous-espace 
n 

analytique Z de X d~fini par l'id~al I = (t I ... tn) de 0 X soit fini sur Y. Cette 

hypoth~se entralne les consequences suivantes : 

- la suite (t I ... t n) est Ox-r~guligre 

- le morphisme g : Z --2-Y est plat. 

(pour la d~monstration, voir [EGA IV, Ill ) 

Nous appellerons "cas absolu" le cas o~ Y est r~duit ~ un point , avec 

le corps ¢ comme faisceau structural. Dans ce cas X est simplement une vari~t~ analy- 

• n fonctions holomorphes sur X, Z le sous-espace ana- tique de dimension n, t I .. t n 

lytique de X d~fini par les Equations tl = ... = t n = 0 ; l'hypoth~se sur (t I °.. t n) 
~est que ZJ 
lest um espace fini, c'est-~-dire que les n sous-espaces analytiques de X d~finis par 

t i = 0 (l $i ~n) forment une "intersection compl~te" (on prendra garde qu'ils ne sont 

pas supposes se couper transversalement, c'est-~-dire que Z n'est pas n~cessairement 

une sous-vari~t~ de X; on verra d'ailleurs que ce cas est trivial du point de vue 

adopt~ ici). 

Le cas g~n~ral, ou "cas relatif" , peut ~tre consid~r~ comme une "famil- 

le analytique de cas absolus" param~tr~e par l'espace de base Y. 

i z >-x 

Y 

i" f'(Oy) = t O~x/g® Z 

D'apr~s le § 2, il existe un isomorphisme canonique : 

) ! ! 

ci, f : i" f'(0y) ~-g'(Oy) . 

Or comme l'immersion iest r~guli~re 

) 

OOz/X ; cosine g est plat, g~ g'(Oy) = Hom o ( g . ~ ( % ) ,  Oy) • 
Y 
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L'homomorphisme naturel de 0 dans g~ 0 d~finit un homomorphisme de 
Y Z 

Homo~g~(O~ , Oy) Hans Oy , not~ EVg ("~valuation" sur la section unit~ de g,(OZ)). 

En composant, on trouve un morphisme : 

cf ) Ev 
ReSx/y: g~(i~°°X/Y ~z °~Z/~ 'g ~ g~g'(OY) $ ~ Oy 

t; ... t n 

l'~l~ment 

& P(Z, ~Z/~ = Homo 

Comme la suite (t] ... t n) est r~guli~re, les classes [l "'" L de 

dans 1/12 (avec I = (t I ... tn)) forment une base de cet Oz-MOdule ; 

~| A... A L est donc un g~n~rateur de A n 1/12 ; soit 

( Anl/l 2, 0 Z) la section qui vaut I sur ee g~n~rateur. 
Z 

D~finition. Soit~oe~ (X, W.~X/Y) . On pose : 

cA) ] = .~ 
Resx/¥ ~ tl ... tn Re~/y(1 co~]~) 

C ' e s t  un f i t~ment  de p ( Y , O y )  ( " r ~ . s i d u  de c o  p a r  r a p p o r t  ~. t 1 . , .  t n ) .  

Remarque. Dans le cas absolu, ¢o est une n-forme analytique au sens classique, et le 

r~sidu est un nombre complexe. 

Dans le cas relatif, um d~flnlt sur les fibres une n-forme, "param~tr~e analytiquement" 

par l'espace de base ; le r~sidu d~pend alors analytiquement du param~tre. 

Pour ~noncer les propri~t~s du r~sidu, on supposera toujours que les 

conditions assurant son existence sont effectivement satisfaites. 

TH~OREME 4 

Le r~sidu poss~de les propri~t~s suivantes : 

U~ ]est Oy-lin~aire en~o, et ne d~pend que de la restriction de 
a. Resx/y t! ... t n 

g Z. 
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b) Si s i = ~ c.. t. pour 1 (i6n 
j=l Ij J 

, avee s i, tj, cijeU(X,0 x ) : 

~ [det(cij) " u° ~ 
ReSx/y £L) = Res X/y 

tl tn n . . .  t . S  I . . .  S . i  

En particulier , le r6sidu est altern~ par rapport aux t. . l 

c) Localisation sur Z : soient (ZA)I~L les composantes connexes de Z, et pour 

ehaque ~ U k un voisinage ouvert de Zi dans X ne rencontrant pas les Z pour 

# )~ ; alors : 

d) Chan~ement de base : 

X t = X Xy Y' v >X 

u ~ t I ... u tn.J 
u 

y' >Y 

u Resx/Y 

t I ... t n 

e) Transitivit6. 

Soient X f ~-Y g ~Z deux morphismes lisses de dimensions respec- 

rives net p, co e_ [i (X, n Q'X/~ ' tl "'" tneO(X' OX) ; UgleO(Y' D-P/z) ' 

s I ... Sp~P(Y, Oy).Alors : 

= Resy/Z 
Res X/Z tl''tn; ft Sl ...f*s s t . . .  Sp j 

(o~Oo~f~ d~signe en fait l'image de oC)~ f~ o~ 

f~ -,J~ C°X/Y ~X O°Y/Z r OQX/Zde la proposition ]). 

par l'isomorphisme 
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f) Restriction. 

Soient f : X--~Y un morphisme lisse de dimension n, tl...t n 

n sections de P(X, OX). 

Supposons que le sous-espace analytique X' de X d~fini par 

tp+ I ... t n 
n-p soit lisse sur Y ; soit cO6P(X, fiX/y) Alors : 

Res X/Y = Resx'/Y .~ • 
t[ ... t n J i t I ... i tp 

Les d~monstrations sont de nature essentiellement triviales, et r~- 

t 
sultent des propri~t~s de compatibilit~ du foncteur f" . Indiquons par exemple celle 

~g~,~vf,, wX. v ->- X w ~u ~g I x  du d" On p°se X' = Xx¥ Y' ' Z' = ZxY Y' ; °n c°n- 

Z/~" f sid~re le diagramme : 

> 

~ w  w • f. (%) ci'f u g i ~ u g~ g'(0y) 

, , w ~ g[(~) g~ w e i I f~(~) ci, f > g~ 

w ! ci',f' , g t 
g,' i'" f''(Oy~ ,g~ "(~,) 

Ev 
g~-u (Oy) 

>- Oy, : 

Le carr~ co=mutatif (]) est d~fini par l'isomorphisme fonetoriel 

"J t u g, > g~ w i , ~e carr~ (2) ~ l'aide des isomorphismes de changement de base 

t 
pour le foncteur f" , ee qui entra~ne sa commutativit~ ; de m~me pour le diagramme (3). 

L'ensemble du diagramme est donc commutatif. Partant de la section i co®U"en haut 

gauche", on en d~duit la formule d. 

On va maintenant donner une expression plus explicite du r~sidu . 
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4. - Calculs explicites 

Pour simplifier, on se place ici dans le cas absolu, la g~n~ralisation 

au eas relatif ne pr~sentant d'ailleurs aueune difficultY. 

On consid~re done une vari~t~ analytique X de dimension n, n fonctions 

(X, OX) , une n-forme co e P (X, Jl~) • Le sous-espaee Z de X d~fini t| tna 

par l'id~al I = (t I ... t n) est alors fini; compte-tenu de la propri~t~ c du theorY- 

me, on peut supposer Z r~duit ~ un point z (le r~sidu global ~tant la somme des r~si- 

dus en ehaque point de Z). 

Notations. 8 d~signera i' anneau local de X au point z, ~ le "faisceau structural" 
X Z 

de l'espace {z} (e'est une ~-alg~bre de rang fini sur C), 8z ® 8x le produit tenso- 

riel sur¢ de ces deux alg~bres. Pour tout f~8 x, on notera ~ la classe de f dans 

I ; si ~ : ~ ~ 8 > 8 est l'homomorphisme de C-alg~bres d~- 
@z = 8x x z x z 

fini par ~(f ~ g) = f. g , on pose K = Ker (~) : e'est un ideal de 8z~8 x. 

Soit (dz I ... dz n) une base de (J~l)x (module des germes de formes 

diff~rentielles sur X au point z), avec z! ... Zn~Sx ; posons 

V i = ! ® z i - zi0~| (I gi~n) : les V i sont des ~l~ments de K, puisque ~(V i) = O. 

LEMME I 

Les __(V i) engendrent K et forment une suite 8z ® Ox r~guli~re. 

Pour v~rifier que les V i engendrent K, il suffit par le lemme de NAKAYA- 

MA de v f i r i f i e r  que l e u r s  c l a s s e s  ~. dans  K/K 2 e n g e n d r e n t  e e t  8 --module ; c e c i  r ~ -  
1 Z 

suite de l'isomorphisme bien eonnu K/K 2 ~ (~X)x ~@ O z , qui envoie Vi sur 
X 

dzi~ I. Le fait que la suite soit 8z @@x 

morphismes lisses ( [EGA IV, 17.12]). 

-r~guli~re est une propri~t~ classique des 
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relativement aux (t i) et de O ® O relati- Les complexes de KOSZUL de 8 x z x 

vement aux (Vi) fournissent done deux r~solutions de e z par des Ox-modules li- 

bres de type fini. L'application identique de @ se prolonge (CARTAN-EILENBERG) en un 
z 

morphisme de complexes W', unique ~ ~quivalence d'homotopie pros : 

(v i) 
0 ,)'An(Oz®Ox)n ,* . . .  2" A 1(o z®Ox ) n ~  Oz ®Ox ~- o z ,~ o 

0 >/% n(.en)x ) "  " "'(ti) >- A ! (Ox n) 2 - e  x ---9"- e z .'Le 

On d6duit de w un C-endomorphisme w de 8 : 
n n z 

w 

"~ f ---.~f ~ 1 n 
w : o > e ® e  , ~ e  > e  
n z z x x z 

i % 
THEOREME 5 

f dzlA ...A 
Soit f ~P(X ,Ox). Alors : Res x = Tr(~ z o ) 

t I t n 

o3 ~ d~signe l'image de f dans Oz, consid~r6e eomme C-endomorphisme de Qz' et 
z 

o3 "Tr" e s t  l a  t r a c e  a r d i n a i r e  d ' un  endomorphisme d ' e s p a c e  v e c t o r i e l .  

La d~monstration, un peu fastidieuse, consiste simplement ~ expliciter 

la d~finition de l'homomorphisme ci, f donn~e au § 2 ; elle est laiss~e au lecteur. 

Remarques 

Le th6or~me donne une d6finition explicite du r~sidu : les fonctions 

t I , ..., t n ~tant donn~es sur X, on peut caleuler effectivement un homomorphisme de 

complexes w', en relevant pas ~ pas les vecteurs de base. Par contre, je ne eonnais 

pas de formule g~n~rale donnant le morphlsme de complexes w" en fonction des (ti) , 

sauf dans certains cas particuliers : le cas o3 les fonctions t. sont des puissances 
I 

de coordonn~es locales sera examin~ plus loin ; signalons aussi le cas de la dimen- 
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sion I ( [6] ) • 

Dans le cas g~n~ral, on peut expliciter un "inverse" (~ homotopie pros) 

de w" . En effet, comme les ~lfiments I @t. de @ ® 8 appartiennent ~ K , il existe 
l z x 

d'apr~s le lemme I n 2 ~l~ments dij (! 4i, jsn) de Oz ® Ox tels que : 

j=n 
(l) l ~ t i = ~ d.. v. (l@i~n) 

j=l 1J J 

n 
La matriee des (di~)j d~finit une application 0 -lin~aire de 0 

x x 

dans (Oz®Ox)n ; on v~rifie sans peine que ses puissances ext~rieures d~finissent 

un morphisme de complexes : 

0 

> (ti) 
A n O n . . .  > A  1 O n ...... > 0 ~ 0 )--0 

X X X Z 

An(Ox~ez)n --->" "¼ ~ (@z~gx)n~z~@x z >0 

(pour v~rifier la co~utativit~, on est ramen~ par une propri~t~ d'alg~bre ext~rieure 

v~rifier celle du carr~ (~) ; celle-ci r~sulte de la formu!e (1)) . 

L e compos~ de ce morphisme avec w" est homotope g l'identit~ ; ceci se 

t r a d u i t  e n  d e g r f i  - n p a r  l ' e x i s t e n c e  d e  n a p p l i c a t i o n s  0 - l i n f i a i r e s  h i (1 ~ i ~ n )  de  
x 

0 ~ @ dans lui-m~me, telles que : 
z x 

n 

det(dij), Wn(a) - a = ~ hi(v i a) pour 
i=; 

~a h. 
D f i s i g n o n s  p a r  h .  l e  m o r p h i s m e  0 - - - ~ O z ®  0 - ~ O z ~ O  

i Z X X 

tout a~@z ® Ox 

cp 
~-O ; en faisant g 

a =~ @ | (~ ~@z )dans l'~galit~ pr~c~dente et en prenant les classes dans @z, on 

trouve : 
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det(~(dij))" Wn(°4) -~ = i hi(°~) - hi(zi~) 
i=l 

soit,en multipliant par un ~l~ment ~ de @z' et en identifiant un ~l~ment de O z 

C-endomorphisme de O qu'il d~finit par multiplication : 
Z 

~. det~(dij ~n - ~ = (zi" f °~i - ~'hi = zi) 
= 

L'endomorphisme ~ droite du signe ~gal est de trace nulle, donc: 

rr(~. det(~{dij)). ~n) = rr(~) (2) . 

Or (I) donne, en prenant les classes 

morphisme K/K 2 ~>(~X)xO@ @~ : 
x n 

dt.~ I = ~j=l dzJ @~(dij) (| ~i~4n) 

au 

modulo K 2 et en utilisant l'iso- 

t i 
d'oG det(~(dij)) ffi det(~--~--) . Le th~or~me 5 et la formule (2) donnent alors : 

THEOREME 6 

Alors : 

Avec les notations habituelles, soit t I, ..., tn, f~(X, 0 X) 

~ f dt I A ... A dt - 

Resx tl .... tn n = Tr(Tz) 

Cette formule montre entre autres que la notion de r~sidu introduite ici 

est triviale pour des'~oints simples", c'est-~-dire dans le cas o3 Zest une 

sous-vari~t~ analytique (de d~mension O) de X. Dans ca cas, en effet, t I ... t n 

forment un syst~me de coordonn~es locales au voisinage de chaque poimt z de Z ; 

une ferme¢~ quelconque s'~crit f dt I ft ... Adt n au voisinage de z, et le th~or~me 6 

montre qua le r~sidu en z de ~opar rapport ~ t I, ..., tn est f(z). 

p \ 

THEOREME 7 

Soit (z I , .... Zn) un syst~me de coordonn~es dans un ouvert U de X, 
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f dz I A... Adznl 
f ~p(U, Ou). Alors Res U est 6gal au coefficient de 

k I k n 
k l - I  k - I  z l  " ' "  Zn 

n 
z I ... z n darts le dfiveloppement en s6rie enti~re de f. 

COROLLAIRE 1. 

I dzlA "'" AdZn~ = 0 d~s qu'un des est I. 
Res U k i 

|k k J °n 
n-I 

Si Co e D ( U ,  f/- U ) : 

[ d ° m ]  n i dzi A u~ 

Res U k] k = ~k i Res U k! ki+! 
n i = l  z 1 . .  z . . . .  z I • . .  z n • 

 kn] 
n 

Le corollaire se dfiduit imm~diatement du th6or~me (pour la seconde partie , ~crire 

par exempleoo= f dz 2 A...Adz n) • 

on a 0 
x 

D6monstration du th6or~me: les notations sont toujours celles du th6or~me 5; 
k. 

{( "" } )  [ ~ 1  ]avec ~ 1 = 0 (1 ~ i  ~ n )  , =C z l . z n , Oz = ~ "''~n 1 

v i = 1 ® z i - ~i ~ 1 ; soit (e I ... e n) (resp. (fl ''" fn )) la base eanonique de 

(Oz® Ox)n  (resp. Oh). Une base du Ox-module AP(Oz®Sx)n est donn4e par les 

• .. A... A e  i 
P 

(04~i<k I O~n(k ~ ; ii(..-(i ) • ) - - ~ )  p 

On va d~finir explicitement le morphisme de complexes w" : 

• .. > AP(ezeOxln (vii> Ap-l(Oz®Oxln > ... 

p p-l 
• . .  ~ P ( o  n) (ti)~ A p-l(ox)n ~ . . .  

en posant : 

- Si °~i I == ki I - ! ' "''' ~'I = k.1 - I : 
P P 
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=(l 
W(~ I . . .  

P 

O(n ~J 1 
~ n ell A... A el p. ) = z jl 

Jn-p ii 
A ...A f. 

i 
P 

(avee ( 

Sinon (i.e. 

j |  ... Jn_p) = [1 ,  n]  - ~i!  . . .  i p }  ) 

s'il existe ~ tel que o<i ~< kifi l)  : 

o( 1 ~<n 
Wp( ~ 1 .... ~n el I" A ... A e ip) = 0 . 

La v~rifieation de la comutativitfi de (~) pour 1 ~ p ~ n  et du fait que 

w" induit sur la chhomologie l'application identique de O est un simple exercice de 
Z 

calcul. 

En particulier, l'endomorphlsme w est d~fini sur la base 
n 

°(1 ~ n  k l - I  k -I  
l "'" ~ n (0 ~ ~l <ki, ..., 0 ~n <kn) de Oz par w ~:n(Nl "'" g nn ) = l 

- 0 sur l es  a u t r e s  v e c t e u r s  de base  ; a i n s i  Tr ( L  Wn) e s t  s implement l a  et w n 
k l - I  k -1 

composante de ~ suivant le vecteur ~ 1 ... ~n n d'o~ le r~sultat. 
Z 

Remarques 

I) Le corollaire Iest vrai sans supposer que les (z i) sont des coordonn~es 

locales ; la d~monstration, plus dglicate, se d~duit de la forme donn~e ici en utili- 

sant les propri~t~s des "traces" de forme diff~rentielles (d~finies dans [2] ). 

2) Sur une surface de RIEMANN (n = I) , o3 route fonet&on est localement 

une puissance de coordonn~e locale, le th~or~me 7 s'~crit : 

= Res~ ( ~ ) le rfisidu ~ droite gtant pris au sens elassique. On Res X t ~z 

notera que dans ce cas, l'homomorphisme w I du th~or~me 5 peut se calculer explicite- 

ment; on retrouve ainsi l'expression du r~sidu donn~e dans [6~ . 
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Calcul du r~sidu 

Le th~orgme 7 donne un moyen de calcul effectif du r~sidu en un point. 

Soient en effet (t I , ...,t n) n fonctions de P(X, Ox) , tel que le sous-espace d~fini 

par (t| ... t n) soit r~duit ~ un point ~z}, d'image x dans X ; l'id~al (t I ...t n) 

est donc un ideal de d~finition de 0 , c'est dire qu'il contient une puissance de 
X 

l'id~al maximal. 

Autrement dit, si 

un entier r ~I tel que : (z I 

2 
il existe donc n sections a.. 

IJ 

n 
telles que : z r ~I 

i 13 .= 

d ' a p r ~ s  l e  t h g o r g m e  4,  b ,  on  a : 

(z| ... z n) est un syst~me de coordonn~es locales en x, il existe 

r . ) 
... z n) C (t .. t n 

de 0 X , d~finies dans un voisinage U de x 

tj (I sign) 

I t>I Res = Res 
x t I ... t U r z r 

- -  Z l  n 

et on peut alors appliquer le th~or~me 7. Ceci permet d'~noncer une propri~t~ d'uni- 

cit~: 

COROLLAIRE 2. Le r~sidu dans le cas absolu est caract~ris~ par les pro- 

pri~t~s a, b, e du th~or~me 4 (¢-lin~a~it~, formule du d~terminant, localisation 

sur Z) et par la formule de normalisation suivante (pour un syst~me de coordonn~es 

locales z I ... z ) : 
n 

Res X kl k n = 

g * Z n 

si k| = ... = kn = 1 

s'il existe i, k i > l . 

Dans le cas g~n~ral, on voit facilement que le r~sidu est caract~ris~ par 

les propri~t~s pr~c~dentes et la formule de changement de base. 
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Exemple de calcul: 

Lo = ~ a.. U i V j 

i,j iJ 

On remarque que 

X = ¢2 , coordonn~es U, V; r~sidu ~ l'origine de 

dUAdV par rapport ~ F = U 3 + V 2, G = UV - 2V 3. 

2VF + G -- UV(I + 2U2), d'o~ : 

U 4 = UF - V 2VF + G F U + 2U 3 - 2V 2 - G V 

I + 2U 2 1 + 2U 2 1 + 2U 2 

V 3 = I/2 ........ 2VF + G - = F V - G . 

L 1 + 2U 2 ! + 2U 2 | + 2U 2 

On calcule le d~terminant de ce syst~me modulo (U 4, V 3) (~ cause du 

th~orgme 4, a) ; on trouve : 

¢~ ~-U3+V2-2U2V2] ¢° ] 

ReS(o,o) IF, G ] = ReS(o,o)L U4 V3 J= - ao.2 + a3,o - 2a|,o 
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