SEMINAIRE N. BOURBAKI

ARNAUD BEAUVILLE
Le probleme de Schottky et la conjecture de Novikov

Séminaire N. Bourbaki, 1986-1987, exp. n® 675, p. 101-112.
<http://www.numdam.org/item?id=SB_1986-1987__29 101_0>

© Association des collaborateurs de Nicolas Bourbaki, 1986-1987,
tous droits réservés.

L’acces aux archives du séminaire Bourbaki (http://www.bourbaki.
ens.fr/) implique ’accord avec les conditions générales d’utilisa-
tion (http://www.numdam.org/legal.php). Toute utilisation commer-
ciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la
présente mention de copyright.

NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SB_1986-1987__29__101_0
http://www.bourbaki.ens.fr/
http://www.bourbaki.ens.fr/
http://www.numdam.org/legal.php
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire BOURBAKIL Février 1987
39éme année, 1986-87, n° 675

LE PROBLEME DE SCHOTTKY ET LA CONJECTURE DE NOVIKOV

par Arnaud BEAUVILLE

1. INTRODUCTION

La formulation classique du probléme de Schottky est la suivante. Soit C une
surface de Riemann campacte de genre g . Choisissons une base symplectique
(yi) 1<i<2g de H1(C,Z) (cela signifie qu'on a e Yi+g = - Yi+g <Yy = 1, et
Yy ey = 0 pour |i-j| #g ), et une base (NP ,wg) de l'espace des formes
holomorphes sur C . On associe d ces données la mathice des pérniodes Q , & g li-
gnes et 2g oolonnes, définie par Qij = Jij @; .

Ecrivons Q= (0| T) , avec o, T dans Mg(ﬂ:) . On peut choisir de maniére
unique la base (wi) de fagon que o soit la matrice identique. La matrice
TE€ Mg(d:) ne dépend alors que de C et de la base (Yj) . Les relations bilinéai-
res de Riemann expriment que T est symétrique, et que sa partie imaginaire Im(T)
est positive non dégénérée. La matrice T définit donc un point du demi-espace de
Siegel

t.

= € =
Hy T Mg(ﬂ:) | t=" et Im(r) >0} ;

c'est un ouvert de u:%g(gﬂ) » 1isomorphe & 1'espace homogéne Sp(2g) /U(g) .

Les surfaces de Riemann de genre g dépendent de 3g-3 paramétres (pour
g > 2 ). Ce nombre est strictement inférieur & %g(g+ 1) dés que g = 4 ; il doit
donc exister des relations non triviales satisfaites par les matrices de périodes.
Le probléme de Schottky consiste 3 expliciter ces relations.

Ce probléme admet une traduction géométrique simple. On appelle variété abé-
Lienne principalement polarisée (en abrégé v.a.p.p.) un couple (A,8) , od A est
un tore complexe et © une hypersurface dans A , définie 3 translation prés ; on
demande de plus que le diviseur © soit ample mais ne puisse bouger linéairement,
c'est-3-dire d.’me H° (A,OA(e)) =1,

A toute matrice T € H_, on associe une v.a.p.p. (Ar’@'r) comme suit. Le
Z-module L_r =79 ® tz9 est un réseau dans 9 ; on pose A'r = tI:g/LT . On défi-
nit une fonction holamorphe 9 sur a9 x Hg par

S.M.F.
Astérisque 152-153 (1987)
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A. BEAUVILLE

(1) S(z,T) = Z expni(tmrm+2tmz) ;
mezd

lorsque T est fix&, on écrit plus simplement 9(z) = 9(z,T) . On a
9(z+p+ 19 =9(2) .exp mi(- tqrq - thz) pour p,q € Zg,

de sorte que le diviseur de 9 dans 9 est invariant sous Lr , donc provient
d'un diviseur 6, sur Ar . La théorie des fonctions théta montre qu'on obtient
ainsi, & isomorphisme prés, toutes les v.a.p.p. ; de plus, deux matrices T et T'
de Hg fournissent des v.a.p.p. isomorphes si et seulement s'il existe un &lé&-
ment Y du groupe symplectique Fg =5p(29,Z) tel que tT' =Y.T (on fait opé-
rer I‘g sur Hg de la facon suivante : si Yy = 23 , avec a,b,c,d dans
Mg(z) ;onpose Y.T= (at + b) (ct + d)7") . Autrement dit, £'espace analytique
quotient Ag = Hg/r‘g est L'espace des modules des v.a.p.p. de dimension g .

Si maintenant T est la matrice des périodes d'une surface de Riemann C ,
la v.a.p.p. (A_L_,GT) n'est autre que la jacobienne JC de C . Geométriquement,
JC paramétre les diviseurs de degré 0 sur C , modulo &quivalence linéaire ; si
1l'on choisit un diviseur A de degré g-1 sur C , l'ensemble des classes de di-
viseurs de la forme pyt... +pg_l—A (avec p; € C ) est un diviseur théta de JC.
Le probléme de Schottky consiste donc & caractériser les jacobiennes parmi toutes
les v.a.p.p. ; ou encore a décrire, dans 1'espace des modules Ag , la sous-varié-
té M Jg des jacobiennes.

2. L'APPROCHE ANALYTIQUE

Le probléme de Schottky a d'abord été &tudié d'un point de vue analytique :
on cherche a écrire des équations de Jg dans Ag , définies par des formes modu-
laires sur H_ . La théorie des fonctions théta fournit certaines de ces formes,
par exemple les théta-constantes

2 expniltm+p)tm+p) + 2 Emn+p)ql
nez?

(2) e[g] (1)

. 1
exp ru.(tprp + ZtPQ) -9(q+tp) pour p,q €3 z9 .

Ces fonctions sont des formes modulaires de poids 1/2 pour un sous—groupe
d'indice fini de I"g , noté r‘g(4,8) . Igusa [I 1] a montré qu'elles définissent
des coordonnées projectives sur le quotient Hg/ I‘g(4,8) . Toute sous-variété fer-
mée de Ag peut donc a priordl étre définie par des polyndmes en les théta-cons-
tantes ; il s'agit de déterminer effectivement ces polyndmes dans le cas de Jg .

(1) Si 1'on convient d'incorporer a Jg les produits d'un nombre fini de jacobien-
nes - ce que nous ferons désormais -, Jg est une sous—variété fermée de Ag .

de dimension 3g-3 .
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(675) PROBLEME DE SCHOTTKY ET CONJECTURE DE NOVIKOV

Le premier résultat dans cette direction est d@l & Schottky, qui mit en &viden-
ce en 1888 un polyndme de degré 16 en les théta-constantes, invariant sous Ty ,
qui s'annule identiquement sur J, mais pas sur A4 [S]. Schottky semble considé-
rer comme évident que ce polyndme définit exactement J, ; en fait, cette propriété
n'a été démontrée que récemment par Igusa ([I 2], voir aussi [F]).

En 1909, Schottky et Jung ([S-J]) donnent un procédé systématique pour écrire
des polyndmes en les théta-constantes s'annulant sur Jg , d partir d'identités
satisfaites par les théta-constantes générales en dimension g-1 (les relations
de Schottky - Jung sont des conséquences faciles de la théorie des variétés de Prym,
c4. [M]). Soit Sg la sous-variété de Ag définie par l'ensemble des équations
obtenues par ce procédé. Van Geemen a démontré récemment que Jg est une compo-
sante Luveductible de Sg [vG]. La dénonstrati?n procéde par récurrence sur g ,
en considérant la cizmpactification de Satake Ag de Ag et en reliant le bord
S de S dans A & S .

g9 g9 g9 g-1

Malheureusement, les équations de Sg ne sont pas explicites ; le probléme
vient de ce qu'on ne connait pas l'ensemble des identités satisfaites par les théta-
constantes. D'autre part, on ignore tout des autres camposantes (éventuelles) de Sg .

3. L'APPROCHE GEOMETRIQUE

Un point de vue un peu différent consiste & chercher des caractérisations géo-
metrniques des jacobiennes, conduisant si possible & des équations plus ou moins
explicites. Signalons au passage que ce type de caractérisations a des applications
a d'autres domaines de la géométrie algébrique, par exemple aux questions de ra-
tionalité des variétés de dimension 3 (voir [M-B]).

a) Singularités du diviseur ©

Soient C une courbe de genre g , et (JC,8) sa jacobienne. ILa description
explicite du diviseur © (n° 1) permet de paramétrer le lieu singulier Sing ©
en termes de diviseurs spéciaux sur C (théoréme des singularités de Riemann) ;
(9)
g-4 !
plement Ng_4 » la sous-variété de Ag formée des v.a.p.p. (4,0) telles que

on en déduit 1'inégalité dim Sing ® > g-4 . Désignons alors par N ou sim-
dim Sing © > g-4 ; Andreotti et Mayer ont prouvé que Jg est une composante ir-
réductible de Ng_ 4 [A-M]. Ils donnent de plus un procédé théoriquement explicite
(mais pratiquement trés compliqué) pour écrire des équations de Ng_ 4 o0 termes
des théta-constantes et de leurs dérivées secondes.

L'ensemble Ng_ 4 @ d'autres composantes que les jacobiennes. En genre 4 ,
No est réunion de J, et du diviseur irréductible Gn ull formé des v.a.p.p.
pour lesquelles une théta-constante s'annule [B]. En genre 5, N, a cing campo-
santes, que 1l'on sait décrire explicitement ([Do], [D 2]). En genre g 2= 6 , on
dispose d'une liste de camposantes de Ng_ 4 [D 2], mais il n'y a aucune raison
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A. BEAUVILLE

pour que cette liste soit campléte.

b) Réductibilité de € n 8, et trisécantes

Cette approche remonte 3 l'article [We], ol Weil démontre le théoréme de
Torelli & partir de l'observation suivante (c4. aussi [D 1]). Soient C wune courbe,
(JC,8) sa jacobienne, p et g deux points distincts de C . On déduit facile-
ment de la description explicite du diviseur © que l'intersection 6N ep-q est
réductible (V) ; plus précisément, on a
(3) enep_qcep_rues_q ,
quels que soient p, g, r ,s dans C, avec p#q .

Soient alors (A,8) une v.a.p.p. quelconque ; pour éviter des camplications
sans intérét, nous supposerons que (A,8) est {ndécomposable, c'est-a-dire n'est
pas produit de deux v.a.p.p. non triviales. Soient a , x , y des éléments dis-
tincts non nuls de A . Considérons la condition

(4) eneac:exuey.

D'autre part, soit ¢ : A — PV (avec N=29-1) le morphisme associé
au systéme lindaire [20| ; son image est la variété de Kummer - Wirtinger K(A,8)
isomorphe & A/ {#1} . Soit T un point de A tel que 2T = x+y ; il n'est pas
difficile de voir que (4) équivaut a

(5) Res points W(T) , W(C-a) , W(C-x) de PN sont alignés.

D'aprés (3), cette propriété est vérifiée pour la jacobienne d'une courbe C
lorsque a=p-q, x=p-r, 20=p-g-r+s ,avwec p,q,r,s dans C.
La variété de Kummer d'une jacobienne admet donc une famille de dimension 4 de
trisécantes. Cette propriété est tout a fait exceptionnelle ; en fait, un peu
d'optimisme pousse & formuler la conjecture suivante :

Conjecture de la trisécante.- Soit (A,8) une v.a.p.p. indécomposable. Si La va-
niete de Kummen XK(A,8) admet une trnisécante, (A,0) est une fjacobienne.

Voici quelques arguments en faveur de cet énoncé. J'ai prouvé avec O. Debarre
[B-D] que £'existence d'une trhisécante a K(A,0) entraine dim Sing © > g-4 ;
il en résulte au moins que Jg est une composante irréductible de l'ensemble des
v.a.p.p. admettant une trisécante. En s'appuyant sur ce résultat, Debarre a démon-
tré 1'énoncé ci-dessus lorsque (A,0) est une variété de Prym [D 3] ; cela en-
traine en particulier la conjecture en dimension 4 et 5 . D'autre part, nous
verrons au n° 4 une démonstration d'une conjecture de Novikov qui est la version
inginitésimale de la conjecture de la trisécante.

(1) Pour toute v.a.p.p. (A,8) et tout point a de A, on note ea le transla-
té ©+a du diviseur © .
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Enfin, on peut affaiblir la conjecture en essayant de caractériser les jaco-
biennes par l'existence d'une famille assez grande de trisécantes. Des résultats
de ce type ont été obtenus d'abord par Gunning [G], puis raffinés par Welters [W2].
Je vais expliquer le critére de Welters, qui joue un rSle clé dans la démonstra-
tion géamétrique de la conjecture de Novikov (n°® 4). Soit (A,8) une v.a.p.p.
indécomposable, et soient a , B , Y des Eéléments distincts de A . Posons

(6) ={{e€nr]| Y(C+a) ,Y(T+B) et Y(T+Y) sont alignds} .

Va8, v
On avuque lorsque A=JC, a=0, B=gq-p, Y=r-p, l'ensenble
Va,B,Y contient la courbe —;— (C+p-g-r) (on aen fait égalité). Réciproquement,
Welters prouve que £a condition dim VG,B,Y 21 entraine que (A,8) est une fa-
cobienne. Citons aussi un autre résultat de Welters, qui s'appuie lui aussi sur la
méthode de Gunning : si K(A,8) admet une famille continue de trisécantes et si

dim Sing ® < g-4 , alors (A,8) est une jacobienne [W 1].

c) Autres méthodes

Mentionnons d'abord un probléme voisin de la conjecture de la trisécante :
1l'existence d'une sous-variété de A de classe 923 dans H“(A,Z) caractérise-
t-elle les jaccbiennes ? La réponse n'est connue que pour g =4 [R]. D'autre
part, diverses questions et conjectures sur le systéme linéaire [28] , liées i
ce qui précdde, sont discutées dans [vG-vVG].

Une approche tout & fait différente, qui remonte & la fin du 19e siécle, est
basée sur la géométrie différentielle : le diviseur @ est localement une hyper-
surface dans @9 , "doublement de translation". Sous des hypoth@ses convenables
de non-dégénérescence, cette propriété caractérise les jaccbiennes. Il semble
malheureusement difficile de traduire ce résultat en termes de géométrie algébri-
que, par exemple d'en déduire des équations pour Jg dans Ag . Je renvoie a [L]
pour un exposé de ce point de vue.

4. LA CONJECTURE DE NOVIKOV

Dans la suite, je supposerai toujours que la v.a.p.p. (A,0) est associée i
une matrice T de Hg ; cela permet de parler de la fonction & de A . J'utili-
serai le fait qu'il existe une base (wo s eee s d’h) de 1l'espace des fonctions
théta d'ordre deux (N =29-1 ) satisfaisant & la relation de Riemann

(7) 8(z+ud(z-u) = Z Y, (2)Y; (W) pour z,u€ o .
i
. > g (DN+1 PP . . .
Le morphisme ¢ : €7 — défini par les wi induit par passage au quotient
le morphisme ¢ : A — PN associé au systéme lindaire |[20] .
a) L'énoncé

A condition de les énoncer convenablement, les propriétés (4) et (5) de 3 b)
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se spécialisent au cas ol les points a , x , y deviennent infiniment voisins
de 0 .Si a€ To(d) , on définit eneaparleséquations 8=Da8=0;
l'existence de a , x , y satisfaisant 3 (4) devient

(8) 1€ existe un vecteur non nul a € To (D) , et deux sections non nulles de
Ho®© n ea ,0(8)) dont Le produit (dans HC(® N ea, 0(28) ) est nul.

De la méme fagon qu'on prouve 1'équivalence de (4) et (5), on démontre que
(8) équivaut a

(9) 12 existe des champs de vecteuwrs constants Dqi , D» , Da 4sur €9 , avec
D1 #0 , et une constante 4 € T , tels qu'on ait
(3D} + D2 - D, Dy - AP(0) = 0 .

La formule (7) permet de transformer cette identité en équation aux déri-
vées partielles. Il est cammode d'utiliser la "notation bilinaire d'Hirota" : si
P est un opérateur différentiel sur €9 ,onnote P|9.9 lavalearen u=0
de la fonction P(9(z+u)9(z-u)) , P opérant par rapport 3 la variable u .

Il résulte de (7) qu'on a

(10) P|9.9=0<= Py(0) =0 ,
de sorte que (9) équivaut & 1'équation aux dérivées partielles
(11) GDi+D2-D,D,-a)|9.8=0.

Un calcul facile montre que 9 satisfait 3 (11) si et seulement si
u=D? log & satisfait a

| 2 _
(12) D,z Dju + 4uD,u~-Dyu) +Dyu=0.

Cette équation non linéaire, dite équation de Kadamtsev - Petviashvili ( K-P ),
joue un rdle fondamental dans les travaux de 1'école japonaise, en liaison avec
certaines représentations d'algébres de Lie affines. Faute de place, je ne peux
qu'évoquer ici ce point de vue, et renvoyer par exemple a [V].

Revenant aux jacobiennes, il suffit de faire tendre p, g, r , s vers un
méme point de C dans 1l'inclusion € N ep_q c ep_r U es pour obtenir (8) ;
par conséquent, la fonction ¥ d'une jacobienne satisfait 3 1'équation K-P .
La réciproque, conjecturée par Novikov, a été démontrée par Shiota [Sh] :
THEOREME.- Soit (A,8) une vanitté abélienne principalement polarisée indécompo-
sable, dont La fonction 8 satisfait a L'équation K-P . Alors (A,8) est une

jacobienne.

Arbarello et De Concini viennent de donner une démonstration plus géamétrique

et plus simple de ce résultat [A-D2] ; c'est celle-ci que je vais exposer mainte-
nant.
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b) La traduction analytique du critére de Welters [A-D 1]
Le critére (6) de Welters garde lui aussi un sens lorsque a , B , Y devien-

nent infiniment voisins de 0 . Il s'énonce ainsi : soit Y un jet de courbe i
l'ordre 2 ( = sous-schéma de longueur 3 ) dans A & l'origine. Posons

VY={C€A]ilexisteunedroite 2 de BV telleque T+Ycy1(L)} .

Dans [W 2], Welters prouve que (A,8) est une jacobienne dés que dim VY 21.
I1 est facile de voir que Y est défini par deux champs de vecteurs Dy , D2
sur A, de sorte qu'une fonction f sur A définie au voisinage de 1'origine

s'annule sur Y si et seulement si
(13) £(0) =D, £(0) = (O + D,)£(0) =0 .

Ainsi Vy est l'ensemble des T € A tels que les points Y(T) , D, W(T) et

(DF + D,)W(X) soient alignés. On en déduit facilement que 1'espace tangent 3 V.
Y

en 0 est engendré par 5, . Donc, au voisinage de l'origine, VY est soit un

jet de courbe lisse (de la forme Spec(T[t]/t%)) , soit une courbe lisse. Dans

ce dernier cas, VY admet & 1l'origine un développement en série formelle

D(t) = Z
>

i>1
La définition de VY se traduit par 1l'existence de séries a(t) , b(t) , c(t)
dans C[[t]] telles qu'on ait 1'identité

D, t' , avec D, €€ et D, #0.

(14) a(®UD(®) +b(®) B, YD®) + ct) B + B,)PdE) =0 .

En &galant & zéro le terme constant, puis le coefficient de t dans le pre-
mier membre, on cbtient a(0) =c(0) =0 , b(0)c'(0) # 0 . En divisant par b(t)
et modifiant le paramétre t , on se raméne au cas b(t) =1 , c(t) = -t ; consi-
dérant alors les coefficients de t et t2 , on obtient a'(0) =a"(0) =0,

Di =D1, Dz =D, (ici et dans ce qui suit, on identifie les vecteurs D, & des
champs de vecteurs constants sur €9 ). L'équation (14) est devenue

(15) a()$(D(1) + Dy YD) - £ + Da)P(D(E)) = 0 .

Pour toute fonction f sur 9 analytique au voisinage de l'origine, le
développement de Taylor de f(D(t)) s'écrit )

_ S
(16) £D®) = Z t7 A £(0) ,

ol les As sont des opérateurs différentiels i coefficients constants sur @2 ’

définis par Dil pSp
(17) A.=3— ... B,
S s, ! s !

1 P

la somme &tant prise sur 1'ensemble des familles finies (sl,. . .,sp) d'entiers

positifs telles que sl+252+ +pSp =s .
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Posons d'autre part A, = Df +D, , et a(t) = i§3 a; t' . Avec ces notations,
le coefficient de t° dans (15) s'écrit

- S -
(18) (A1 As - A2 As—l + i§3 a; As_i)LlJ(O) =0.

Le critére de Welters admet donc la traduction suivante : pour que (A,8) soit
une jacobienne, il faut et il suffit qu'il existe des champs de vecteurs constants
Dy, Dy, ... , avec D, # 0 , et des scalaires Q3 , 38 4 .. , tels que (18)
soit satisfaite pour tout s . En vertu de (10), on peut d'ailleurs remplacer (18)
par

- S
(19) A 8 -8, 8 )+ 153 a; A_) |88 =0.

Notons Ps(Dl' ,DS Pagy e ,as) (z) , ou simplement Ps(z) , le premier

menmbre de (19).01'18. Po =Py =Py =0 , et
(20) Py(2) = (- $DY - D2 +D, D, +a,) | 9.5 .

L'équation Pa(z) = 0 n'est autre que la forme (11) de l'équation K-P . Ainsi,
1l'é&quation K-P signifie que VY contient & l'origine un jet 3 l'ordre 3 de
courbe lisse.

c) Réduction modulo (9,D4 9)

I1 suffit de prouver 1'énoncé suivant : s'il existe des champs de vecteurs

constants D1 s eee ’Ds-l sur @7 , avec D¢ # 0 , et des constantes Ay eeerdg
telles que P3(z) = eee = Ps—l(z) = 0 , alors on peut trouver Ds et ag de fa-
gon que Ps soit nul.

Explicitons la dépendance de Ps en les inconnues Ds et ag - On a
= p° - c 2
(21) Ps(z) = Ps(z) + 2 39(2) . D, Dg 9(z) - 2 D, 9(z) . Dy 9(z) + a 9(2)° ,

en posant Pg(z) = PS(Dl s oese 'Ds—l ,0; Q37 e s g g 0) (z) .

Si Ps est nul, la fonction Pg appartient 3 1'idéal (9,D4 9) . L'observa-
tion fondamentale de [A-D2]est la réciproque : 44 P2 € (9,D1 9) , 4L existe un
champ de vecteurs constant D, sur 9 et un nombre complexe a tels qu'on ait
PS(D1 ;ee«,D_; A3y ees ,as) (z) = 0 . Considérons en effet les suites exactes

S
s
(22) 0 — 0,(©) —2 0, (26) — 0 (26) — 0
(23) 0— 0. 219 0 (20) — 0 (28) — 0
o o ene, .

L'espace H° (8,0e (8)) est engendré par les restrictions 3 © des dérivées par-
tielles de 9 . Par construction Pg définit une section de OA(ZG) , qui s'an-
nule sur © N 8D1 . On déduit alors de (23) l'existence d'une dérivation Ds telle
que la fonction Pg + 29 . Dle\‘) - 2D18 . Dsa s'annule sur © , puis de (22)
1'existence d'une constante a_ telle qu'on ait

P° +29.D,D_9-2D,8.D 9+a 9 =0, d'ol notre assertion.
s 17s 1 S S
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I1 reste a établir 1'implication
(24) Py=...=P_, =0= P; € (9,09 .

Alors que tout ce qui précéde est entidrement algébrique, on ne sait actuelle-
ment prouver (24) que par un argument transcendant délicat, inspiré de la démonstra-
tion de Shiota. Dans [A] Arbarello indique une approche algébrique de (24), qui
malheureusement exige des hypothé&ses supplémentaires sur (A,8) qu'il semble diffi-
cile d'éliminer.

L'idée de l'argument transcendant est d'établir le résultat suivant, plus fort
que (24) : si P3 = .. = Ps_1 =0 , il existe une fonction holomorphe ¢ sur o9
satisfaisant a
(25) D,0.8-9.D =P,
soit encore

— poO 2
(26) Dy(@/9) =P /9 .

d) Existence de solutions locales
Soit U l'ouvert de €7 od 9 et D4 O ne s'annulent pas simultanément.
Nous allons montrer que (26) admet une solution locale au voisinage de chaque point

2o de U . C'est clair si 8(z0) # 0 , puisqu'alors P;/Sz est holamorphe en zo ;
traitons le cas 8(zo) =0 (et donc Dq 9(zo) #0 ). On peut supposer zo = 0 et
Dy = 3 /924 . Le théoréme de préparation de Weierstrass permet d'écrire, au voisi-
nage de O ,

(27) 9(z) = (z1 - b(z2, ..., zn))h(2) ,

avec b(0) =0, h(0) # 0 . On peut alors développer P;/S2 suivant les puissan-
ces de (zq - b) :

i
o 2 _ _
(28) PS/S _12232 (z1 b) Hi(ZZ"“'zn)
I1 suffit de prouver que H_; est nul : la solution cherchée sera
_ _yit2 Hj .o . e )
¢o=h 2}2 ) (z1-Db) 1371 - Considérons 1'opérateur différentiel

(29) r=e"%n‘,‘+n§-n1 D, + 4 D, (D? log 9)D,) .

Un calcul assez délicat, utilisant 1'hypothése P3 = ... = Ps_1 =0 , fournit
1'identité F(Pg/ez) = 0 . D'autre part, il est facile de calculer la partie po-
laire de I‘(Hi(zl-b)l) , pour i =-1,-2 ; tenant campte de (27), on obtient

(30) T(H-1(z+ = b)™") = -8h(0)*H.4(z4 - b)™" + fonction holamorphe ,

tandis que la partie polaire de TI'(H_,(z,-b) 2) disparait miraculeusement. Comme
I' est holamorphe et r(pg/az) = 0 , on conclut que H_, est nul.

e) Globalisation
Considérons 1'homomorphisme €-linéaire D : 97" OU — 52 OU ; notons N

109



A. BEAUVILLE

son noyau et I son image, de sorte qu'on a une suite exacte de cohomologie

(31) HO (U,971 0,) Dy o,y — wTUN) .

L'existence de solutions locales de (26) é&tablie ci-dessus signifie que la section
Pg’/a2 de 92 OU appartient & HO(U,I) ; il s'agit de prouver qu'elle est dans
1l'image de D4 .

On a une suite exacte

D
00— N— 0. —50_ —0,

U 8]

de sorte que H'(U,N) s'identifie au noyau de Dq : H' (U,OU) — H? (U,OU) . Un cal-
cul sans difficultés montre que celui-ci est nul dés que D4 est génériquement

transverse a (@ N 9D1)r eq ' qui revient & dire que la sous-variété
Z2=1{z€a? | D]9(z) =0 pour tout n €N}

est de dimension < g-3 . Si c'est le cas, on déduit de (31) qu'il existe une so-
lution holomorphe ¢ de (26) dans U ; par le théoréme de Hartogs, ¢ s'étend en
une solution holomorphe de (26) dans c? , ce qui achéve la démonstration du théo-
réme dans ce cas.

Cette méthode bute sur la situation exceptionnelle dim £ = g-2 . Dans ce
cas, Shiota construit, par un argument délicat utilisant 1'équation K-P , un
éclatement lisse A de A sur lequel D; se prolonge et posséde la propriété de
transversalité voulue. Le raisonnement cohamologique ci-dessus s'applique alors
sur A et permet encore de conclure.
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