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Le but de cet expos~ est  d ' i l l u s t r e r  deux beaux th6or~mes de Janssen [J]  

e t  Ebel ing [E l .  Ces r ~ s u l t a t s ,  de nature purement a lg~br ique,  permettent  ~ leurs  au- 

teurs de c a l c u l e r ,  darts un grand hombre de cas, la monodromie des s i n g u l a r i t ~ s  i so l~es .  

Je voudrais montrer sur un exemple q u ' i l s  s ' app l i quen t  ~galement tr~s bien au ca lcu l  

de la monodromie des f am i l l es  de var i~ t~s  l i s ses .  

Le probl~me prec is  que je  veux t r a i t e r  est  le su ivant .  Les hypersurfaces 

de degr~ d dans pn+1 sont param~tr~es par un espace p r o j e c t i f  
pN(n,d)  (avec N(n,d) n+d+1 . ,  = ( d ) - l ) ,  dans lequel les hypersurfaces l i sses  forment un 

ouver t  Un, d. Soient u un po in t  de Un, d ,  e t  X l ' hypersur face  correspondante.  

Le groupe ~1(Un,d,U) op~re sur Hn(x, E ) ,  et  l ' image Fn, d de l'homomorphisme 

p : ~1(Un,d,U) > Aut (Hn (X ,E ) )  est  appel~e le groupe de monodromie de la f a m i l l e  

u n i v e r s e l l e  des hypersurfaces de dimension n et  de degr~ d; c ' e s t  ce groupe que 

nous a l l ons  d~terminer .  Apr~s quelques p r~ l im ina i r es  (n ° I ) ,  le r ~ s u l t a t  est  obtenu 

au n ° 2 (n pa i r )  et  au n ° 3 (n impa i r ) .  Quelques app l i ca t i ons  sont donn~es au n ° 4; 

on condid~re au n ° 5 la s i t u a t i o n  plus g~n~rale des i n te rsec t i ons  compl~tes. 

I .  R~seaux ~vanescents. 

Soi t  L un E-module l i b r e  de type f i n i ,  muni d'une forme b i l i n ~ a i r e  sy- 

m~tr ique ou a l t e rn~e ,  not re  (a,b)  I > a . b .  Soi t  A un ensemble d'~l~ments de L ; 

si la forme es t  sym~tr ique, nous supposons 6 2 = ± 2  pour tou t  6£A .  So i t  s G l ' a u -  

tomorphisme de L d~ f i n i  par s6(x) = x+ (6.x)5 si 5 2=0  ou - 2 ,  s6(x) = x -  (6 .x )6  

si 5 2= 2; i l  respecte la forme b i l i n ~ a i r e .  On note F A le groupe d'automorphismes 

de L engendr~ par les s 6 pour 6EA.  

DEFINITION.- On d i t  que le  couple (L,A) est  un r~seau ~vanescent si A engendre 

L, et  si A est  une o r b i t e  de F A dans L. 

Indiquons deux exemples de r~seaux ~vanescents, en renvoyant pour les d~- 

t a i l s  aux a r t i c l e s  [El et  [ J ] .  

So i t  F la f i b r e  de Mi lnor  d'une s i n g u l a r i t ~  iso l~e de dimension n ;  

le module des cycles ~vanescents Hn(F, E ) ,  muni de la forme d ' i n t e r s e c t i o n  et  de 

l 'ensemble A F des cycles ~vanescents, est  un r~seau ~vanescent : c ' e s t  ce qui e x p l i -  

que a la fo i s  la t e rm ino log ie  et  l ' i n t ~ r ~ t  de ce t te  not ion pour l ' ~ t ude  des s i n g u l a r i -  

t~s.  



Voici un autre exemple, fondamental pour ce qui su i t .  Soit (Xt)tE~1 un 

pinceau de Lefschetz d'hypersurfaces de degr# d dans ~n+I., notons S l'ensemble 

( f i n i )  des points sE ~I te ls  que X s so i t  s ingul i~re.  Fixons t £  p1 _S , et po- 

sons X=X t .  Notons Hn(x' ~)o la cohomologie pr imi t ive  (~gale ~ Hn(x ,~)  si n 

est impair, et ~ l 'orthogonal de h n/2 dans Hn(x, ~) si n est pai r ) .  Pour chaque 

sCS, le choix d'un chemin dans p l_S joignant t ~ un point vois in de s d~ter- 

mine un cycle ~vanescent 6EHn(X, # ) ;  notons AX l'ensemble de ces cycles ~vanes- 

cents. D'apr6s la th~orie de Lefschetz, le couple (Hn(X, ~)o,Ax) est un r~seau ~va- 

nescent. 

Si le pinceau choisi  est assez g~n#ral, un th#or~me de Zariski entra~ne 

que l ' i n c l u s i o n  p1_SCUn, d indu i t  un homomorphisme su r j ec t i f  sur les ~I ;  le 9rou- 

pe de monodromie Fn, d coTncide donc avec ]e groupe F A du r~seau ~vanescent 

(Hn(X, ~)o,Ax) .  

Indiquons maintenant une re la t ion entre les deux constructions pr~c~den- 

tes. Soit X ° une hypersurface de degr~ d dans ~n+1 , admettant une s ingu la r i t~  

isol~e en un point p. La f ib re  de Milnor F de cette s ingu la r i t#  est l ' i n t e r s e c t i o n  

l isse voisine de X avec une pet i te  boule de centre p dans d'une hypersurface X E o 

~n+1 . Par transport  de X ~ X on en d~duit un homomorphisme 

i : Hn(F , ~) ) Hn(X,~)  = H n ( x , ~ ) ,  qui est compatible aux formes d ' in te rsec t ion  

et applique AF dans A X. Si la forme d ' in te rsec t ion  sur Hn(F,~)  est non d~g~n~- 

r~e, i est n~cessairement i n jec t i ve ,  et i d e n t i f i e  donc (Hn(F,~),AF) ~ un sous- 

r~seau ~vanescent de (Hn(X,~)o,Ax) .  

2. Dimension paire. 

Soit M un r~seau orthogonal. Si M R est non d~g~n~r~, i l  ex iste pour 

=±I un homomorphisme o : 0 (M~) -~  {±I} caract~ris~ par la propri~t~ suivante: 

si v est un vecteur non isotrope de M R et si s v d~signe la r~flection orthogo- 

nale par rapport ~ v ±, on a o (s v)= ~v2/Iv21. Si M R est d~g~n~r~, de noyau K, 

on note encore ~ le compos~ 0(M~)--> 0(M~/K) ~c> {±I}.  D'autre part, on note 

D(M) le conoyau de l'homomorphisme M ---> M* associ~ ~ la forme bi l in~aire, et T 

l'homomorphisme canonique O(M) ---~ Aut (D(M)). 

Soit (L,A) un r~seau ~vanescent orthogonal. On pose 

O*(L)= 0(L)~Ker o ~Ker T, avec ~= ~ pour ~EA. I I  est c la i r  que FA est 

contenu dans O*(L). Par ai l leurs,  on d i t  comme dans [E] que le r~seau ~vanescent 

(L,A) est complet si A contient 6 ~l~ments dont le diagramme d'intersection est 

o--o/i o--o \ ! /  

(comme d'habitude, les ~l~ments correspondent aux sommets du diagramme, le produit de 

deux ~l~ments ~tant ~gal au nombre de t ra i ts  joignant les sommets correspondants). 
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THEOREME I [E l . -  Soit (L,A) un r~seau ~vanescent orthogonal complet. On a FA=O*(L). 

Nous allons en d~duire le groupe Fn, d pour n pair .  I I  est c l a i r  que 

Fn, d est contenu dans le sous-groupe Oh(Hn(X,~)) de O(Hn(X,~)) form~ des auto- 

morphismes qui pr~servent h n/2 (on d~signe par h la classe dans H2(X,~) d'une 

section hyperplane). Posons O~(Hn(X,~)) = Oh(Hn(X,~))nKera , avec s= ( - I )  n/2 

THEOREME 2.- Pour n pair ,  le groupe de monodromie Fn, d est le groupe O~(Hn(X,~)). 

I I  est d ' indice 2 dans Oh(Hn(X,~)) s i d~4 o u d=3 e t n~2,  d ' indice I dans 

les autres cas. 

Le cas des quadriques est laiss~ au lecteur en exercice. Le cas des sur- 

faces cubiques est bien connu : le groupe de monodromie F2, 3 est le groupe de Weyl 

W(E6), ~gal ~ Oh(H2(X,~)) . Supposons d~sormais d~3,  et n~4 si d=3.  Nous 

allons montrer que le r~seau ~vanescent (Hn(X,~) o,A X) est completo Nous ut i l i serons 

pour cela une des s ingular i t~s exceptionnelles d'Arnold [A], la s ingular i t~  U12 : pour 

une surface, e l le  est donn~e analytiquement dans {3 par l '~quation x 3+y3÷z  4=0.  

D~apr~s [E], 5.3, le r~seau @vanescent de cette singu|arit@ est complet. 11 en est 

donc de m6me de tout r~seau ~vanescent le contenant; compte tenu des remarques dun ° I ,  

i l  s u f f i t  donc de prouver qu ' i l  existe une hypersurface de degr~ d dans pn+1 ad- 

mettant une s ingular i t~ de type U12. Pour  d~4, i l  s u f f i t  de prendre l 'hypersur-  

face d'~quation af f ine 

4 n~1 2 
x~+x~+x3 x~+i= 4 + x i = 0 . 

Pour d=3, on remarque qu ' i l  existe une surface cubique, d'~quation af-  

f ine f ( x l , x 2 , x  3)=0 dans ~3 admettant ~ l ' o r i g i ne  une s ingular i t~ de type E 6 

(c 'es t -a -d i re  d'~quation analytique z 2+x 3+y4=0 ;  c 'est  un r~sul tat  classique, cf .  

par exemple [D]). L'hypersurface d'~quation af f ine 

f ( x l , x 2 , x 3 ) + x ~ + n x  I 2 
i=5 xi = 0 

f a i t  l ' a f f a i r e ,  d'o~ notre assertion. 

Consid~rons maintenant l'homomorphisme de res t r i c t i on  

r : O~(Hn(X,~)) ) O(Hn(X,~) o) ; i l  est i n j e c t i f ,  et son image est contenue dans 

0". Comme r(Fn, d)=O* d'apr~s le Th~or6me I ,  on a Fn, d= O~(Hn(X,~)). Enfin le 

r~seau complet Hn(x,~) o contient un ~l~ment n de carr~ -2s; on a as(s n )= -1 ,  

de sorte que O~ est d ' indice 2 dans O h . 

3. Dimension impaire. 

Soit (L,A) un r~seau ~vanescent symplectique. Le groupe F A est alors 

contenu dans le groupe symplectique Sp(L). On appelle forme quadratique mod. 2 sur 
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le r~seau symplectique L une fonct ion q : L ) ~ /2~  sa t is fa isant  

q(x+y)= q ( x ) + q ( y ) +  (x .y ) .  Si on a q(6)= I pour tout 6E4,  le groupe ?& est 

contenu dans le sous-groupe SpO(L,q) de Sp(L) form~ des automorphismes symplecti- 

ques qui pr~servent q. Inversement, si la transvect ion s 6 preserve q et est d is-  

t i nc te  de l ' i d e n t i t ~ ,  on a q(6)= I .  

La c l ass i f i ca t i on  de Janssen est relat ivement compliqu~e; je vais me con- 

tenter  d'~noncer un r~su l ta t  beaucoup plus fa ib le  (que l ' on  d~duit tr~s facilement de 
[J ] ) .  

THEOREME 3.-  Soit (L,A) un r~seau ~vanescent symplectique unimodulaire. Supposons 

que & contienne 6 ~l~ments dont le diagramme d ' in te rsec t ion  mod. 2 est de type E 6. 

On a alors l 'une des deux poss ib i l i t~s  suivantes : 

( i )  £&= Sp(L) ; 

( i i )  i ]  existe une forme quadratique mod. 2 q sur 

THEOREME 4.-  Supposons n impair. 

L t e l l e  que F&= SpO(L,q). 

( i )  S i d est pa i r ,  le groupe de monodromie Fn, d est le groupe symplectique 
Sp(Hn(X, ~ ) ) ;  

( i i )  s i d est impair, i l  existe sur Hn(x,~) une forme quadratique mod. 2 qx i n -  

variante par monodromie, et on a £n, d= Spo(Hn(X,ZZ),qx ). 

On la isse de nouveau au lecteur le cas des quadriques, ainsi  que celui  

des cubiques planes. Montrons dans les autres casque les hypotheses du Th~or~me 3 

sont sa t i s fa i t es .  I I  s u f f i t  comme ci-dessus de mettre en ~vidence une hypersurface (de 

dimension n et de degr~ d) admettant une s ingu la r i t~  de type E 6. Pour d>4 ,  on 

prend l 'hypersurface d'~quation a f f ine  

x2=0 
i=3 I 

Pour d=3 ,  on u t i l i s e  encore la surface cubique avec une s ingu la r i t~  de type E 6, en 

ajoutant une somme de carr~s & son ~quation. 

On est donc dans l 'une des s i tuat ions ( i )  ou ( i i )  du Th~or~me 3. Si d 

est impair, i l  existe effectivement une forme quadratique mod. 2 sur Hn(x, ~) inva- 

r iante par d~formation (cf .  [B] ou [W], ou aussi n °4c ci-dessous), de sorte qu'on est 

dans le cas ( i i ) .  

I I  reste a montrer que lorsque d est pair  (>4) , i l  n 'ex is te  pas de 

forme quadratique mod. 2 q sur Hn(x ,~ )  invar iante par monodromie, c 'es t -&-d i re  

t e l l e  que q ( 6 ) :  I pour tout 6E~x. I I  s u f f i t  pour cela de trouver un nombre impair 

d'~l~ments 61 . . . . .  ~2p+I de &X' deux ~ deux orthogonaux, v ~ r i f i a n t  Z6 i~O (mod. 2). 

Pour r~a l i se r  cette s i t ua t i on ,  nous al lons consid~rer un pinceau d'hypersurfaces 
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(Xt) tEP1 , ob pour t = O  la f i b re  X o acqui~re un cer ta in  nombre de points doubles 

o rd ina i res  PI . . . . .  PC" A chaque Pi est associ~ un cycle ~vanescent 6 i dans l ' h o -  

mologie d'une f i b r e  vo is ine  X ( c ' e s t - ~ - d i r e ,  par dua l i t~  de Poincar~, dans Hn(x,77)). 

Supposons q u ' i l  ex i s te  une sous-var i~t~ l i sse  Z de Xo, de dimension (n+ I ) / 2 ,  

passant par les Pi" Soi t  B(P i )  une pe t i t e  boule de centre Pi dans Z; en pous- 

sant Z - U  B(P i )  dans la f i b re  vo is ine X, on ob t ien t  une (n+1)-chaine dont le bord 
i 

est Z+6  i .  On a donc E _+6i=0 dans Hn(x ,7 / ) ,  et les 6i sont bien sOr deux 
i= I  

deux orthogonaux. I I  nous s u f f i t  donc de r~a l i se r  une t e l l e  s i t ua t i on  ZcX o, avec 

impair .  

Ecrivons n= 2 v - I .  Soient GI(T e . . . . .  T v) . . . . .  Gv(T 0 . . . . .  T ) des po|y- 

n6mes homog~nes de degr~ d - l ,  supposes assez g~n~raux pour que les hypersurfaces 

G I =0 . . . . .  G - - 0  dans pv se rencontrent  transversalement en (d - l )  ~ points d is -  

t i n c t s .  Prenons pour X o l ' hypersur face  dans F 2v d '~quat ion 

T + I GI(T o . . . . .  T ) + . . .  +T2v Gv(T o . . . . .  T ) =0 . 

On v e r i f i e  auss i t6 t  que les seules s i ngu la r i t ~s  de X o sont les ( d - l )  v 

points d e f i n i s  par 

Tv+ I = . . .  =T2v= G I . . . .  =G v=O , 

et que ce sont des points  doubles o rd ina i res ,  l l s  sont en nombre impair ,  et sont con- 

tenus dans le sous-espace l i n ~ a i r e  Z de X o d~ f i n i  par T + I =  . . . = T 2 ~  =0. On a 

donc obtenu la s i t u a t i o n  cherch~e, ce qui ach~ve la d~monstration du th~or~me. 

4. App l i ca t ions .  

a) Hypersurfaces marqu6es. 

Indiquons d'abord une autre formulat ion des Th~or6mes 2 et  4, qui est 

u t i l e  pour les quest ions de modules et de p~riodes. Supposons d'abord n pa i r .  Soient 

X o une hypersurface l i sse  de dimension n et  de degr~ d, h o~H2(Xo,~)  la classe 

d'une sect ion hyperplane. Posons Ln, d= Hn(Xo,~) et hn, d= h~/2.-_ Le Th~or~me 2 

se t r a d u i t  comme su i t  : 

PROPOSITION I . -  L'espace des hypersurfaces X de dimension paire n et de degr~ d, 

munies d'une isom~tr ie @ : Ln, d > Hn(x ,~)  t e l l e  que @(hn, d) = h n/2,  a deux 

composantes i r r ~duc t i b l es  pour d>4  ou d = 3 ,  n > 4 .  I I  est i r r ~ d u c t i b l e  dans les 

autres cas. 

Pour t r a i t e r  le  cas n impair ,  rappelons quelques d ~ f i n i t i o n s .  So i t  L 

un r~seau symplectique unimodulai re.  On appel le base symplectique de L une base 

e I . . . . .  e2g s a t i s f a i s a n t  ~ e i . e  j = O  si l i - j l  #g ,  e i . e g + i  = I pour 1 < i < g .  
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Soi t  q une forme quadrat ique mod. 2 sur L. On d i t  qu'une base symplectique 

e I . . . . .  e2g est adapt~e ~ ,q si l ' on  a q(e i )  =0 pour i ~ 2 g - 2  et q(e2g_1) = I 

(on v o i t  fac i lement  qu'une t e l l e  base ex is te  toujours)o La va leur  de q(e2g) est 

a lors ind~pendante du choix de la base; on l ' a p p e l l e  l ' i n v a r i a n t  d 'A r f  de q. Le 

Th~or~me 4 se t r a d u i t  a ins i  : 

PROPOSITION 2 . -  L'espace des hypersurfaces X de dimension impaire n et de degr~ 

d, munies d'une base symplectique de Hn(x, E) si d est pa i r  (resp. d'une base 

symplectique adapt~e ~ qx '  s i  d est impair)  est i r r ~ d u c t i b l e .  

Plus g~n~ralement les Th~or~me 2 et 4 permettent de d~terminer les com- 

posantes i r r ~duc t i b l es  des espaces de modules d'hypersurfaces munies d'une s t ruc ture  

de niveau, c ' e s t - 3 - d i r e  d'une s t ruc tu re  suppl~mentaire (base ou ~l~ment mod p, e tc . )  

sur Hn(x, E ) .  Je vais me contenter  d'un exemple assez c lass ique,  ce lu i  des th~ta-  

ca rac t~ r i s t i ques  sur les courbes planes. 

b) Th~ta-carac t~r is t iques .  

Soi t  C une courbe ( l i s s e ,  compacte) de genre g. Rappelons qu'une 

t h~ ta -ca rac t~ r i s t i que  sur C peut ~tre d~ f in ie  de ] 'une des t r o i s  mani~res (~quiva- 

lentes)  suivantes : 

( i )  un faisceau i nve rs ib l e  L sur C (~ isomorphisme pros),  v ~ r i f i a n t  L®2 = mC; 

( i i )  un d i v i seu r  th~ta 0 sym~trique sur J(C);  

( i i i )  une forme quadratique q mod. 2 sur H I ( c , E ) .  

On a h° (L )=  multo(@) ~ Ar f (q )  (mod. 2) ; 

on d i t  que la th~ta-caract~ristique est paire (resp. impaire) si ces nombres sont 

~gaux A 0 (resp. I) dans ~ /2 .  

Les courbes planes de degr~ d impair admettent une th6ta-caract~risti- 

que canonique, d~finie par le faisceau 0 C ( ~ )  (ou par la forme qc ). 

PROPOSITION 3.- L'espace des courbes planes de degr~ d~4, munies d'une th~ta-carac- 

t~rist ique, admet 

deux composantes irr~ductibles si d est pair, correspondant aux th~ta-caract~ris- 

~iques paires et impaires; 

- trois composantes si d est impair, correspondant a la th~ta-caract~ristique cano- 

nique et aux autres th~ta-caract~ristiques paires et impaires. 

Ce r~sultat a ~t~ obtenu auparavant, par une m~thode diff~rente, par 

F. Catanese (non publiC). 
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Soit u un point de UI, d, correspondant a la courbe plane C; d~si- 

gnons par L le r~seau symplectique HI(c, 77) et par Q(L) l'ensemble des formes 

quadratiques mod. 2 sur L. Par construct ion,  l 'espace que nous consid~rons est le 

rev~tement ~tale de UI, d d~f in i  par l ' a c t i on  de ~1(U1,d,U) sur Q(L) (ou, si l ' on  

pr~f~re, le quot ient de cet espace par PGL(3); cela ne change r ien aux questions 

d ' i r r ~ d u c t i b i l i t ~ ) .  I I  s ' ag i t  donc de d~crire les orbi tes dans Q(L) des groupes 

Sp(L) et SpO(L,q), pour qEQ(L). 

I I  r~sul te imm~diatement de l 'ex is tence des bases adapt~es que Q(L) 

est r~union de deux orbi tes sous Sp(L), distingu~es par l ' i n v a r i a n t  d 'Ar f .  D'autre 

part ,  Q(L) est un espace a f f ine  sous L : pour qEQ(L), xEL ,  la forme q+x  

est d~f in ie  par (q+x)(y) = q(y)+ (x .y ) .  Le choix d'une or ig ine qEQ(L) permet 

d ' i d e n t i f i e r  Q(L) ~ L, et ce de mani~re compatible avec l ' ac t i on  de SpO(L,q). 

Compte tenu de la formule Arf  (q+x)= Arf  ( q ) + q ( x ) ,  on en d~duit que Q(L ) - {q }  

est r~union de deux orbi tes sous SpO(L,q), distingu~es par l ' i n v a r i a n t  d 'Ar f .  La 

proposit ion en r~sulte aussitOt. 

c) Di ff~omorphismes. 

Soit X une hypersurface l isse de dimension n et de degr~ d. Notons 

Dif f+(X) le groupe des diff~omorphismes de X pr~servant l ' o r i en ta t i on  (dans la sui -  

te, nous dirons simplement diff~omorphisme). Ce groupe op~re sur la cohomologie en 

respectant la forme d ' i n te rsec t ion ,  d'o~ un homomorphisme 

" Di f f+(X) • > Aut(Hn(X, 77)). Puisque Di f f+(X) cont ient les diff~omorphismes 

de monodromie, l ' image de ~ cont ient rn, d. Nous al lons d~terminer pr~cis~ment 
cette image, 

PROPOSITION 4.-  ~ p o s o n s  n pair  > 4 .  L'image de ~ est ~gale ~ Oh(Hn(X,77)) 

s_~i n/2 est pa i r ,  a Oh(Hn(X,77)) x { ± i }  s i n/2 est impair. 

Soit  u un diff~omorphisme de X; comme H2(X, ~ ) =  ~h, on a u*h = ±h, 

d'o~ u*h n/2= h n/2 ou ±h n/2 suivant que n/2 est pair  ou impair. Observons q u ' i l  

ex is te effectivement des diff~omorphismes u te ls  que u ' h :  - h ,  par exemple la con- 

jugaison complexe si X est d~f in ie sur R.  On est donc ramen~ ~ prouver que le 

groupe Oh(Hn(X,~)) est contenu dans Im(~). On sa i t  d~j~ q u ' i l  en est a ins i  de 

O~(Hn(X,77)), en vertu du Th~or~me 2; i l  s u f f i t  donc de constru i re un diff~omorphisme 
÷ 

dont l ' image dans O(Hn(X,77)) appart ient ~ O h mais pas ~ O h . 

On peut supposer d~3.  Le r~seau Hn(x '~ )o  est alors complet (n ° 2), 

donc cont ient  un plan hyperbolique U. Par ch i rurg ie  [K-W], la d~composition 

Hn(x, ~ )=  U • u ± est r~al is~e topologiquement par une d~composition en somme connexe 

X:  (S n×s  n )#X '  Soit s la sym~trie de S n par rapport ~ un ~quateur. Le d i f f~o-  

morphisme (s,s) de S nxS n preserve l ' o r i e n t a t i o n  et admet des points f i xes ;  en le 
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recollant avec l ' i dent i t#  de X', 

u et Id sur U ±, donc preserve 

position. 

on ob t ien t  un diff~omorphisme qui i n d u i t  - Id sur 
+ 

h n/2  mais n ' a p p a r t i e n t  pas ~ O h , d ' ob  la  p ro -  

PROPOSITION 5 . -  Supposons n impair .  S i d est impair et n# 1,3,7, l ' image de 

o est le 9roupe Spo(Hn(X,~),qx ). Dans les autres cas, c'est le groupe Sp(Hn(X,~)). 

Si d est impair et n# 1,3,7, la forme qx est invariante par diff~o- 

morphisme. Elle admet en effet la description suivante ([B], [W]) : toute classe 

xEHn(X,~) peut ~tre repr~sent~e par une sphere S n plong~e dans X, et on a 

q(x) =0 si et seulement si le fibr~ normal de S n dans X est t r i v i a l .  On a donc 

Im(o) c Spo(Hn(X,~),qx), d'ob l '~gal i t~ compte tenu du Th~or~me 4. 

Si d est pair, la proposition r~sulte du Th#or~me 2. Reste ~ t ra i ter  

le cas n= 1,3,7. II suf f i t  de montrer que l'image de o contient les transvections 

symplectiques s 6, pour 6 non divisible dans Hn(x,~). Soit c un ~l~ment de 

Hn(x,~) tel que 6 .c= I ,  et soit U= #~ m ~E. Comme dans le cas n pair, la d~- 

composition Hn(x,~) = U ® U ± est r~alis#e topologiquement [W] par une d~composition 

X= (S nxS n) # X' Soit v le diff~omorphisme de S nxS n d~fini par v(x,y) = (x,x.y), 

ob le point d~signe la multiplication des nombres complexes (resp. des quaternions, 

resp. desoctonions) de norme I. On v#r i f ie facilement que le diff~omorphisme obtenu 

en recollant v et l ' ident i t~  de X' induit s6 sur Hn(x,~), ce qui ach~ve la 

d~monstration de la proposition. 

Remarques.- I )  Je suppose que les Proposi t ions 4 et  5 peuvent aussi se d~duire d i -  

rectement des d~compositions en sommes connexes obtenues dans [K-W] et  [W]. 

2) La Proposi t ion 4 ne s'~tend malheureusement pas au cas des surfaces, 

qui est certainement le  plus in t~ressant  pour les topologues. I I  n 'y  a en e f f e t  aucune 

raison pour qu'un diff~omorphisme de la surface X preserve la classe h. Pour 

d = 3 ,  on a ~ (D i f f + (X ) )  = O(H2(X,~) )  d'apr~s un th~or~me de Wall [Wa]. Pour d = 4 ,  

on sa i t  que l ' image de ~ cont ien t  le sous-groupe 'Ker o_ I : cela r~su l te  du 

f a i t  que l 'espace des modules des surfaces K3 marquees a deux composantes connexes, 

c f .  [X] ,  expos~ X I I I .  I I  semble que S. Donaldson sache prouver l ' ~ g a l i t ~  

~ (D i f f+ (X ) )  = Ker o_i dans ce cas. J ' ignore  ce qui se passe pour d ~ 5 .  

5. Intersections compl~tes. 

Les considerations qui precedent s'~tendent sans d i f f icu l t~ au cas des 

intersections completes. Soient r un entier ~2, et d= ~ I  . . . . .  d r )£ M r ,  avec 

~I n+r+d i 
d i > 2  pour tou t  i .  Notons Un, ~ l ' o u v e r t  de P x . . . x P  r (avec Ni = ( d. )) 

1 

qui param~tre les i n te rsec t ions  compl~tes l i sses  de r hypersurfaces de degr~s 

d I ,  . . . .  d r dans p n + r .  Soient UEUn, ~, X l ' i n t e r s e c t i o n  compl~te correspondante, 

Fn, ~ l ' image de l'homorphisme de monodromie p : ~1(Un,d,U) > A u t ( H n ( X , ~ ) ) .  
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THEOREME 5 . -  Supposons n pair,  et d~ (2,2). Le 9roupe de monodromie F n,d 
+ n 77)), d ' indice 2 dans Oh(Hn(X 77)). le sous-groupe Oh(H (X, 

est 

Pour d= (2,2) le groupe de monodromie est le groupe de Weyl W(D2n+3), 
qui est ~gal ~ Oh(Hn(X,~)) (cf .  [R]). 

Reprenant la d6monstration du Th#or#me 2, i i  s u f f i t ,  pour chaque couple 

(n,d), d'exhiber une intersect ion compl6te de dimension n et multidegr# d admet- 

tant une s ingular i t~ U12. Si l 'un des di,  par exemple dl ,  est >3, on prend la 
variet~ d'#quations aff ines dans ~n+r 

dl ~ n+rx2 ~ di 
x +x I +x +i=4Z ~ =0 ," x i=  x +x 4 pour 4 < i < r + 2 .  

Si d i =2 pour tout i (et r > 3 ) ,  on prend pour ~quations 

n+r x2 
(x1+x2)x3 + =z i=O ; x3= x~ -x l x2  +x~ ; x i =x~  pour 5 < i < r + 2 .  

i 5 

THEOREME 6.- Supposons n= 2v- I, et d# (2,2). Soit p le nombre des degr~s d i 
qui sont pairs. 

_ _  ( v + p  I 
( i )  Si v- ) est pair ,  i l  existe une forme quadratique canonique qx mod. 2 sur 

Hn(x, ~ ) ,  et on a Fn,d= Spo(Hn(X, 77),qx). 
Iv+p-1 

( i i )  S i ~ v ) est impair, le groupe de monodromie Fn, ~ est ~gal ~ Sp(Hn(X,~)).  

Pour d= (2,2), la monodromie est cel le  de la fami l le universel le des 

courbes hyperel l ipt iques de genre ~ [R] : le groupe ?n, ~ est form~ des automorphi 

mes symplectiques de Hn(x, ~) dont la r~duction mod. 2 appartient ~ un sous-groupe 

de Sp(Hn(X, ~ /2) )  isomorphe au groupe sym~trique (~n+3" 

D~montrons le Th~or6me 6. On constru i t  d'abord, pour tout (n,d),  une 

intersect ion compl6te de dimension n et multidegr~ d admettant une s ingular i t~ 

E 6. Si l 'un des di,  disons d I,  est ~3,  on prend pour ~quations aff ines 

x~+x Idl +n+ri~3 x2=Ol ," x i = x 22+x~i pour 3 < i < r + 1 .  

Si d i =2 pour tout i (et r_>3), on prend 

n+r 
x x2÷ x2 i 4 i=O ; x2=x ; x i = x  3 pour 4 < i < r + 1 .  

On est donc dans l 'une des si tuat ions ( i )  ou ( i i )  du Th~or~me 3. Si 
v+p- I ( ~ ) est pair ,  i l  existe une forme quadratique mod. 2 qx sur Hn(x,77), inva- 

r iante par d~formation [B] : cela entraine ( i ) .  II reste ~ ~l iminer, lorsque (~+p-1) ~J 
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est impair ,  l ' e x i s t ence  d'une t e l l e  forme; i l  s u f f i t  pour cela,  comme dans la d~mons- 

t r a t i o n  du Th~or~me 4, de t rouver  pour chaque (n,d) une s i t u a t i o n  ZcXo,  ob X 0 

est une i n te r sec t i on  compl~te de dimension n et mul t idegr~ d avec des points dou- 

bles o rd ina i res ,  et  Z une sous-var i~t~ l i sse  de dimension v passant par un nombre 

impair de ces points doubles. 

So i t  ( A i j )  une matr ice de formes homog~nes sur ~ ~ r l ignes et 

+ r -  I colonnes, avec deg A i j  = d i - I .  Prenons pour X o la sous-var i~t~ de 

pn+r d~ f in ie  par les ~quations 

et pour 

mes A. .  i j  
gu l i e rs  de 

l ' ~qua t ion  

v+r-  1 
Z Tv+ ~J A i j (T  ° . . . . .  T v) =0 ( I < i  < r ) ,  

j=1 

Z le sous-espace l i n ~ a i r e  T + I =  . . .  =Tn+r =0 de ~n+ r .  Lorsque les f o r -  

sont assez g~n~rales, on d~dui t  du c r i t ~ r e  jacobien que les seuls points sin- 

X o sont des points doubles o rd ina i res ,  s i tu~s sur Z et d~ f i n i s  par 

r g ( A i j ) ~ r - I .  

Le nombre N des points  de Z(= pv)  v ~ r i f i a n t  cet te ~quation est donn~e 

par une formule c lassique de g~om~trie ~num~rative, exprim~e en langage moderne par 

Porteous [P] : 

N= d e t ( ( c j _ i + 1 ) l < i , j < v )  , 

r 
ob Cq d~signe la q-i~me classe de Chern du fibr~ Z Opv(d i -1 ) .  

i=l 

Dans H*(N v , 7 7 / 2 ) ,  on a 

c(Z O p v ( d i - 1 ) ) =  c(O v ( 1 ) P ) =  ( 1 + c 1 ( O p ( 1 ) ) ) P ,  
i 

d'o~ la congruence 

N ~ de t ( ( j _~+1)1< i , j <  v) (mod 2).  

On conc lu t  la d~monstration ~ l ' a i d e  du lemme @l~mentaire su ivant  : 

L e m m e ,  - 

loppant 

p+v-1 
On a d e t ( ( j - ~ + l ) l < i , j < v ) =  ( v )" 

Fixons p, et  notons A ]e d~terminant ~ ca]cu]er  
9 

su ivant  ]es colonnes, on ob t i en t  la r e l a t i o n  
M 

(v > I). 

& v - ( P ) A \ - I  + ( P ) A ~ - 2 ÷ ' ' "  + ( - I ) ~ ( p ) = D "  

En d~ve- 
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Raisonnant par r~currence sur v, i l  s u f f i t  de v@ri f ier  que cette re la-  

(p+i-1) = (_1) i (~p).  Mais l 'express ion t ion est sa t i s f a i t e  lorsqu'on remplace A i par . i 

(7) + (CPl)(~)+.-. +(-Ip)(vpl )+ (v p) 

n'est  autre que la coe f f i c ien t  de T v dans le d@veloppement en s@rie de 

I +T ) -P ( I+T )  p, d'ob le lemme et le th~or6me. 

Les Proposit ions I ~ 5 dun  ° 4 se g~n~ralisent imm~diatement au cas des 

intersect ions compl~tes; je laisse les d~ta i ls  au lecteur.  

[A] 

[B] 

[D] 

[E] 

[J] 

[K-W] 

[P] 

[R] 

[Wa] 
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