LE GROUPE DE MONODROMIE DES FAMILLES UNIVERSELLES
D'HYPERSURFACES ET D'INTERSECTIONS COMPLETES

Arnaud BEAUVILLE

Le but de cet exposé est d'illustrer deux beaux théorémes de Janssen [J]
et Ebeling [E]. Ces résultats, de nature purement algébrique, permettent a leurs au-
teurs de calculer, dans un grand nombre de cas, 1a monodromie des singularités isolées.
Je voudrais montrer sur un exemple qu'ils s'appliquent également tres bien au calcul
de la monodromie des familles de variétés lisses.

Le probléme précis que je veux traiter est le suivant. Les hypersurfaces

de degré d dans Pn+1 sont paramétrées par un espace projectif
PN(n,d)( (n+g+1)_1),
ouvert Un d- Soient u un point de Un 4’ et X 1'hypersurface correspondante.

avec N(n,d) = dans lequel les hypersurfaces lisses forment un

Le groupe HT(Un d,u) opere sur H™(X, Z), et 1'image r o4 de 1" homomorphisme
o ﬂ1(Un d,u) —> Aut(Hn(X, Z)) est appelée le groupe de monodromie de la famille

universelle des hypersurfaces de dimension n et de degré d; c'est ce groupe que
nous allons déterminer. Aprés quelques préliminaires (n° 1), le résultat est obtenu

au n® 2 (n pair) et au n® 3 (n impair). Quelques applications sont données au n° 4;
on condidére au n® 5 la situation plus générale des intersections completes.

1. Réseaux évanescents.

Soit L un Z-module libre de type fini, muni d'une forme bilinéaire sy-
métrique ou alternée, notée (a,b) > a.b. Soit A un ensemble d'éléments de L ;
si Ta forme est symétrique, nous supposons 62: +2 pour tout S€A. Soit Ss 1'au-

tomorphisme de L défini par ss(x) = x+{8§.x)8 si 52-0 ou -2, sé(x)= x - (8.x)8

2

si 87 =2; 1l respecte la forme bilinéaire. On note T, e groupe d'automorphismes

A
de L engendré par les sg bpour Sea.

DEFINITION.- On dit que le couple (L,A) est un réseau évanescent si A engendre

L, et si A est une orbite de FA dans L.

Indiquons deux exemples de réseaux évanescents, en renvoyant pour les dé-
tails aux articles [E] et [J].

Soit F 1a fibre de Milnor d'une singularité isolée de dimension n;
le module des cycles évanescents Hn(F, Z), muni de la forme d'intersection et de

1'ensemblie O des cycles évanescents, est un réseau évanescent : c'est ce qui expli-
que 3 Ta fois la terminologie et 1'intérét de cette notion pour 1'étude des singulari-
tés.



Voici un autre exemple, fondamental pour ce qui suit. Soit (Xt)teFﬂ un
pinceau de Lefschetz d'hypersurfaces de degré d dans Pn+1; notons S 1'ensemble
(fini) des points seP' tels que X soit singuliére. Fixons te P -5, et po-
sons X =X.. Notons H(X, Z)O la cohomologie primitive (égale a H'(X,Z) si n
est impair, et & 1'orthogonal de hn/2 dans H™X, Z) si n est pair). Pour chaque
$CS, Te choix d'un chemin dans P'-s joignant t & un point voisin de s déter-
mine un cycle évanescent 6EPVWX, Z); notons By 1'ensemble de ces cycles évanes-
cents. D'aprés la théorie de Lefschetz, le couple (H"(x, Z)O,AX) est un réseau éva-

nescent.

Si le pinceau choisi est assez général, un théoréme de Zariski entraine
que 1'inclusion P}- Sc:Un d induit un homomorphisme surjectif sur les LR Te grou-
3
pe de monodromie T, d coincide donc avec le groupe FA du réseau évanescent
k]

(H'(X, Z) ,0y) -

Indiquons maintenant une relation entre les deux constructions précéden-
tes. Soit Xo une hypersurface de degré d dans Pn+1, admettant une singularité
isolée en un point p. La fibre de Milnor F de cette singularité est 1'intersection
d'une hypersurface X_ lisse voisine de X0 avec une petite boule de centre p dans
IPnH . Par transportEde X8 a X on en déduit un homomorphisme
i Hn(F, ) — Hn(X, Z)= H'(X, Z), qui est compatible aux formes d'intersection
et applique Ap  dans By. Si Ta forme d'intersection sur Hn(F, ZZ) est non dégéné-
rée, 1 est nécessairement injective, et identifie donc (Hn(F, Z),AF) a un sous-
réseau évanescent de {(H(X, Z) b))

2. Dimension paire.

Soit M un réseau orthogonal. Si MIR est non dégénéré, il existe pour
e=%1 un homomorphisme ot O(MR) —> {£1} caractérisé par Tla propriété suivante:
si v est un vecteur non isotrope de MR et si Sy désigne la réflection orthogo-
nale par rapport a vl, on a oe(sv) = gv2/|v2[. Si MR est dégénéré, de noyau K,
on note encore o, le composé O(MR) — O(MR/K) 129>-{t1}. D'autre part, on note
D(M) 1le conoyau de 1'homomorphisme M —> M* associé a la forme bilinéaire, et =
1'homomorphisme canonique O0(M) — Aut (D(M)).

Soit (L,A) un réseau évanescent orthogonal. On pose
0*(L) = O(L) nKer o NKer 7, avec e= %62 pour d€A. 11 est clair que T, est
contenu dans 0*(L). Par ailleurs, on dit comme dans [E] que le réseau évanescent
(L,a) est complet si A contient 6 &léments dont le diagramme d'intersection est

{comme d'habitude, Tes éléments correspondent aux sommets du diagramme, Te produit de
deux éléments étant égal au nombre de traits joignant les sommets correspondants).
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THEOREME 1 [E].- Soit (L,A) un réseau évanescent orthogonal complet. On a TA==O*(L).

Nous allons en déduire Tle groupe [ g pour n pair. I1 est clair que
T, 4 est contenu dans le sous-groupe Oh(Hn(X,Z)) de O(H"™(X,Z)) formé des auto-
morphismes qui préservent hn/2 (on désigne par h Ta classe dans HZ(X,Z) d'une

section hyperplane). Posons OE(H"(X,Z)) = Oh(Hn(X,Z))ererog, avec €= (-1)n/2.

THEOREME 2.- Pour n pair, le groupe de monodromie T, 4 st Te groupe 0;(Hn(X,Z)l
I1 est d'indice 2 dans Oh(Hn(X,Z)) si d>4 ou d=3 et n#2, d'indice 1 dans
les autres cas.

Le cas des quadriques est laissé au lecteur en exercice. Le cas des sur-
faces cubiques est bien connu : le groupe de monodromie F2,3 est le groupe de Weyl
W(Eg), 6gal a O, (H'(X,Z)). Supposons désormais d>3, et n>4 si d=3. Nous
allons montrer que le réseau évanescent (Hn(X,Z)O, AX) est complet. Nous utiliserons
pour cela une des singularités exceptionnelles d'Arnold [A], la singularité U12 ! pour
une surface, elle est donnée analytiguement dans ¢3 par 1'équation x34-y3+ z4= 0.
D'aprés [E], 5.3, Te réseau évanescent de cette singularité est complet. 11 en est
donc de méme de tout réseau évanescent le contenant; compte tenu des remarques du n° 1,
il suffit donc de prouver qu'il existe une hypersurface de degré d dans ]P"+1 ad-
mettant une singularité de type U12. Pour d>4, i1 suffit de prendre 1'hypersur-
face d'équation affine
x?+xg+x3+xg+r_‘;—-ﬁ1 x1.:0 .

i=4

Pour d=3, on remarque qu'il existe une surface cubique, d‘'équation af-
fine f(x1,x2,x3)= 0 dans E3, admettant a 1'origine une singularité de type Eg
(c'est-a-dire d'équation analytique 22-+x3-+y4==0; c'est un résultat classique, cf.
par exemple [D]). L'hypersurface d'équation affine

n+1
f(x1,><2,x3)+x4+i§5 x;=0

fait 1'affaire, d'ol notre assertion.

Considérons maintenant 1'homomorphisme de restriction
ro: OE(Hn(X,l)) —_ O(Hn(X,Z)o) ; 11 est injectif, et son image est contenue dans
0*. Comme r(Fn d)= 0* d'apres le Théoréme 1, on a Tpd= OE(Hn(X,Z)) . Enfin le
k]

réseau complet H"(X,Z) contient un élément n de carré -2¢; ona o (s )=-1,
e'>n

0
de sorte que 0; est d'indice 2 dans Oh.

3. Dimension impaire.

Soit (L,A) un réseau évanescent symplectique. Le groupe FA est alors
contenu dans le groupe symplectique Sp(L). On appelle forme quadratique mod.2 sur
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le réseau symplectique L une fonction q : L —> 7Z/2Z satisfaisant a

q(x+y) = q(x)+q(y)+(x.y). Siona q(8)=1 pour tout S€4, Te groupe r, est
contenu dans le sous-groupe SpO(L,q) de Sp(L) formé des automorphismes symplecti-
ques qui préservent g. Inversement, si 1a transvection Ss préserve g et est dis-
tincte de 1'identité, on a q{(8)=1.

La classification de Janssen est relativement compliquée; je vais me con-
tenter d'énoncer un résultat beaucoup plus faible (que 1'on déduit tres facilement de
(J1).

THEOREME 3.- Soit (L,A) un réseau évanescent symplectique unimodulaire. Supposons

que A contienne 6 éléments dont le diagramme d'intersection mod.2 est de type E.

On a alors 1'une des deux possibilités suivantes :

(i) ry= sp(L)

(11) 1l existe une forme quadratique mod.2 g sur L telle que T, = SpO(L,q).

THEOREME 4.- Supposons n impair.

(i) Si d est pair, le groupe de monodromie T4 est le groupe symplectique
Sp(H"(X, Z));

{ii) si d est impair, il existe sur H(X,Z) une forme quadratique mod.2 q, in-

variante par monodromie, et on a T4s SpO(Hn(X,ZU,qX).

On laisse de nouveau au lecteur le cas des quadriques, ainsi que celui
des cubigues planes. Montrons dans les autres cas que les hypothéses du Théorzme 3
sont satisfaites. IT1 suffit comme ci-dessus de mettre en évidence une hypersurface (de
dimension n et de degré d) admettant une singularité de type EG‘ Pour d>4, on
prend 1'hypersurface d'équation affine
Sodods s
i=3

=0 .

Pour d=3, on utilise encore la surface cubique avec une singularité de type E6, en

ajoutant une somme de carrés a son équation.

On est donc dans 1'une des situations (i) ou (ii) du Théoreme 3. Si d
est impair, il existe effectivement une forme quadratique mod.2 sur HY(X, Z) inva-
riante par déformation (cf. [B] ou [W], ou aussi n°4c ci-dessous), de sorte qu'on est
dans le cas (ii).

I1 reste a montrer que lorsque d est pair (>4), i1 n'existe pas de
forme guadratique mod.2 gq sur H"(X, Z) invariante par monodromie, c'est-a-dire
telle que gq(s§)=1 pour tout s€ny. 11 suffit pour cela de trouver un nombre impair
d'éléments 61,...,62p+1 de AX, deux & deux orthogonaux, vérifiant 22615 0 (mod.?2).
Pour réaliser cette situation, nous allons considérer un pinceau d'hypersurfaces
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(Xt)t€P1 , ol pour t=0 1la fibre X_ acquiére un certain nombre de points doubles

ordinaires P1,...,P2. A chaque Pi gst associé un cycle évanescent 61 dans 1'ho-
mologie d'une fibre voisine X (c'est-a-dire, par dualité de Poincaré, dans Hh(x,Z)).
Supposons qu'il existe une sous-variété lisse Z de Xo,s de dimension (n+1)/2,
passant par les Pi‘ Soit B(Pi) une petite boule de centre Pi dans Z; en pous-
sant Z-g B(Pi) dans la fibre voisine X, on obtient une (n+1)-chaine dont le bord

2

est I tdi. On a donc % 161 =0 dans H"(X, Z), et les 61 sont bien sir deux a
i=1

deux orthogonaux. I1 nous suffit donc de réaliser une telle situation ZC:XO, avec

£ impair.

Ecrivons n= 2v-1. Soient G1(To""’Tv)”"’ Gv(To""’Tv) des poly-
ndmes homogénes de degré d-1, supposés assez généraux pour que les hypersurfaces
G1= 0,..., GV=:0 dans PY se rencontrent trani;ersa1ement en (d-1)v points dis-
tincts. Prenons pour X0 1'hypersurface dans P v d'équation

6y (Taee T )+ e+ Ty 6 (T T ) =0

0*"" wilor oty

On vérifie aussitdt que les seules singularités de X0 sont les (d-1)V

points définis par

et que ce sont des points doubles ordinaires. I1s sont en nombre impair, et sont con-
tenus dans le sous-espace linéaire Z de X0 défini par T\)+1 = ... =T2v: 0. On a
donc obtenu la situation cherchée, ce qui achéve la démonstration du théoreme.

4. Applications.

a) Hypersurfaces marguées.

Indiquons d'abord une autre formulation des Théorzmes 2 et 4, qui est
utile pour les questions de modules et de périodes. Supposons d'abord n pair. Soient
X, une hypersurface lisse de dimension n et de degré d, hoef{(Xo,Z) la classe
d'une section hyperplane. Posons Ln,d= Hn(XO,E) et hn,d = hg/z. Le Théoréme 2

se traduit comme suit :

PROPOSITION 1.~ L'espace des hypersurfaces X de dimension paire n et de degré d,
munies d'une isométrie ¢ : L 4, —> HY(X,Z) telle que ¢(hn d) = hn/2, a deux
composantes irréductibles pour d>4 ou d=3, n>4. 11 est irréductible dans les

autres cas.

Pour traiter le cas n impair, rappelons quelques définitions. Soit L
un réseau symplectique unimodulaire. On appelle base symplectique de L une base

SERERRL satisfaisant 3 e;.e;=0 si [i-3] #9, e;. eq.i =1 pour 1<i<q.
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Soit q une forme quadratique mod.2 sur L. On dit qu'une base symplectique
e1,.,.,e29 est adaptée 3 .q si T'on a Q(ei) =0 pour i<2g-~2 et q(e29_1)=1
(on voit facilement qu'une telle base existe toujours). La valeur de q(ezg) est
alors indépendante du choix de la base; on 1'appelle 1'invariant d'Arf de q. Le
Théoréeme 4 se traduit airnsi :

PROPOSITION 2.- L'espace des hypersurfaces X de dimension impaire n et de degré
d, munies d'une base symplectique de H™(X, Z) si d est pair (resp. d’'une base
symplectique adaptée a Qs si d est impair) est irréductible.

Plus généralement les Théoréme 2 et 4 permettent de déterminer les com-
posantes irréductibles des espaces de modules d'hypersurfaces munies d'une structure
de niveau, c'est-a-dire d'une structure supplémentaire (base ou élément mod p, etc.)
sur H™(X, Z). Je vais me contenter d'un exemple assez classique, celui des théta-

caractéristiques sur les courbes planes.

b) Thata-caractéristiques.

Soit C une courbe (lisse, compacte) de genre g. Rappelons qu‘une
théta-caractéristique sur C peut étre définie de 1'une des trois maniéres (équiva-

lentes) suivantes :
(i) un faisceau inversible L[ sur C (a isomorphisme prés), vérifiant L82 =~ w3
(i1) un diviseur théta © symétrique sur J(C);

(i11) une forme quadratique q mod.2 sur H'(C,Z).
On a hO(L): mu]to(e) = Arf(q) (mOd.Z) N

on dit que la théta-caractéristique est paire (resp. impaire) si ces nombres sont
égaux a 0 {(resp. 1) dans Z/2.

Les courbes planes de degré d impair admettent une théta-caractéristi-

que canonique, définie par le faisceau Oc (g%g) (ou par la forme qc).

PROPOSITION 3.- L'espace des courbes planes de degré d>4, munies d'une théta-carac-

téristique, admet

- deux composantes irréductibles si d est pair, correspondant aux théta-caractéris-

tiques paires et impaires;

- trois composantes si d est impair, correspondant & la théta-caractéristique cano-

nigue et aux autres théta-caractéristiques paires et impaires.

Ce résultat a été obtenu auparavant, par une méthode différente, par
F. Catanese (non publié).
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Soit u un point de U1,d’ correspondant a la courbe plane C; dési-
gnons par L Te réseau symplectique H'(C,Z) et par Q(L) 1'ensemble des formes
quadratiques mod.2 sur L. Par construction, 1'espace que nous considérons est le
revétement étale de U1,d défini par 1'action de 1r1(U1’d,u) sur Q(L) (ou, si 1'on
préfere, le quotient de cet espace par PGL(3); cela ne change rien aux questions
d'irréductibilité). I1 s'agit donc de décrire les orbites dans Q(L) des groupes
Sp(L) et SpO(L,q), pour qeQ(L).

I1 résulte immédiatement de 1'existence des bases adaptées que Q(L)
est réunion de deux orbites sous Sp(L), distinguées par 1'invariant d'Arf. D'autre
part, Q(L) est un espace affine sous L : pour q€Q(L), x€L, la forme gq+x
est définie par (a+x)(y)= q{y)+ (x.y). Le choix d'une origine q€Q(L) permet
d'identifier Q(L) & L, et ce de manidre compatible avec 1'action de SpO{L,q).
Compte tenu de la formule Arf (q+x)= Arf (q) +q(x), on en déduit que Q(L) - {q}
est réunion de deux orbites sous SpO{L,q), distinguées par 1'invariant d’Arf. La
proposition en résulte aussitot.

¢) Difféomorphismes.

Soit X wune hypersurface lisse de dimension n et de degré d. Notons
Diff*(X) Te groupe des difféomorphismes de X préservant 1'orientation (dans la sui-
te, nous dirons simplement difféomorphisme). Ce groupe opére sur la cohomologie en
respectant la forme d'intersection, d'ol un homomorphisme
™ DIffT(X) —> Aut(H"(X, Z)). Puisque Diff*(X) contient les difféomorphismes
de monodromie, 1‘image de = contient Fn,d' Nous allons déterminer précisément
cette image.

PROPOSITION 4.- Supposons n pair 24. L'image de m est égale a Oh(Hn(X,Z))

si n/2 est pair, & Oh(H"(X,Z))x{ﬂ} si n/2 est impair.

Soit u un difféomorphisme de X; comme HZ(X, Z)= Zh, on a u*h=zh,
d'ou u*hn/2= hn/2 ou thn/z suivant que n/2 est pair ou impair. Observons qu'il
existe effectivement des difféomorphismes u tels que u*h= -h, par exemple la con-
Jugaison complexe si X est définie sur R. On est donc ramené 3 prouver que le
groupe Oh(Hn(X,Z)) est contenu dans Im{w). On sait déja qu'il en est ainsi de
OE(H"(X,Z)), en vertu du Théoreme 2; i1 suffit donc de construire un difféomorphisme

. N +
dont 1'image dans o(H"(x,Z)) appartient 2 0, mais pas & 0y,

On peut supposer d>3. Le réseau H"(X, ZZ)o est alors complet (n°® 2},
donc contient un plan hyperbolique U. Par chirurgie [K-Wl, la décomposition
HYX, Z)= U e Ul est réalisée topologiquement par une décomposition en somme connexe
X= (S"xS") #X'. Soit s 1la symétrie de S" par rapport a un équateur. Le difféo-
morphisme (s,s) de S"xS" préserve 1'orientation et admet des points fixes; en Te
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recollant avec 1'identité de X', on obtient un difféomorphisme qui induit -1Id sur
U et Id sur Ul, donc préserve hn/2 mais n'appartient pas a O;, d'oil 1a pro-
position.

PROPOSITION 5.- Supposons n impair. Si d est jmpair et n#1,3,7, 1'image de
o est le groupe Spo(H"(X, Z),qx). Dans les autres cas, c'est le groupe Sp(H"(X,Z)).

Si d est impair et n#1,3,7, la forme ay est invariante par difféo-
morphisme. Elle admet en effet la description suivante ([B1, [W]) : toute classe
x€H"(X, Z) peut &tre représentée par une sphere S" plongée dans X, et on a
q(x) =0 si et seulement si le fibré normal de S" dans X est trivial. On a donc
Im(o) < Spo(H™(X, Z),qy), d'ou 1'égalité compte tenu du Théoreme 4.

Si d est pair, la proposition résulte du Théoreme 2. Reste a traiter
te cas n=1,3,7. 11 suffit de montrer que 1'image de o contient les transvections
symplectiques Sg» Pour § non divisible dans WYX, Z). Soit € un élément de
Y (X, Z) tel que 8.e=1, et soit U= ZS e Ze. Comme dans le cas n pair, la dé-
composition H"(X,Z)= U e UT est réalisée topologiquement {W] par une décomposition
X= (S"xs™ # Xx'. Soit v le difféomorphisme de S"x s défini par v(x,y) = (x,x.y),
ol le point désigne la multiplication des nombres complexes (resp. des quaternions,
resp. des octonions) de norme 1. On vérifie facilement que le difféomorphisme obtenu
en recollant v et 1'identité de X' induit s
démonstration de la proposition.

g sur HN(X, Z), ce qui achéve la

Remarques.- 1) Je suppose que les Propositions 4 et 5 peuvent aussi se déduire di-
rectement des décompositions en sommes connexes obtenues dans [K-W] et [W].

2) La Proposition 4 ne s'étend malheureusement pas au cas des surfaces,
qui est certainement le plus intéressant pour les topologues. I1 n'y a en effet aucune
raison pour qu'un difféomorphisme de la surface X préserve la classe h. Pour
d=3, ona w(Difff(X))-= O(HZ(X, Z)) d'aprés un théoréme de Wall [Wal. Pour d=4,
on sait que 1'image de m contient le sous-groupe 'Ker o_q : cela résulte du
fait que 1'espace des modules des surfaces K3 marquées a deux composantes connexes,
cf. [X], exposé XIII. I1 semble que S. Donaldson sache prouver 1'égalité
m(Difft (X)) = Ker o.q dans ce cas. J'ignore ce qui se passe pour d>5.

5. Intersections complétes.

Les considérations qui précédent s'étendent sans difficulté au cas des
intersections complétes. Soient r wun entier >2, et d-= (d1,...,dr)€ N, avec
N N

, 1 _ (n+r+dy
nd 1'ouvert de P 'x...xP (avec N, = ( g ))

qui parametre les intersections completes lisses de r hypersurfaces de degrés

d;>2 pour tout i. Notons U

d1,...,dr dans P"" . Soient ue Un 4’ X 1'intersection compléte correspondante,
I, q 1'image de 1'homorphisme de monodromie o : (U, gou) —> Aut(H"(X, Z)).
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THEOREME 5.- Supposons n pair, et d#(2,2). Le groupe de monodromie l‘nd est

’

le sous-groupe Og(Hn(X,Z)), d'indice 2 dans Oh(Hn(X,Z)). -

Pour d=(2,2) le groupe de monodromie est le groupe de Weyl W(D

‘ 2n+3)’
qui est égal & On(H"(X,Z)) (cf. [R]).

Reprenant la démonstration du Théoreéme 2, il suffit, pour chague couple

(n,d), d'exhiber une intersection complete de dimension n et multidegré d admet-
tant une singularité Upo. Si 1'un des d

j»  par exemple d
variété d'équations affines dans "7

1» est >3, on prend Ta

ds;
H .= our 4<i<r+2.
i X Xg+%g p ALY

Si d1.=2 pour tout i (et r>3), on prend pour équations
n+r

(x1+x2)x3+i>::5 X720 5 x3= x%—x1x2+x§ ; )<1.=x421 pour 5<i<r+2.

THEOREME 6.- Supposons n= 2v-1, et d#(2,2). Soit p
qui_sont pairs.

(1)

le nombre des degrés di

Si (\)+8-1) est pair, i1 existe une forme quadratique canonique qy mod,2 sur
HY(X, Z), et on a Tnd® Spo(H”(x,zz),qX).

(ii) si (\)+s_1) est impair, le groupe de monodromie I, g estéqgal a Sp(H™ (X, Z)).

Pour d=(2,2), la monodromie est celle de la famille universelle des

courbes hyperelliptiques de genre v [R] : le groupe Iy gq est formé des automorphis-
mes symplectiques de H"(X, Z) dont la réduction mod.?2 appartient & un sous-groupe

de Sp(H"(x, Z/2)) isomorphe au groupe symétrique 6n+3'

Démontrons le Théoréme 6. On construit d'abord, pour tout (n,d), une
intersection compléte de dimension n et multidegré d admettant une singularité
E6. Si 1'un des di’ disons d1, est >3, on prend pour équations affines

d n+r

d.
- . A i ;
X1 Xy +1E3 x;=0 3 Xj= X5+ X, pour 3<i<r+t.

Si d1. =2 pour tout i (et r>3), on prend
n4r 2 2
><1x2+i§4 xi:O 3oXp=X] 3 X5TXx3 pour 4<i<r+1.
On est donc dans 1'une des situations (i) ou (ii) du Théoréme 3. 5i
(Wg-]) est pair, il existe une forme quadratique mod.2 qy sur WX, Z), inva-1
. +p-
riante par déformation [B] : cela entraine (i). I1 reste & éliminer, lorsque (\)5 )
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est impair, 1'existence d'une telle forme; i1 suffit pour cela, comme dans la démons-
tration du Théoréme 4, de trouver pour chaque (n,d) une situation ZeX,, ou Xo
est une intersection compi2te de dimension n et multidegré d avec des points dou-
bles ordinaires, et Z une sous-variété lisse de dimension v passant par un nombre
impair de ces points doubles.

Soit (Aij) une matrice de formes homogénes sur PY & r lignes et

v+r-1 colonnes, avec deg Aij: di' 1. Prenons pour XO la sous-variété de

P™"  définie par les équations

v+r-1

§ T\)+J ij(To’ ,T\)):O (1<igr),

j=1
et pour Z le sous-espace linaire T . =...=T . =0 de P . Lorsque les for-
mes Aij sont assez générales, on déduit du critére jacobien que les seuls points sin-
guliers de X0 sont des points doubles ordinaires, situés sur Z et définis par
1'équation

rg(A..)<r-1

Le nombre N des points de Z(=PV) vérifiant cette équation est donnée
par une formule classique de géométrie énumérative, exprimée en langage moderne par
Porteous [P] :

N= det{{c,

ioien) )

1<3, j<v

ot c_ désigne la g-ieme classe de Chern du fibré

] Opy (d5-1).

it ™M=

i=1

Dans H*(PY, Z/2), on a
- - p
oz 0p, (4-1) = c(0v (DP) = (1+cq(0p (D)7,
d'ol la congruence

N = det({ ) ) (mod 2).

P
j-i+171<4, 3<v

On conclut la démonstration a 1'aide du lemme élémentaire suivant :

)= (P,

)1Sj,j§y v

Fixons p, et notons A~ le déterminant & calculer (v>1). En déve-

- p
Lemme.- On a de’c((j_1.+1

loppant Av suivant les colonnes, on obtient la relation

a,= (Mo g+ Qa5+ o+ (41D =0,
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Raisonnant par récurrence sur v, il suffit de vérifier que cette rela-
tion est satisfaite lorsqu'on remplace 4; par (p+}-1): (-1)1(}p). Mais 1'expression

P+ (P

v-1 v

p =Py (P -p
(P eGPy e v O
n'est autre que la coefficient de TV dans le développement en série de
(1+T) P14+ T)P, d'ou le lemme et le théoreme.

Les Propositions 1 a2 5 du n° 4 se généralisent immédiatement au cas des

intersections compléetes; je laisse les détails au lecteur.
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