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FORMULES DE POINTS FIXES EN COHOMOLOGIE COHERENTR
(Théordme de IEFSCHETZ-RIEMANN-ROCH)

par Arnaud Beauville

; ; §0. Introduction

Soient X wune variété topologique compacte, orientable, f wun endomorphisme

(=) .
de X , n'ayant gque des points fixes visolé £ :i-.nduit un endomorphisme T de
1a.cohomologie ; la formule des points fixes de Lefschetz ([8]) exprime le "nombre
- de Lefschetz" L(f) = E (—1 )iTr f*IHi(X,Z) comme somme d'invariants locaux I(xj),
calculés aux points fixes 4:
) =zl .
Les I(xj) sqnt entiers ; si par exemple XA est mupi dtune structure analy—

" tique pour laquelle f est holomorphe, les I(xj) sont tous égaux & 1 : le nom—
' bre de Lefschetz gst dans ce cas égal au nombre de points fixes.

On dispose de résultats analogues en Géométrie Algébrique sur un corps quel—

conque, utilisant la cohomologie étale ([24]), 1la cohomologie de Hodge ([11], cf.
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2‘,
plus loin), plus généralement une "cohomologie de Weil" arbitraire ([18]). on ex.

pose ici uniquement les formules de points fixes obtenues en cohomologie cohérenté';

npormule de Woods Hole" ([2]) et formule de Lefschetz-Riemann-Roch ([10]).
Dans ce cadre, il est évidemment nécessaire de reformuler le probléme- : soién‘

algébriquement clos, £

X wune variété projective et lisse sur un corps k .
endomorphisme de X , F un OX—Module cohérent.

Définition O.1 :

Un reldvement de £ & P est un morphisme de faisceaux :

*
¢ :fF —>F .

Soit ¢ un reldvement de f ;

gie E; , 4défini par :

*
. o, .
B xrF) S rtx,eF) B E(X,F) .

Le nombre

par : L(£,9,F) = % (-1)7Tr 3, .
i ,

1

Le but de cet exposé est de calculer L(f,cp,F) dans un cadre suffisamment

Ll
général, Comme en topologie, le calcul est particulidrement simple si
des points fixes isolés, de multiplicité 1 (formule de Woods Hole)'. Le cas opposé

est celui ou f est 1l'identité : si par exemple ¢ = 1F B

se réduit & la. caractéristique d'Buler-Poincaré de F , et on connait une formiley

3 . ’ N 5
(1e théoréme de Riemann-Roch) pour la calculer. Ces deux formules sont des cas pary

ticuliers d'une "formule de Lefschetz—Riemann-Roch" due & Atiyah-Segal ([3]) en -

on en déduit un endomorrhisme de la cohomolo-?

de Lefschetz L(f,p,F) d'un reldvement est 1'élément de k défini‘fiff

f n'a que'""

le nombre de LefschetZ;

géométrie analytique, & Donovan en géométrie algébrique ([10]). Clest cette form‘f]{i

3

qu'on va exposer ici,

Le plan est le suivant : on énonce au §1 .1a "formulé de Woods Hole" (cas des
points fixes isolés de multiplicité 1) ; on en montre au §II quelques applications,
tirées. pour la plupart de [1]. Aux §III et IV, on déroule les sorites nécessaires

pour le §V, oh est énoncée et démontrée la formule de Lef schetz-Riemann-Roch,

Notations

Le corps k sera toujours algébriquement clos ; par "variété sur k" on

entendra un schéma irréductible, lisse et projectif sur k . Soient X une va-

riété sur k , F un faisceau cohérent sur X , x wun point de X ; on notera

Fx la fibre de F en x et F(x) =Fx®0 k(x) ; si u :F —= G estun morphisme
: x

de faisceaux, on notera u, : Fx -, Gx et u(x) : P(x) - G(x) les morphismes in-—

" auits.

: i §I. Formule de Woods Hole
Définition 0.2 : . i —_— b

Soient X wune variété sur k, £ un endomorphisme de X , F un faisceau

s

cohérent sur X , ¢ un reldvement de £ a F . On désigne par Xf le sous—

schéma des points fixes de f , défini par le carré cartésien -

¥ —— x

! Lo

X -—(1—i)—>XXX

Proposition I.1 :

Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) xF

est étale sur k .

(ii) Le graphe de f est transversal & la dimgonale dans XXX .




(iii) En tout point fixe x de X, on a : det(1-af(x)) #o0 .

z z Y . z . *
coordonnées localegr (ti) 5 Xf est défini par les équations : ti—f ti = 0).
On dira que £ est transverse s'il vérifie les conditions équivalentes de
I.1. Nous pouvohs maintenant énoncer :

Théordme I ("formule de Woods Hole") :

Ssi £ est transverse :

L(fyCP’F) = I

Tr o(x)
x€ext det(1-df(x))

! est la différentielle de f).

(o af : f 9)1( -»’QX
Rema::"gues :

1) La formule a un sens grdce & T.1 (iidi).

2) La formule de Woods Hole est due, simultanément semble-t-il, &
Atiyah-Bott dans le cadre analy“t;.ique et & Shimura dans le cadre algébrique., la

démonstration directe, basée sur la dualité de Serre et la formule de Kunneth,

n'est pas difficile ; mais nous 1l'obtiendrons ici comme cas. particulier d'une for-

mule plus générale (théordme IIT).
3) Les reldvements de f les plus employés seront :

- l'isomorphisme naturel : f OX - OX , qu'on appellera "reldvement unité"

(noté 1) ;

1

v " et ses puissances extérieures,

- la différentielle af : f*Q;{ - Q
t
4) la formule donne une égalité dans le corps k , ce qui est assez

restrictif en caractéristique p;éo , comme on le verra dans les exemples ci-

© dessous, ‘On peut. toutefois améliorer le résultat dans un cas particulier :

- un endomorphisme d'un k-espace vectoriel, de valeurs propres c1...cm H

5e
s £
d'ordre fini premier & p . Pour cela, on désigne par w(k) 1'anneau des vec—
par w : k —» w(k) 1le reldvement de Teichmiller. Soit wu

teurs de Witt sur k ,

sa

FV'"trace de Brauer" est par définition : BTr u = & w(ci).

Oon convient de poser W(k) =k et w = 1k si p=0, de menidre & obtenir des

résultats valables en toute caractéristique,
Définition 0.2bis :

Le nombre de Lefschetz-~Brauer BL(f ,cp,F) d'.un reldvement est 1'élément de
w(k) défini par : BL(f,q,F).= x (-1)srr ¢t .

Théordme Ibis :

si f est transverse et fr = Id.X (r premier & p) H

BL(f,9,F) = I BTr o(x) )
P o g(ﬁ)iBTr Atas(x)

Si c,...c, sont les valeurs propres de df(x) , on a aussi &

2 (1) 81r ater(x) = j? (1-w(e,)) .
i = J

On voit en particulier que la formule Ibis redonne bien par réduction modulo P

la formule I .

§II. Exemples et conséquences
Exemple II.1 : Espace projectif

Prenons X = B- ,, £ un endomorphisme diagonalisable, ¢ le reldvement unil~-
' *
té ; dans un systdme de coordonnées (Ti)0\<i\<n convenable, on a : f Ti = ciTi .

Les oy sont. tous distincts (nécessaire pour que f soit transverse), Les points
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fixes sont alors les points x5 définis par Tj =0 pour 'j ;éi . Au point x %
S i3

les différentielles d(T,j/T__) forment une base de Q1n or
i 13

:

* (T, . T,
£ a(®s/y ) = %3/, aC3/y ), done
i i i

det(1-ar(x,)) = T (1=°3/, ) .
, : 34 i

*
Comme Tr 1(x) =1 (f laisse fixe les fonctions constan‘bes!), la formule de

.
:

Woods Hole donne ici

. n
i=n Ci
1T LE, )

=0 A4 J

identité que le lecteur pourra démontrer en exercice... Noter que dans ce cas le i

théoretme Ibis est vrai sans hypothése sur l'ordre de £ .
Bxemple II.2 : Cohomologie de Hodge
2 P PP o P .
Prenant comme reldvement ATdf : f Qx - QX , on trouve :

2 (=0)%r £55%x,0") = T, = APaf (x)
4 X

det(1-at(x))
€Xf et(1 X
d'ol, en prenant la somme alternée et en utilisant 1'identité

d.et(1—u) = I (—1 )1Tr Alu
i

2 (=1)Prr aPar(x)
det(}1-—df(x))

]

z (—1:-)P+q‘1‘r £ m%x,e?) = =

£ Card(Xf) dans k.
P,aq €X . .

Le premier membre est, si 1l'on veut, le '"nombre de Lefschetz en cohomologie

de Hodge" de f . Compte tenu des propriétés de la trace et de la suite .spec-

trale d'hypercohomologie, on a d'ailleurs

t,

: * ) *
2 (=P £¥5%(x,0) = £ (=1)TTr £ [BD (%) .
P,Q r . DR .

En particulier, si k=€ , on retrouve la formule de Lefschetz classique.

Bn caractéristique p , la formule donne le nombre de points fixes modulo P

si toutefois f est d'ordre fini premier & p , le théordme Ibis donne 114galitel

‘§'guivante dans

)',,Exemple II.3

q =

i appliqué au reldvement unité, donne

i comme le montre 1l'exemple de la droite projective sur FP...

" des formules de congruence pour la fonction z8ta Zx(t). Rappelons que

i alors

z

*
cara(x’) = = (1) %rr 1 |5%(x,0Q°) =
p,q

Y BIx f*]H;R(X) .

z (-1
r .

Frobenius

1a caractéristique de k est D#O ; ,

on suppose X définie sur Fq

h
P

Les points fixes du Frobenius sont alors les points rationnels sur Fq

" et plus généralement les points fixes de (Fr)m sont les points rationnels sur

|
qu . Comme dFr = 0 (le Frobenius est "purement inséparable"), le théoréme I,

card X(F ) = L(FT",1,0,) (mod. ) .
q .

I1 n'y a malheureusement aucune chance que cette congruence soit une égalité,
On en tire cependant

°

1

o m
t
7.(t) = exp( & =, Card X(F p)) = [
X meo & q xex® 1_td(x)
U XO est 1l'ensemble des points fermés de "X , et d(x) 1e degré du corps

(o
résiduel k(x) sur lE‘q).

Soient CP les valeurs propres de l'action de Frobenius sur HP(X,OX) H
’

m

card X(F 5) = = (-1)Prr Frmal(X,OX) = 5 (-1)P .
. p,i

a P p,1
P, ()P (t)...

2 () = , (07 (%) -

X F (3)F (t)...
[¢) 2

d' ot od, ec F_(t) =1 (1=c_ %) .
ol (mod, p) avec p() 1 ( p,l)

1

Notons en passant que cette formule, ainsi que la précédente, est encore va-

lable lorsque X n'est plus supposée lisse sur k ; la démonstration est beau~

coup plus délicate ([17]).




. 9.
n, )
De méme, -det(1-du(x)) =1 (1-g *); ce qui domme : a{1-z) =1 avec a € Z ]
i ’

Exemple II.4 : Involution ;
ce qui est impossible, par exemple parce que N(1-¢) = @ m(1) =D .
P )

Proposition IT.4

Exemple II.6 : Formule des caractéres (H, Weyl)

En caractéristique différente de 2, le nombre de points fixes d'une ianlﬁ; :
On admet ici la théorie classique des groupes algébriques semi-simples, pour

tion est infini ou multiple de 2" (n=dim X).
laquelle on renvoie & [20].

Soit u : X - X wune involution (u2 ='IdX) ayant un nombre fini de poinf;
i Soient|{ @ wun groupe algébrique semi-simple simplement connexe sur k algé-

fixes., On verra plus loin (v.1) que u est alors nécessairement transverse ; on
briquement clos, T wun tore maximal, B wun groupe de Borel contenant T , On

peut donc appliquer le théordme Ibis avec le relévement unité, En un point fixe .
va appliquer le théordme I & la multiplication & gauche, dans G/B , par un élé-

X , du(x) est diagonalisable avec -t1 comme valeurs propres, et en fait seule- :
ment y de G . Les points fixes de cet automorphisme (noté sy) sont les clas—

ment -1 puisque det(1—du(x)) 74 0 : donc du(x) = =1 .. De méme, les endomor-:..? ;

ses a droite gB telles que ¥y € gBg' . Si 1l'on prend pour ¥y un élément régu—

phismes induits sur la cohomologie ont des valeurs propres égales & -4-'1 , donc i .
lier de T , tout Borel contenant y contient T ; les points fixes corres—

leur trace est entidre et égale & leur "trace de Brauer" (puisque w(=1) = —1- en:; . )
: pondent alors bijectivement aux groupes de Borel contenant T , clest=d~dire aux

caractéristique # 2). La formule de Woods Hole donne :

\7\7Bw-7-\r1 , ou w décrit le groupe de Weyl W .
hil .
d :
BL(w,1,0.) = = L-_—Mez. i L . . .
X X€Xf 2n 2n : i Calculons la dérivée de sy au po:_.nt fixe wB , ou plutdt, puisque
Exemple II.S5 : Automorphismes ayant un seul point fixe I s =8 os 3 o(sw)_1 , la dérivée de 's_,| au point marqué de G/B ., Soient
yA w yw woyw
Proposition II.5 : ) . g =1ie(e) , b =Lie(B) ; on a un diagramme commutatif :
En caractéristique O, un automorphisme d'ordre Pm (p premier) ne peut avoir « int(v.v1yw) «
un point fixe unique. l l
i Seq
. my w!yw
Toujours d'aprés V.1 plus loin, l'automorphisme u (uq = Id.X , avec -q=P i G/B G/B

est transverse, donc on peut appliquer le théoréme I. Soit x le point fixe § en; dtol 1'on déduit immédiatement le diagramme analogue sur les algdbres de Lie :

utilisant le reldvement unité, on trouve : - Ad(v-v1yw)
! g —_— g

|

L(w,1,0) = gt am)) ‘ Rk g
/b

g/v

or comme u? = IdX R L(u,‘l,ox) est somme de racines qlemes de 1l'unité, dond

appartient & l'anneau 2Z[¢] des entiers du corps des racines qlémes de 1tunité. |




- 10, &
Soit g=g"°® 3§ &% (de sorte que

la décomposition de g sous aa(r)
o€R -

24(T) agit sur chaque g% par le caractdre «). Il existe un systime de Taciged

3

positives R (d'ailleurs unique) tel que b =g @® = & % ; les valeurs pro. |

o€R
+ : *
pres de dsy(wB) sont donc les o(W'yw) pour « € R, . Comme y est régulier,

ceux—-ci sont différents de 1 ; donc Sy

est transverse, et on pourra appliquer

le théoréme I.

Reste & choisir un reldvement., Rappelons des faits bien connus ([20]). A

tout caractére y de T , on associe un faisceau inversible L(X) sur G/B :

y définit en effet un caractére yx de B , donc un morphisme

H1(G/B,B) - H1(G/B,Gm) = pic(e/B) 5 L(x) est l'image par ce morphisme de la fi- |
bration G - G/B . Bn termes de fibré vectoriel, L(X) est le quotient de oL
Gxk par la relation d'équivalence :

(gb,v) ~ (g,x(b)v). On a-en outre une ac-

tion de @ sur L(y) , définie pour tout 2z € G par :

sr1(x) = 1(x)
Fa (g,v) » (Z'g,v)

Soit wB un point fixe de s, (i.e. v?1yw € B) ; ?y applique (w,v) sur

(§1w,v) ~ (W, x(s‘ﬂ;"'W)V) , donc :
: =1=1
g (wB) = x(wyw) .

Appliquons le théortme I & sy 3 L(x)

@'5'w)
L(s_,p_,L(x)) = & —L—:——'
vy wew 1 (1=a(w'yw))
a€R : -
L . k * Xk ) X coinit
G opere a droite sur H (G/B,L(x)) par § ; autrement dit, &1 aéfint®,
: - y - Y :

une représentation, notée pk , de G dans l'espace vectoriel Hk(G/B,L(x))o .

La formule précédente donne, apres changement de y en s

x(&yw)
I T ) *
€R

4 i x =
(%) i 1) ¢ (x) = wgw (1=’ F"yw)

soity M 1le groupe des caractéres de T , ol W opére de la manidre habituelle,
On pose comme d'habitude p =432 a , J(x) = = e(w).w.x pour x € Z[M] . Rap-
a€R+ weW

pelons qulon a dans

} z[M] 1'identité purement formelle ([7]) :

0 (1-e"%) = 7P, 3(eP)
a€R
.

oX F(X+0)
(1-"%)  3(eP)
pour tout y dans l'ouvert des points réguliers, montre
J(eX+9)
J(ep)

comme fonctions sur T , i.e. dans l'anneau k[M] . BEn caractéristique zéro, on

dtolh T w.
wEW

L'égalité (%), valable

de 1l'anneau 2Z[M] sont égaux

que les deux éléments 32 (=1 )k‘I'r pk et
k

a donc 3
x+p
(1) = (-1)kTI' pk = '&——-2 dans z{M]
k J(ep)
égalité qu'on peut regarder dans le groupe r(@) des classes réduites de repré-
sentationsde @ ([23]) :
xX+P
k. W
(@) £ (E[pN =) asns R(6) = (z[M])" .
k J(e?) .

Prenons maintenant pour x un poids dominant ; le théordme de Bott ([9]) montre

que Hk(G/B,L(x)) =0 pour k >» O, ‘donc :

J(eX+P)
J(ep)
7(eX*P)
J(e®)

la représentation po est simple de plus haut

o
p

Tr dens z[M]

(3)

(37) [po] dans R(G) .

I1 est facile de vérifier que

poids y ([20]) 5 on obtient donc comme corollaire la formule des caractdres de




. R EH
H. Weyl, qui donne l'expression dans R(G) de la représentation simple de plus ;

haut poids' X o Mais on obtient beaucoup plus, & savoir 1l'expression explicﬁ;gd

cette représentation comme action sur les sections du fibré en droites associd a

N

Remarque : On verra en V.12 qu'on peut en fait appliquer le théordme Ibis & g -
Y-

il en résulte facilement que 1'égalité (2) est encore valable en caractéristique - g

P#£0 . Mais on ne peut plus bien sir appligquer le théoreme de Bott, qui est 1tin.

grédient essentiel de (3) et (3'),

§III. Rappels : X-—théorie

1. Sorites de K-théorie (cf. [6])

Soient A une catégorie abélienne,

3,

suppose que les classes & isomorphisme prés d'objets de A forment un ensemble,

On sait alors définir le "groupe de Grothendieck" x(c)

[1:-

et une application
ob(c) —» k(c) : rappelons que [F] = [F*]+[F"] pour toute extension F de

F" par F', et que le couple ([ EI , K(C)) est universel pour cette propridté, ¢

Oon définit de méme X(A), L'inclusion de C dans A définit un morphisme

i : x(c) - x(a).
Proposition IITI.1 : i

Supposons que le couple (C,A) satisfasse les conditions suivantes :

(i) Tout noyau d'un épimorphisme d'objets de C est dans C .

(ii) Tout objet de A est quotient d'un objet de C .
(iii) Pour tout objet F de A , il existe un entier d tel que, POUL
toute résolution gauche L. de F par des objets de C , le noyau

: Ker(Ld - L

ol

f‘L. (=)

C une sous—catégorie pleine de A ; ot

i l'ed
d—1) soit dans € .,

Alors i : k(0¢) — K(A) est un isomorphisme,

Démonstration (accélérde) : Soit F wun objet de A . Drtaprés (ii) et (diii),

il existe une résolution finie L‘. de T ©par des objets de C., Posons

/

=3 (-1 )i[Li] € k(¢) . Ia démonstration se fait en trois étapes :

i

1) £ (F) ne dépend pas de la résolution L. choisie ; on le note £f(F).

2) Pour toute suite exacte O = F' »PF - F" -0 , £(F) = £(F') +£(¥") ;

donc f définit un morphisme de groupes f : K(C) - k(a).

o _ com -
3) foi = IdK(C) , 1i°f IdK(A) .

et L. de il fau"c montrer

Pour 1), on se donne deux résolutions L. F

que fL () = fL.(F) . On construit gréce & (ii) une troisidme résolution IV de

F et des morph‘ismes w L' ->L. , u' : L' > L!.Supposons en effet I , u et

u!' construits jusqu'en degré k ; on posera (Li«’:+1 )o = Lk—MXL Z(Lf:)xL'Ll'cH et
k k

on prendra pour Lié_'_1 un objet de ¢ dont (LM )

ient £t ul
K170 est quotlen? u e u

étant définis par les projections. On est ainsi ramené au cas ol 1l existe un

le cBne de u est alors acyclique, donc

morphisme de résolutions u : L. — L! ;

- i 1] = - i = —1)Ire ot
% (=1) [Li+1€BLi] =0, ouencore % (-1)7[5;] =23 (-1) [Lj] , dtol 1).

Pour 2), on choisit une résolution L. de F et une résolution L. de F';
on peut supposer comme en 1) qu'il existe wn morphisme de résolutions v : L!-L. .

v

Le cbne de v est alors une résolution de F", et le méme calcul qu'en 1) donne

le résultat,

3) est trivial,
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Mn(f) -~ M(f) est un isomorphisme. Cette condition est wéalisée en particulier

2. Conséguences

lorsque f est dlordre fini (£¥ = Idx).

Soient X wune variété sur k , f wun automorphisme de X . Soient .
\Dans les deux cas, on vérifie les conditions (i) & (iii) de TIT.1 . (i) es%

g :fF—>F , ¢ : £ G- G deux relévements de f & des faisceaux cohérents 5 tm

trivial et (iii) est bien connu (théoréme des syzygiés ), ainsi que (i1) pour le

morphisme de reldvements (de ¢ dans ¢) est par définition un morphisme de *
S cas 1) (théordme de Serre). Reste & montrer que tout reldvement ¢ : f F - P est

O,~Modules u : F - G tel que le diagramme :

X
« quotient d'un reldvement localement libre., Si F est engendré par ses sections,
* * .
fF 2r fa o]
c'est facile : on prend une base (s‘) . de H (X,F) sur k ; alors
l ¢ l ¢ i71gigm _
1w * m o] N . .
¥ ’ G (P(f Si) = aijs,j (aij € k) dans H (X,F).' Le diagramme commutatif :
3=1 :
. ; *
s0it commutatif. On définit ainsi’ la catégorie des reldvements de f 5 elle est: m (£ si) *
> v OX —_— P
abélienne, une suite : l(a- ) l‘CP
* * Sk m - (s:i_)
* 5 * * o, — F
0 e L3, 2% LR e ) X
Lo | - « .
0 Pt B 7 P : montre que ¢ est quotient du relévement £ O; - O; défini par les (ai,j)°

F" —— 0

, . Si maintenant F est quelconque, on choisit un faisceau ample I "stable
étant exacte si et seulement si la ligne du bas est exacte. On dira qu'un reld- | ‘

. *
* s par £ ", c'est-d-dire tel qu'il existe un isomorphisme ¢ : f L - L , Il
vement f F - F est localement libre si F est localement libre. E
L®h

existe un entier h tel que FQ® soit engendré par ses sections ; d'aprés ce

Définition IIT.2 :
*
£t L qui précéde, le reldvement (p®¢>®h: £ (F®L®h)—» F®L®h est quotient d'un relé=—
-~ On désigne par K(X) (resp. Kn(X)) le groupe de Grothendieck de la caté-
; *
‘ vement § ¢ £ P - P (P localement libre). Par suite ¢ est quotient du rele-

gorie des faisceaux cohérents sur X (resp. de la sous—catégorie pleine des

- * - -
i vement localement libre n®¢®( h) : f (P®L®( h>)—> P®L®( n) N
faisceaux localement libres). . ‘ .
L. L, BEnfin, si £F = 14 , pour tout faisceau ample L , 1le faisceau
- On désigne par M(f) (resp. Mn(f)) . le groupe de Grothendieck de la caté- . . X
. ! i=r=— .
4 *
. N o L' = ® (fl) I est ample et stable par f .
gorie des relévements de f (resp, de la sous-catégorie pleiné des reldvements i=0 .
) Remarqgue III.4 @
localement libres). On pose M(IdX) = m(x). : 4
. On peut montrer que la condition ¢ "f laisse fixe un faisceau ample®
Proposition III.3 : 3
: équivaut & : "f est point rationnel d'un sous—-groupe lindaire du groupe des

1) la fldche naturelle Kn(X) - K(X) est un isomorphisme, ;

2) si - £ laisse fixe un faisceau ample, la fldche naturelle
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automorphismes de X" . Par exemple, la translation par un élément d'ordre mnep

g 'Proposi'l::’g.on III.5 :

a) si F et @ sont deux faisceaux cohérents sur X :

fini dans une variété abélienne ne peut laisser fixe un faisceau ample.
. 0 ’
[Fl.[6] = = (-1)* [zor,(z,0)] .
i

3. Structures sur k(x) et mM(f)

* *
. Si o :fF—=F et ¢ :£f G- G sont deux reldvements de f
On suppose désormais gue f laisse fixe un faisceau ample. \

‘ o] = £ (=1)* [Tor, (9,0)
Les isomorphismes K (X) = K(Xx) et M _(f) = M(f) permettent de transporter (o] Lo] i ) [—1 q)_d) ]
o) n porter, i .

a x(x) et M(f) 1les structures .de Kn(X) et Mn(f). En particulier : ol Mi(%d)) est le reldvement :

; 0. 0 0
a) Le produit tensoriel est exact sur la catégorie des faisceaux loca- : f*Tor‘X(F’G) —y Torox(f*F , f*G) L‘slb, Tor.x(F,G) .
. . e —_—1 — —_—

lement libres, donc munit K (X) d'une structure d'anneau commutatif. Le oduith .
, n( ) pr uJ.tJ b) Pour tout morphisme u : X » Y (resp. pour tout diagramme (%)) et

tensoriel de reldvements (défini de manidre évidente) munit de méme M_(f) dlunet 3 .
n , tout faisceau cohérent H sur Y (resp. tout reldvement w de g) @

structure d'anneau commutatif.

w! ([a])

. .
2 (=) [t™ (®)]
b) Pour tout morphisme u : X — Y , 1l'image réciproque définit un mor-% +

/ , w* ([x])

I

i i *
1 2 (-1)" [TTu (n)] .
thisme d'anneaux u. : Kn(Y) - Kn(X) ; pour tout diagramme commutatif (x) : i

Démontrons par exemple le premier point, la démonstration des autres étant

X -—f—b X 2

lu lu pratiquement identique. D'aprds la démonstration de III.1, pour calculer [Fl.[c]
g . }

vy £ v

on choisit des résolutions finies L. et M. de F et G par des faisceaux |

1'image réciproque de reldvements définit un morphisme d'anneaux 3 : !
. localement libres ; alors 3

1 :
ul Mn(g) - Mn(f). Ces morphismes vérifient la propriété de transitivité évi-

(rl.lc] = (= (=1 ) [Li]).(z.(—ﬂj [Mj]) = Z‘(-1)i+j[Li®Mj] A
-1 J

dente, On en déduit une structure d'anneau commutatif sur k(x) et sur M(f), i,3 |
. d'ou, en posant N. = L.OM. :
et pour tout morphisme u : X - Y (resp. pour tout diagramme (*)) un morphisme
1 & k-
d'anneaux u  : K(Y) » K(X) (resp. M(g) —» M(f)) wvérifiant la propriété de tran~ (rl.lc] = i (=1) [Nk] .
sz Lo OX
sitivité évidente. ¢ Comme Hi(l\l.) = Tor, (F,¢) , 1le résultat découle du lemme suivant, dont la dé-

monstration (immédiate) est laissée au lecteur :




ILemme IIT.6 =

Soit N. un complexe borné dans une catégorie abélienne A ; on a l'égali.%:

té suivante dans K(A) : = (-1 )l[Ni] =5 (-1 )l[Hi(N., ).
i i . R

Soit j : Y= X une immersion de variétés. Le foncteur j, est exacf,, dqﬁég

définit un morphisme de groupes de x(Y) dans x(x) , noté encore Jx o De

méme, si on a un diagramme commutatif :

on définit un morphisme de groupes J, u(£) - ulg).
Proposition ITI.7 :

Sous les conditions précédentes, si y € K(Y) , x € K(x) (resp. v € M(f) , .

. .! Lo

x € M(g)) : 3o (7.3'x) = j,y.x ("Formule de projection™),

On peut supposer gréce & III.3 que y = [F] , x = [¢] (resp. v = [o] » ¢

avec F

N * * ' i
x=[¢], ob g :fF—>F , ¢:8G—>0G), et @ localement libres. |

ILa proposition résulte alors simplement de 1l'isomorphisme canonique :

. .
F®_ JGESFO, G .
OY OX

Remargue :
On n'a développé ici que le strict minimum indispensable a la suite, On

renvoie & [22] pour une étude beaucoup plus détaillée de 1'anneau k(X).

4. Btude de M(X)

Soit ¢ : P —»F un reldvement localement libre.de 1l'identité, c'est-3-dir®.

un endomorphisme du faisceau localement libre F . L'équation caractéristique 42

) (arabord définie localement, cf, BGA IT 6) a pour coefficients des fonctions :

I
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partout définies, donc constantes. Pour toute racine c¢ de cette équation, on

pose

F_ =
c

U Ker(q)—-C)m .
n .

I1 est clair (la vérification étant locale) que F =@F

. c

¢, P F =T est tel que (cpc-c) est nilpotent.
Lemme IIT.8 :

Soit ¢ wun endomorphisme de. F tel que :'CP—C soit nilpotent. Alors
(] = [0.1F] dans M(Y).

La démonstration se fait pér récurrence sur le plus petit entier m tel

que (cp—c)m -~ 0. Pour m=1 , le résultat est contenu dans 1l'hypoth&se. Le

passage de m-1 & m résulte du diagramme suivant :
m—1 (cp—c)m-1 m—1 .
0 ——— Ker(¢-c) P F coker(g-c) = ————0
cpl 10 ® lc( o1 lc c
0 —> Ker(cp---c)m_1 p 2 F Coker(cp—c)m.-" ——— 0 i

qﬁi donne : [cp]—[c.,1F] = [cleer(CP-C)m_1]—[0.1Ker(q>_c)m—1]

dtou le résultat par lthypothdse de récurrence.

Proposition III.9 3

Désignons par 2Z[k] 1'algdbre du monoide multiplicatif Xk (c'est-&~-dire

le groupe abélien libre de base k , la multiplication étant induite par celle

de k).‘ 11 existe un isomorphisme fonctoriel d'anneaux : T :M(X) - K(X)@zz[k]

1

(1a fonctorialité est relative aux morvhismes u. et j, de III.5 et III.7).

Pour tout ¢ : F - F (F localement libre), posons, avec les notations px‘é-.
'r(cp) =

cédentes 3 2 [F ]®[c] . r© est additif, donc définit, compte tenu de
¢ ° 8
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III.3, un homomorphisme de M(X) dans ‘K(X)®zz[k] . On vérifie immédiatemeny.

que c'est méme un morphisme d'anneaux, et qu'il est fonctoriel., Définissons maln

‘tenant un morphisme s : K(X)@ZZ[k] - M(X) en posant, pour F localement 1inpe

et c €k, s([Fl®[c]) = [c.1F] . Le lemme II].8 montre que sor est l'iden-rv" j

tité, et il est clair que ros est 1l'identité.

§IV. Rappels : classes de Chern

Pour toute variété X sur k on désigne par A(X) =@A1(X) "1'anneay de '

Cchow" de X ([21]), c'est-b~dire 1'anneau des classes de cycles modulo 1'équiv'a;;?‘

lence rationnelle, gradué par la codimension. Rappelons les propriétés de cet an~

neau que nous utiliserons
- Pour tout morphisme f : X - Y 1l'image réciproque des cycles définit un mor-

£y

*
pthisme d'anneaux gradués (de degré 0) : £ :A(Y) —» A(X) .

- Pour toute immersion J e Y-X é.e‘codimension ¢ , 1l'image directe de cycles,%"
définit un morphisme de groupes, de degré c : j, :a(Y) - a(x) .
- A1 (X) est canoniquement isomorphe & Pic(X) (1'équivalence rationnelle vpouI'
les diviseurs cofncide avec 1'équivalence linédaire),
- On note f : A(X) - Z 1la fldche égale & zéro en degré différent de aim(x)
X ' :
et au@yegx;é (= nombre de points d'un cycle O-dimensionnel) sur A

dim(x)(x)_

- soit j ¢+ ¥ —-X une immersion, x € A(X) s ¥ € A(Y). Alors s

fy=fj*y.
Y X

' On aura & considérer dans la suite 1'anneau A(X)@zK (K un corps) ; 1es

*
3 (7ed x) = d,v.x

i

s'étendent canoniquement ; ils seront notés de la wéney

. * .
morphismes f , j, ,f ;
X

fagon,

1+ 2 x,
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Proposition IV.1 :
On peut associer & tout faisceau localement libre de rang r F sur une
i
variété X sur k un élément co(F) =1 +c1(F)+...+cr(F) (e;(F) € a™(x) ,

c(F) € A(X)) de fagon que les propriétés suivantes soient vérifides :

C1. Pour toute suite exacte de faisceaux localement libres :

O—-F'—->F-=PF"->0, on a ¢

c(F) = c(®').c(pm).
* *
C2. Pour tout morphisme de varidétés f : c(f F) =£ c(F) .
C3. c1 H Pic(X) i A, (X) est l'isomorphisme canonique.
Les ci(F) (resp. c(F)) stappellent les classes de CHERN (resp. la classe
totale de Chern) de F ., Blles sont déterminées de manidre unique par les con-

ditions précédentes.

Remarque IV.2 :

1) La condition C1 signifie qu'on a un homomorphisme de groupes :

¢t E(x) - {1+ 1 AT(X)}
7 .
i
ol le groupe de droite est par définition le groupe multiplicatif des éléments
(xi € Al(X)). La condition C2 exprime que cet homomorphisme est fonc—
i>1

toriel. On peut: donc gridce & III.3 définir -les classes de Chern-d'un faisceau
cohérent quelconque ; elles vérifieront encore C1 & C3.

2) On a en fait un vaste choix pour 1l'anneau A(X) . Citons en vrac : sur
¢ , l'anneau @HZl(X,Z) ; sur un corps quelconque, la cohomologie g—adique

GBHZl(X,Zl(i)) , la cohomologie de Hodge EBHl(X,Ql) , la cohcmologie de

De Rham @Hi;(x) (ef. [13]) ; le gradué associé er°(x) & k(X) filtré par
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la codimension du support, ou par la "y=filtration" ([22]) H .la cohomologiez.:
cristalline,.. Il convient bien entendu de reférmulér dans chaque cas la comii—‘
tion C3.

3‘) On utilise souvent la classe de Chern sous la forme
°t<E) = 1+t.c! () +...+tr.cr(E) ’ or t est une indéterminée ("polynbme de ‘

Chern") ; bien entendu, la différence avec la classe totale c(E) est mliquemenﬁi

psychologique.

Démonstration de l'existence :

Il en existe une dizaine... On renvoie & [12] pour une démonstration dans 1e:"

cadre ci-dessus ; un résumé de quelques—unes des définitions possibles des ey i

(sur €, mais la plupart s'adaptent sur un corps quelconque) se trouve dans [5]1:
Démonstration de 1l'unicité :

Soit F un faisceau localement libre sur X ., Considérons le fibré en

P

drapeaux de F au-dessus de X : c'est la variété D ——» X au-dessus de X

qui représente le foncteur :

. .
suites O = MO [t M1 Co 0 o Mr =f F telles que

prap (T £, x) =

Mi+1 /Mi soit inversible

(bien entendu il faut entendre & droite 1l'ensemble des classes de telles suites

% isomorphisme prés — voir EGA I 2e édition pour les détails).

En particulier, il existe sur X wun "drapeau universel" :

0=V <V, Ceo=V_ =D F .
o r

1

PN

Pour toute "classe de Chern" vérifiant Ct1. & C3, on doit avoir :

* * i=r-1 v
pc(F) =c(pF) = I (1+c1( i+1/Vi)) par C1 et C2
. i=o0

23.

donc par C3, l'image de la classe de Chern totale de F dans A(D) est unigue-
ment déterminée. On termine avec le :

a(x) - A(D) est injectif,

*
Lemme IV.35 : p ¢

Bn effet, D se construit par extensions successives de fibrés projectifs,

et le fait que A(X) aA(PX(E)) soit injectif (pour E localement libre sur X)

est bien connu ([21]).

Bemarque IV.4 :
Cette technique de démonstration donne en outre un moyen de calcul tres

>,

puissant sur les classes de Chern. Soit & calculer par exemple c(EQF) , ou

E et P sont deux faisceaux ZLocalement‘ libres sur X , de rang p et q res—
pectivement, Quitte & calculer dans un anneau plus grand (& savoir 1l'anneau de

Chow d'un certain fibré en drapeaux sur X) on peut supposer que E et F ad—

P

nettent des suites de composition & quotients inversibles. On aura donc dans

k(x) :

[&] = [L1] Fooet [Lp] r] = [N1] Hoaot [Nq]

les L. et les Nj étant inversibles. Alors [EQ@F] = % [L1®Nj] , et
i L7 :

1,9

c(E®F) = inj (1+c1(Li)+c1(Nj}) .

En pratique, on décomposera formellement le "polyndme de Chern® (IV.2.3)

en écrivant :

P
P
= N oottt (B) = T (T +7v,.%
ey(8) = 1+ o0, () hueur #R0 (@) = T (ry;.t)
q q
e, (F) =1 + $oc, (F) #eeut the (F) = @I (146..%)
L B a 3=1 .
(1es v, sont "moralement" les premidres classes de Chern des Li)° -



Alors ct(E®F) =10 (1+ (yi+éj).t) .
i,3 . .-
Les coefficients du polyndme de droite sont symétriques en les Yi

5. ,
J

universels en :

donc s'expriment par des polyndmes (dépendant de p et Q)

les ci(E) et les cj(F) . Par exemple : °, (E®F) = q.c1(E) + P"CZ(F) B

% (BOF) = aoy(g) + 2oy () + (D.5@) + D@ + (part)ec, @oc @) L

On trouve de méme :

ct(AmE) = I

i <...<:1.m

(0 + (yy teaatyy Jet) o
1 ! :

m-

on renvoie & ([22]) pour une exposition plus "fonctorielle" (et beaucoup piﬁéf

compldte).

Opérations sur les classes de Chern

On est amené & construire de nouveaux invariants, formellement 3 partir des

classes de Chern, Si

24, 2

et en léé T

' P
Ct(E) =1+c, (B)et +eeur CP(E).t = I (‘1 + yi.t?

i=
Py,
on pose : ch(E) = = e -
imq
P Y; :

Todd(E)

iz1 1-¢ 14

ch(E) est le "caractére de Chern" de E , Todd(E) la "classe de Todd" de
E . Ce sont des éléments de l'anneau II Al(X)®ZQ , dont les composantes sont
i»o

des polynSmes symétriques en les Y o c'est—&~dire des polyndmes en les classes -

de Chern de E . Par exemple. :

ch(E)

I

D+ C,(E) + %(Cf(E)‘— 202(E)? Feus

Todd(E)

[}
-
+
Nol—
e}
-
—~
=
tNs
+
NI"‘
—
Q
=N
—~
=3
CNs
+
(¢)
N
)
=5
LN
~~
+
NI—‘
NG
[¢]
-
~
3]
<
N
o
N
—
]
-~
+
B
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: ™y
Pour toute variété X , on pose 3 =Q_ est 1=
z

Todd(x) = Todd(Tx) ou T

faisceau tangent de X .

Proposition IV.5 @

¥k (x) - 1@ Al(X)®ZQ est un homomerphisme d'anneaux, Il d4éfinit done
n .
iyo

1) ch =

" i
d'apres III.3 un homomorphisme d'anneaux, encore noté ch 3 K(X) - II A (X)@ZQ o

iya

On a 2 ch(f§x) = f*ch(x) pour tout £ 3 Y- X et tout x € K(X)o
-

2) 81 F est extension de F" par F' : Todd(F) = Todd(F?).Todd(F").

Démonstration immédiate,

Définition IV.6 3

On appelle "Trace de Charn" et on désigne par . ot 1'homomorphisms dlannsauw ¢

ct ¢ M(X) ch Ow

(III.9? K(X)@zZ[k] I Ai(}{)@zﬁ‘w(k) (ot FW(k) est le
io - - .

corps des fractions de w(k)).,

On aura ct(f%@) = f*c‘t(q)) pour tout £ 2 Y - X ef tout ¢ £ M(X)., Si ¢
est 1'endomorphisme identique d'un faisceau cchérent F , on trouve ot(g)s= <:*-h.(F)%
si ¢ estun endomorphisme de O§ 2 ct(cp) = BTr(qa) . La trace ds Chern généralisse
donc & la fois le caractére de Chern et la trace de Brauer,

Théoréme de Riemann—Rcsh 3
Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme de Rismann-Roch-Hirzebrich ([147) »

v

Théoreme IT :

Pour tout faisceau cohérent F sur X ¢

/

x(®) = £ (=1)* aim 5Y(x,7) =
i x

Todd(X).ch(F) .

Ce théoréme étant bien connu, nous n'en donnons pas dfexemplss ou dlapplita=

tions géométriques, Celles-ci sont trés nombreuses ([14]).




Nous aurons besoin de la version suivante ([6]) :

Proposition IV.6 (théordme de Riemann-Roch-Grothendieck pour une immersion) s

Soit j 't Y > X une immersion, F un falsceau cohérent sur Y ,

Alors } jye(Todd(y).ch(r)) = Todd(X).ch(3,F) .

Cette proposition s'étend facilement aux endomorphismes de faisceaux cohé-

rents @

Proposition IV.7 :

Soit j ¢ Y — X une immersion, ¢ un endomorphisme d'un faisceau cohérent

F sur Y . Alors :

3y (T0dd(¥).ct(gp)) = Todd(X).ct(i,e) .

En effet par III.9 on peut supposer que [@] = [co‘lF] dans M(Y) . Diaprds:

IV.6 les deux termes sont.alors égaux & 1'élément Todd(X).ch(j,F).w(c) de

n At EBFN(E) .

ido

§v. Le théordme de Lefschetz~Riemann—Roch

On se place désormais dans la situation suivante ¢ f est un endomorphisme

de la variété X , F un

r

f & F . On suppose que f . = IdX , avec r premier & la caractéristique

(cette hypothdse peut &tre élargie, cf, discussion en Va12).

Lemme V.1 ¢

* . 4
OX-Module cohérent, ¢ : £ F - F un reldvement. de P

27.
f

Soit (xi) un systéme régulier de paramdtres au point m € X . En

1€ikn

faisant l'habituelle manipulation de moyenne sur les (i.e. en extrayant

(x;)

q=r-1
des y. = z
q=0

* ;
on peut supposer : f x, = a;X; , avec czz =1 . Par définition, 1l'idéal de }CE

* .
aq(fq') x;, , avec ar =1, un systéme régulier de paramdtres),

dans X est engendré en m par les f*xi - % donc par les coordonnées x,
telle‘s que oy #£1 , dl'ou le résultat.
Remargue V.2 :
Lthypothése r premier & la caractéristique est nécessaire, comme le montre
l'exemple de 1'automorphisme z + z+1 de P‘I ., qui admet un point fixe "double”
& 1tinfini,
Soient Z wune composante de Xf , J son idéal dans X , 'jZ : Z-X 1l'im=
induit un morphisme :

*
mersion cancnique : T

2

J/3° - J/J2

zZ _ -
x [ x

On note : 7\_1

N, =% (=1)* [A?Nz] ¢ m(z) .
i
Lemme V.3 :

i Ai(z}SEFW(k) .

ct(n 1NZ) est inversible dans
- iyo

I1 suffit de vérifier que sa composante de degré O es® inversible dans
AO(X)®ZFW(1<) = Fi(k) ; or on voit immédiatement que ct(cp)o = BTre pour tout

¢ € M(Z) , d'ol Ct<>‘—1NZ)o =1 (1 —w(ai)) s, les ag étant lezs valesuxrs propras
- i - .

Dans ces conditions, le sous—schéma Xf des points fixes de f est lisse
de NZ . Mais il résulte de la.démonstration du lemme V.1 que celles—ci sont £,
sur k . ! ‘
i d'ol le lemme.
& e |
. .
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Théordme III (théordme de Lefschetz-Riemann-Roch) : ‘T."dans &(x))
Sous les conditions précédentes : C'est une conséquence de la formule : [A59] = = [Apcp'].[AqCp"]

p+a=r

% (resp. o..), qui résulte elle-méme des propriétés de la filtration de Koszul sur

-t 1
BL(f,9,F) = = f road(z). (ct(n N, )) T ct(5le)
P 7 Iz -1"2 A
'algdbre extérieure,
LY
On applique le lemme & la suite exacte d'endomorphismes sur Z @

(1a somme étant prise sur l'ensemble des composantes connexes de Xf),

Corollaire 1 = Théordéme Ibis :

Supposons 2 réduit & un point x : alors Todd(z) =1, Nz stidentifie o = J’/..'1'2 - JZQ;( - Q"Z - 0
4 af(x) par l'isomorphisme canonique J'/J_Z 2 al(x) s les traces de Chern se lNZ J,Jzif 11
réduisent & des traces de Brauer, donc ct()\_1Nz) ==z (—1)iBTr Aid.f(x) et 3 O - J/JZ - JZQ;( - Q; -0
i . i
Ct(j;<p) = BTr(p) : on obtient ainsi le théordme Ibis (et donc le théordme I , aror  (ct(n_ N, )) -1 cet(n_ ; af) = °h()‘-191z) =3z (=1)? Ch(Qg)
P

e r .
avec la restriction £~ = IdX) . Compte-tenu du théordme de Riemann—Roch, le deuxi®me membre de 1'égalité (x)

Corollaire 2 = Théoreme IT : est donc égal & I I (- ‘V)P x(QP) On trouve donc ¢

. i Z P
. . £ ! © oAz
f = = . - _ _ Iy . ¥ *
si Idy , ¢ =1, , onobtient Z=X =X, N, =0 dlok ct(r_N)=1, L (£) af 1) BT T IHr (x) = 5 (-1)®%rr £ |5%x,0°) = = 1pp(2)  avee
) - ' T Pa Z
t = : Sors i - i . . R . . .
c (1F ch(F) on retrouve le théoréme de Riemann=Roch, ¢ XDR(Z) E (-1 )P x(QP) si k=€ , on obtient ainsi un résultat qui s'exprime
Corollaire 3 : Cohomologie de Hodge  purement en termes de cohomologie complexe : le nombre de Lefschetz de f est
_ 4P . ‘ . LS S
On prend ¢ = A7df et on fait comme en II.2 la somme alternée des}egal:.tés -~ égal & la caractéristique d'Buler-Poincaré de la variété des points fixes.
obte H -
nues Corollaire 4 : formes automorphes (brdves indications)
N .
(%) z (—1)P+qBTr £ [Hq(x,gp) =7 f Todd(z), (ct(pn N ))_1°c‘b(}\, j!d-f) Soient M un domaine borné symétrique dans CN , G un groupe proprement
P,q 7z Yy =12 =197, »
discontinu d'automorphismes de M , tel que le gquotient G\M soit compact,

Lt icdt .
avec A_,j,df =32 (=1)" [a jzd:f'] € M(Z) . On utilise le 2
e Vo Clest alors une variété algébrique ([19]), et les formes automorphes de poids T

5 sk . o Qr
N sur M par rapport & G sont précisément les éléments de H (I, w
Posons pour tout relévement ¢ (resp. tout faisceau F) localement libre PP P ( ’ )

étant le faisceau des différentielles d'ordre maximum sur G\M . On s'intéresse

I

sur X : A_¢ =2 (=1)" [A"g] dans mM(£) (resp. A_,F
: .

F=z (-1} [a%r] dans

' la dimension de cet e ectoriel.
K(X)). Pour toute extension ¢ de ¢" par ¢', on a 3 7\_1(;; = 7»_1cp"o7t=1cp" § & la dimension de espace v

dans M(f) (resp. pour toute extension F de F" par F' , A F o= 7\_11?".,.%_1F”
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- Si G opeére librement sur M , le théordme ‘de Riemann-Roch perumet de

calculer (grice au "vanishing lemma") cette dimension : elle cst égale au produit

de xC(G\M) par un polyndme simple en r , qui dépend du "type" de l'espace

hermitien symétrique M (cf, par exemple [15]).

- Dans le cas général, on démontre ([4]) qu'il existe toujours un sous—grbup

H de G , distingué et d'indice fini dans- G , qui opére librement sur M ,
Le groupe fini G/H opére sur la variété H\M ; le théordme de Lefschetz-
Riemann~Roch appliqué aux éléments de G/ﬁ permet de calculer la dimension de :

o e
H (G\M,m®r) . Ce calcul est dd & Hirzebruch ([16]) ; il redonne par voie géomé-

trique les formules de Langlands.

Démonstration du théoréme IIT :

Le principe de la démonstration consiste & se ramener au cas de l'espace
projsctif.

Proposition V.5 :

Le théoréme III est vrai pour X = lPrli B
Lemme V.6 :
Soient u un automorphisme de [Pi , E ot u*OP(1) = OIP(") 1'isomorphisme

. . d:
canonique. Le Z-module M(u) est engendré par les éléments de la forme [c.F, ]
(a €2 .

. *
Soit ¢ : uF 3 F un relévement de u .

(Bea 1I.2)

Posons S =k[TO...Tn] ; soient. M le g-wodule gradué associé & F

*
P:uM->M le morphisme de S-modules gradués correspondant & o (on note

* .
u M= M@SS‘ , ou S8' =3 considéré comme S-algébre via u). Quitte & le

modifier en bas degré, on peut supposer que M est un S-module gradué de tyPe

,J
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£ini, En répétan* de prochs en proche la construction de III.3 cn obtient le

diagramme de S-modules gradués suivant, ol les lignes sont exactes 3
3 * *
u 4 u d
* * * *
o w K —2th wL O u' M 0
n o
l a 1 1 l a lp
0 ¥k —ts 1 L 2 M 0
n - o
les Li étant des S-modules gradués libres de type fini., Comme S esh

régulier de dimension n+1., K est projectif de type fini en tant que S-module

non gradué ; c'est donc un S-module gradué libre (Bourbalki, Algdbre ch.IT §11

o]

prop.?). En prenant les faisceaux associés, on en déduit que est scmme dans

M(w)

de reldvements -3 u*OP(d) ~0p(2) (a € 2z). comms Bnd(op(d)) =Xk, on
a [n] = [c.!;d] dans M(u) , d'ou le résultat.

Bxercice : Montrer que' M(u) est un module libre sur 1'anneau Z[k] (IIL9) de

base A1 9 & s00009 E.n. (scient (c. les valeurs propres de l'action de wu

i‘ogign

sur Ho(iPn,OIP(‘J)) s on voit facilement, par récurrence sur n , que

n .
hsi (g_ci) =0 dans M(u) 3 on prouve ensuite que 1, E ,..., £ sont linéai-
i=l

rement indépendants sur Z[k] en copiant [22], VI.1.9).

Démonstration de la proposition V.5 :

> . h .
On est ramené par le lemme &u cas ol [¢] = [c.¢ ] , puls, comme c “sort”

s

dans. les deux eipressions & comparer, au cas ¢ = ¢h (h € Z),

. N ! . _idmes ‘
Soit R 1'ensemble des racines r (,,r

de 1'unité

On choisit un systéme de coordonnées (Toc i) (cx ER, 01 sa) tel que
’ 5 ?
* . M - ’
uT . =agT .pour tout a« € R, 0 i ¢ s_ . Les composantes du schéma des
a, i o, d a

points fixes sont alo:és les hyperplans Ha définis par T = 0 pour [S;éa °

8,3

~
pPour alléger la notation, on écrira w(a) = a .
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1) Calcul de = f Todd(® ). (ct(n . ) T.ct(il ¢)
H o -1 Hot 'Ha

[o4
a

et on pose Ha =H , s =s3; H estun esioa'ce projectif ge

On fixe a ,
a

dimension s .

- La suite exacte bien connue :

—_— 0, —> 0

1 )S+1 -

1
0 ——sr —_— -

% 0 (

et la multiplicativité de Todd (IV.5) montrent que :

Todd(d) = Todd(;;l) = (Todd(oH(1)))s”'.'rodd(oH) = (—-——x_x)Em
: 1- ¥

o 1l'on a posé. x = cl[oH(1)] € Pic(H) = a! (").

- La suite exacte :

T
—1))2s B3 .
(0p(=1)) 3 0p > 0, 0

donne par restriction & H wun épimorphisme (OH(—1))n-S - J/J2 (7 = iddal de

n . . .
H dans P ) qui est un isomorphisme pour des raisons de dimension. Les (n—-s)
facteurs OP(—1> sont indexés par les couples (B,i) pour B €R , 0L igs
*/T. . T, . . *
comme u ( B’l/Ta,j) =§.( ;3{1/'1‘0‘,3,) , ltaction de u  sur le facteur OH(—'I)
d'indice (B,i) est la multiplication par B/d- Autrement dit, dans

(@) = K(E)®,2[x] :

V.= [oH(—1)]®[§]
BER

H
‘ ) Bo
chaque racine étant prise avec sa multiplicité (Sﬁ+1) ;3 d'ol, compte—tenu de

Ng).= o (1-8.e7%) .
BER a

V.4 : et (n_

1

BFa q.
~ La restriction o¢/H : 0. (h) - 0_(h) envoie I T -,
H Y ‘ o, 1 i oyl

donc n'est autre que la multiplication par och . Par suite : ct(jécp) = ah.ehx .

B

(2 q_i=h) sur 1 (aT )qls
i
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-~ On obtient donc 3

-1 ! X s+1. o'?h ehx
g Todd (). (et (n_ M) et (iye) = (—=5)7 - -
L. 1-e m(1=-%.e7)
BER ¢ -
. . B#a
C'est un.élément de l'ammeau .1 : A"’(X)@zj‘w(k) ; on s'intéresse au terme de
; iYo - .
degré s , c'est=d~dire au terme en x° ;5 comme d'ailleurs f x° =1 , on

H

cherche en fait le coefficient de %°  dans. ce polyndme,.ou encore le résidu a

i

1ltorigine de ce polyndme divisé par 25+ R

&‘h ehx dx ]
=X
&)

soit s

gl S ax 1
esx:O [—m:‘ = Resv

—=he=1
-V dv

Res [ _ & e dx -

TTx=0 »(1_e—x)s+1v. u (’1—5. o BER
BER. @ BeER @
B o ~x

par le changement de variable : e = &v . On a & faire la somme de ces résidus
pour toutes les valeurs de a € R, c'esf—é-dire la somme desv résidus en tous

les pdles sauf deux (0 et o) d'une forme différentielle, On trouve donc par le

théoreéme des résidus :

= SRR . . —hi=1
o)) L _ v dav

T f Todd(Ha).(ct(x_1NH ) .ct(JH.cp) =Res _ + Res [m] .
a€R Ha o o BeR ’

Le résidu en 0.est hul ds que h < 0 , le résidu & 1'infini d&s que h » -n ,

2) Calcul de BL(u,cp,OlP(h))

o

I1 est plus commode pour ce second calcul d'adopter une nofation différente ¢

on désignera par (Ti)o\<i<n le systéme de coordonnées précédent ; on a

u T, =ociTi avec oy €ER,

i les ay n'étant pas nécessairement distincts., Dis-

tinguons deux cas @
a)h 30,

Seul le groupe de cohomologie HO(IPn,OP(h)) est non nul ; il admet pour

n k. n
base l'ensemble des sections II Til pour z ki =h ., L'endomorphisme $O de
. i=0 i=0 :




HO(Pn,QP(h)) induit par ¢ transforme ’g T, en _; (aiTi)ki , done le mui,f
n x. 1=0 1=0 .. g - % :

tiplie par 1 cxil . Par suite : ) i
1=0 X k

BL(w,9,0p(n)) = BIx §° = % 8,0 8"

k +...+k =h
o n

= coefficient de v* dans (T (G )5 (2 (E,m)7)
i 3 .
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v B gy
= Resv=0 —_
I (1 - a.v)
. i
1=0 .
qui est bien égal & l'expression donnée plus haut.

b) h <0 .
Le -seul gi'oupe de éohomqlbgie non nul est Hn(tEn,OP(h)),’qui stidentifie

. idme . n
fonctoriellement au n groupe de cohomologie du recouvrement de P

défini
par les coordonnées ;

-k
1l'ensemble des To °

il est bien connu (EGA III.2) que celui-ci admet pour base .
- kn ) :
N

avec ki >0 et I ki =-h ., On trouve alors

1

comme précédemment :

BL(w,¢,0,(0)) = (=1)%B1r §"

i

(_1)11 z Tj—jq
K +aeetk =h & ©O,..&
. Q n [e] n

k. >0
i

it

(=1)P.coefz.de v aams (= (zR)).. (3 (F5)%)
i>o o j>o0

b1

dv
= Resvﬂo [_Il—-——-)] o
n(1-av
i=0

On retrouve encore 1l'expression donnée par le premier calcul. Ceci achéve la

démonstration de la proposition V.5.
Lemme V.7 3

Soient. X , £ comme précé&emnient (fr =1Id, , r premier & la caractéris—

X
tique). Il existe un plongement i de X dans un espace projectif P° et un

m

endomorphisme u d'ordre r de P tel que le diagramme :

. 35,
x =
o, le
x = B
soit commutatif.,
D;apr‘es III.? il existe un faisc'ea'u. +trés ample L stable on choi=

par f 3

. ~0 o
sit un isomorphisme ¢ 3 £°L% 1L, dlou un endomorphisme § de H (x,1) 5 om

d P
prend. pour i le plongement X — P(H (X,L)) défini par L., Dpour u 1'endo-

morphisme associé & $° . On vérifie immédiatement que wuoi = iof ; comme
($0)r provient d'un endomorphisme de L , 1l est de la forme Co1 ° , donc
Bo(X,1) -
o =14 _
]P .
“on suppose désormais choisis un plongemert i’ et un automorphisme wu comme
dens le lemme, Pour toute composante 2 de Xf ,. on désigne par 'Z' 1'unique
i
. X ——> P
et l k
bl u
P
X lf ) P\lu
\ X
X ——> P
composante de P* contenant Z , par iZ 1timmersion de % dans Z' . On

) b . .
note jz 1'immersion dans X d'une composante 2 de X kw 1'immersion

u

dans P d'une composante W de P .

Lemme V.8 :
Pour‘toute ‘composante Z de = , il existe un élément Y, € M(z) tel qus
X . N .!( N ) .
(1) A Npevy = 3500y Np)
et tout o € M(£)

(ii) Pour toute composante W de P°

1 ' 1
k(i) = = i1 «(J 9.V ).
oyt tx e 202z

°
3




Montrons d'abord comment le lemme entrafne le théorgme IITI :

p [ meas@).(os(r ) en(alg)
= ; fz Todd(z).(ct(i;)\_,'Nz,))_1.ct(j;cp.yz) par (i)
= ; fé’iz*[‘rodd(z).ct(j;cp.yz)].(ct(k_,Nz,))_T par f =f ix et fore :
A . mule dg pI‘OJ(;CtiOn
= ; fz'Todd(z').ct(iz*(jétp.YZ)).(-c‘t()\_1Nz,))_1 par IV.7
_ ’ -1 .ot
e B JIREHORCHIES) ot 2 5(y0.7,))
-z fw Toaa (). (ot (r_, )"t (k'4,0) par (ii)
=  BL(u Y i F) par V.5

= BL(f s P ,F) (car 1'isomorphisme naturel 'Hk(P,i*F) = 5(X,F) identifie

Nk ~.

A N k . oaz .
i.9 a 9 ), ce qui démontre le théorédme IIT.

Démonstration du lemme V.8 :

La .clé de la démonstration tient dans la proposition suivante :

Proposition V.9 :

Soit Y z.i) w
[ERE
X & P

un diagramme cartésien d'immersions de schémas lisses sur k . On désigne par

I,J, K les idéaux de i, j, k. Alors :
OP

1? ’l‘or1r (OW,OX) est fonctoriellement isomorphe & IN K/I.K 35 clest un

oy—Module localement libre de rang : codim(W,P) - codim(Y,X).

2) Pour tout i » o0, il existe un isomorphisme fonctoriel :

%p i %
Tor. B
Tor,; " (0,,0,) = A'Tor,“(0,,0,) .
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3) On a une suite exacte :

o Ky g 2, K2 BT 2

. v .
oi a est le morphisme naturel : InK/I.K - K/K.(I+K) B K/K'2 (aéfini par les
inclusions), et b 1'homomorphisme canonique (EGA IV.16.2.1).

- La premidre partie de 1) résulte immédiatement de la suite exacte :

0—>I->O|P—’OX—>O

'

os

qui donne par produit tensoriel avec OW une sulte exacte longue

0
(4 I
0 ~ Tor, (ow,ox) /I.K 0y >0y~ 0.

- la seconde partie de 1) et l'assertion 2) sont beaucoup plus délicates,

Les résultats locaux s'obtiennent.2 1l'aide des complexes de Koszul, la difficulté

essentielle étant de globaliser les constructions locales, On renvoie & [22]
VII.2.5 pour la démonstration, trop longue pour étre reproduite ici csoa

— La surjectivité de b~ est immédiate (cf. EGA IV.16.2.2), ainsi que la

nullité de boa . L'inclusion Ker(b) < Im(a) se vérifie localement : comme
tout est lisse, on peut supposer que Y est défini dans P par une suite régu-

litre f,,...,f H h1""’hr , de fagon que X soit défini par

1 P; 31900-’g

q

h_ . Alors K/K2 admet

et W opar f1,...,f -

£,000e,f 3 g1,...,g

" » ;h1’°'°f

q P

comme base les classes de f1,...,fp H h1""’hr , J/JZ, les classes de

* * ' * *
i h1,...,i hr ; donc Ker(b) est engendré par les classes de i f1,...,i fP )

qui sont dans In(a) . On termine en remarguant que IDK/I X est localement

libre de rang égal au rang de Ker(a) , d'aprds 1).
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Retournant & la situation du lemme V.8, soit W wune composante de p* ,
Y=wnX= || Z (de sorte qu'on retrouve le diagramme d'immersions de v.9). Oﬁ :
/=")
déduit de V.9 3) la suite exacte de reldvements suivante (en conservant les notaw
tions de V.9) : :
: *
0 - INKg g o *Kp2 T2 o o

P
AT -
0 - 1.k - it Emf o T2 oo

- *
ol ¢w§§? =uwE pour &€INK, yo.
Définition V.10 :
f
Pour tou‘be‘composante Z de X , on pose vy, = (h_1¢z,)/z .
La propriété (i) du lemme V.8 est alors une conséquence de V.4.
z Pars . *, g
Pour démontrer (ii), on peut supposer le reldvement ¢ : £ P >F localement:
’ . 0,
. s o
libre. D'aprds III.5 on a dans M(W) : k'(iye) == (-1)l| Torip(ow,i*cp)] ol
i

0
ToriP(Ow,i*q)) est le reldvement de 1d, défini par :
0 0 . 0
P . ~ P * 1x P .
Tor, (OW,I*F) - Tor, (ow,u iF) ¢ Tor, (OW,I*F) .

Lemme V.11 :

Dans les conditions précédentes :
a) Il existe un isomorphisme fonctoriél en F
(0] O [0)
. P s N P *
>\. : Tor, (Ow,l*F) Tor, (ow,ox)®ng F .
b) Désignons par uy 1l'endomorphisme de Tori (Ow,ox) défini par l'action de

*
u sur OX . Le diagramme suivant est commutatif

0

zor.F (0

1

w

OF
.T_Ol'i (Owsi*q’)

fi*F) ———— Tor,

A - *

i

u, ®j ¢ 0

P .
(onl*F?

A

o
P X P *
. 2t Tor,

Tor, (oW,OX)®O iF Tor (OWZOX)®OY'_J F

Y

c) 31 s'identifie & b, AT 1'isomorrhisme V.9 1).

Pour a), on choisit une résolution plate P. de Ow

sur OX , on trouve des isomorphismes 2

I;Ii(P.®OIPF) s u(p

qui définissent A . On vérifie sans peine qu'il est indépendant du choix de la

résolution.

® 0.0 F) S HE(P.Q 0.) F = (P.Q 0.3
X Zi Op X0y Fi 0p X O

OPXO

’

comme F

Y

*
JF

3%

est plat

Pour b), i1 suffit d'expliciter les définitions & 1l'aide de la résolution

P, 3 on trouve un diagramme commutatif :

gi(P.@oPl*F) )

i

. * *.
- I;I_i(u P.®O u 1*}3‘)

P

i*?

*

*
* * * * : * *
N ~ s u @ .
§i<P‘®oP°X)®oY3 F—=H (u P.®OP\1 oX)®oYa P2 (u P.®OP0X)®OY; P

P
A

(@P.8, 1,F)
— -H-iuP'_ol*F

*
dtou le résultat, en utilisant le fait que u P. est une résolution de OW o

Enfin c¢) s'établit comme V,9 1), en tensorisant par

reldvements de u

on peut maintenant démontrer la partie (ii) du‘ lemme V.8 @

K (1,9)

]

it

; 0
: i P .
3 (=1)* [zoz; (o,,i,9)] par IIL.5

z (= ) 11[5,®57]

par V.11 b)

la suite exacte de

et



il

£y . * )
z (-1 i;[Alzpw@j ¢] par V.9 2) et V.11 c)
1 . : - R
. 2!
= 1 (_je-dle) .
Mais pour tout faisceau cohérent H sur W, on a : l_)'e(H) = @ i_x("g,.)) ,
i P A A

arot gy (1%9) = 2 3,43 10.7,)
ol 3 ixg) = 1%x(J 0.7
Z zZ Z

=

ce qui achdve la démonstration du lemme V.8, et donc du théordme III. !

Remarque V.12 :

Pour simplifier, on a énoncé et démontré le théordme III sous l'hypoth.‘esev
asse? restrictive £ = Id.x . Cette hypothése n'est pas indispensable. Le lec-
teur aura slrement remarqué qu'elle n'a pas été utilisde dans l; démonstration
V.5 pour l'espace projectif : on s'est servi seulement de 1'hypoth&se u diago~-
nalisable, Il suffisait donc, dans le lemme V.7,. de trouver un automorphisme dia-

gonalisable de Pm prolongeant f ., Or on peut montrer qu'il existe un tel

automorphisme si et seulement si f est un»p‘oin_t semi-simple du groupe des auto=- K

morphismes de X (i.e. f est point rationnel d'un sous-groupe de type multipli-

catif de _A_u_‘_bk(X)). Le théordme IIT Aest_ donc‘.vz.'ai pour ces automorphismes,‘ pourvu

que le sous—schéma des points fi:geg spit lisse, ce q?,1i n'est plus vérifié a priori
Si on veut la formule de Lefschetz-Riemann-Roch sous la forme donnée dans le

théoreéme III, il n'est gudre possible d'aller plus loin ; il est facile en effet

de construire des automorphisrﬁes vérifiant £F = IdX‘ en caractéristique p ,

qui la mettent en défaut (il faut qu'ils ne laissent aucun point fixe, seule

possibilité pour que le schéma des points fixes soit lisse dans ce cas!), Par

contre, si l'on s'intéresse seulement & la formule modulo p (en particulier, si

p=0 !), la formule est vraisemblablement valable pour un endomorphisme quel~

41,

conque admettant un sous-schéma des points fixes lisse ; elle n'est démontrée
actuellement que dans des cas particuliers. La méthode artificielle et trop

"projeétive" utilisée ici est visiblement inadéquate dans ce cadre général.
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