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APPENDICE
LINEGALITE p, 29—4
POUR LES SURFACES DE TYPE GENERAL
PAR
A. BEAUVILLE

Cette inégalité a fait couler beaucoup d’encre. Elle est établie, sauf pour un
cas exceptionnel, par ROseNBLATT [R], suivant une idée de Castelnuovo; puis
en général par CoMessatTi [C], dont la démonstration est incorrecte. Elle a
donné lieu plus récemment & une polémique assez curieuse (voir [J] et [N]),
d’ou ressort I’absence d’une démonstration compléte. Nous allons voir que
’inégalité en question résulte facilement du théoréme d’Arakelov, joint a
I'idée originale de Castelnuovo.

Je profite de 'occasion pour énoncer une version suffisamment générale du
théoréme d’Arakelov, valable sur un corps algébriquement clos de
caractéristique quelconque :

THEOREME D’ARAKELOV. — Soient X une surface lisse minimale, B une courbe
lisse, p : X — B un morphisme surjectif, dont la fibre générique est une courbe
lisse connexe de genre > 2. Soit wy 5= Ky —p* Ky la classe canonique relative.

(@) Ona(wy,5)*=0 et (wy/5. C)=0 pour toute courbe irréductible C sur X.

(b) On suppose de plus que p est a modules variables (c’est-d-dire que les

fibres lisses de p ne sont pas toutes isomorphes). On a alors (wy,5)*>0 et
(0y/5.C)>0, sauf si C est une courbe rationnelle lisse & auto-intersection —2
contenue dans une fibre de p.

Démonstration. — Lorsque la fibration p est semi-stable, ces propriétés sont
démontrées dans [S]. Dans le cas général, il existe un revétement ramifié
r : D - B et un diagramme commutatif :

Y< Y' : ";x

4
" B
ou Y’ est obtenu en désingularisant X x,D,¢ : Y’ — Y contracte les diviseurs

exceptionnels contenus dans les fibres, et ou g est une fibration semi-stable.
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La théorie du faisceau dualisant montre qu’on a :
Op;p=T* Oy p—A’

ou A’ est un diviseur effectif, contenu dans des fibres de ¢’; par suite :
e*oyp=n*oy—A

ou A est effectif et contenu dans des fibres de ¢'.

Soit C une courbe irréductible sur X. Si C est contenue dans une fibre de p,
ona:

mX/B.C=2g(C)—2—C2>0
puisque X est minimale; de plus 1’égalité a lieu si et seulement si C?= -2,
g(C)=0.

Si C n’est pas contenue dans une fibre, il existe une courbe irréductible I'
dans Y’, non contenue dans une fibre de g’, telle que n(I')=C; on a donc
n,I'=dC, avec deN, et :

1 : 1 1
mx/n L= 2(1‘* ®x/p- r)= 2(8‘ ®y/p + A)- = 2«0))'/0 . 8‘ r) +(A .r))

d’ol wy . C >0 d’aprés le cas semi-stable; I’égalité n’a lieu quessi ¢, et donc p,
sont 4 modules constants.
On a finalement :
(@yp)= (e*@yp)? =(n*arg;5)* — A.€*0yp—A. T w0y p

d’oll (0y,5)? =(degn) ™! (wy,p)* d’aprés ce qui précéde; le théoréme résulte
alors du cas semi-stable.

COROLLAIRE. — Sous les hypothéses du théoréme, soient b le genre de B et f
le genre de la fibre générique. On a :

() Ki=8(6-1)(f-1).

(1) Xiop (X)24(6—1) (f—1).

(iii) x(@x)=(b-1)(f-1).

La premiére formule exprime la positivité de (K —p*K;)?; la seconde
résulte de [Ch), chap. IV, th. 6 et 7. La troisi¢éme est conséquence des deux
premiéres et de la formule de Noether :

1
x«px)=_E(K)2(+xlop (X))
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Remarque. — Si on a égalité dans (i), la fibration p est 3 modules constants;
dans (ii), p est lisse ([Ch], loc. cit.); dans (iii), p est lisse et & modules
constants.

On se place désormais sur le corps des nombres complexes.

LEMME. — Soient X une surface lisse, B une courbe lisse de genre b,
P : X = B un morphisme surjectif a fibres connexes, f le genre dune fibre
générale F dep. On a alors q(X)<b+f en cas dégalité, X est
birationnellement équivalente ¢ B x F.

Démonstration. — Notons L le corps des fonctions rationnelles sur B. Ona
une suite exacte de variétés abéliennes :

0-J(B)-Pic®°(X)>P-0,

ou P est la partie fixe (ou L/C-trace) de la jacobienne de la fibre générique F,
(voir [L], chap. VIII); cela entraine (Joc. cit.) qu’il existe un homomorphisme
injectif @ : P, - J(F,). On a en particulier dim(P)<f, d’ou l'inégalité
9(X)<b+f.

Supposons qu’il y ait égalité. Alors ¢ est un isomorphisme, et il existe un
ouvert non vide (de Zariski) U de B tel que le schéma de Picard Pic® (X /B)
soit constant au-dessus de u. Il en est donc de méme, pour tout n, des
systémes locaux R' p, (Z/nZ). Quitte a rétrécir U, on peut supposer p lisse
au-dessus de U; en choisissant une base symplectique de R! p, (Z/n Z), pour
nfixé >3, on définit un morphisme de U dans le schéma de modules fins des
courbes de genre f et de niveau n. D’aprés le théoréme de Torelli, 'image de
ce morphisme est réduite & un point, ce qui signifie que la fibration p est
triviale au-dessus de U, donc que X est birationnellement équivalente
a BxF.

THEOREME. — Soit X une surface minimale de type général. On a alors
Py=2q—4; en cas dégalité, X est isomorphe au produit d'une courbe de
genre 2 et d'une courbe de genre >2.

Démonstration. — Supposons que X vérifie I'inégalité p, <2 g—4 (c’est-a-
dire x (Ox)< g—3). D’aprés Castelnuovo (¢f. [B], X.8 et X.9), il existe une
courbe lisse B, de genre b>2, et un morphisme surjectif a fibres connexes
p:X—-B Ona:

X(Ox)=(b—1) (f—1).(corollaire),>(b—2) (f;2)+b+f—3>q-3 (lemme).
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- L’hypothése entraine qu’on a égalité, c’est-3-dire :
b=2)(f-2)=0 et b+f=g;

le lemme entraine alors que X est isomorphe & B x F, I'une des courbes B
ou F étant de genre 2.
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