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SYSTEMES HAMILTONIENS COMPLETEMENT
INTEGRABLES ASSOCIES AUX SURFACES K3

A. BEAUVILLE

INTRODUCTION

Soient S une surface K3,L un fibré en droites sur S'. Nous supposerons
dans la suite, pour simplifier, que foutes les courbes du systéme linéaire |L| sont
intégres. La famille des jacobiennes (JC)geg, s'organise alors en une fibration
hy : 9y — |L|, dontla fibreen C € |L| est JC. Cette fibration admet une
compactification naturelle h : & — |L| [A-K]; la fibrede h en C € |L| est
la compactification JC de JC qui paramétre les faisceaux sans torsion de rang
un et de degré O sur la courbe intégre C. Sil'onpose g = 1+ %(L)2 ,ona
dim|L| = g(C) = g et dimI = 2g.

Mukai observe dans [M] que la variété projective 9 est lisse et admet une struc-
ture symplectique, c’est-a-dire une 2-forme holomorphe non dégénérée en tout
point. Nous montrons dans cette note que la fibration h : 9 — |L| est lagran-
gienne, c’est-a-dire que ses fibres (ou au moins leur partie lisse) sont des sous-
variétés lagrangiennes de la variété symplectique .. Sil’on choisit un systeme de
coordonnées affines (z;,...,1,) dans1’espace projectif |L|, cela revient a dire
que les fonctions méromorphes h; = z;0 h (i = 1,...g) sur . forment un
systéme complet de hamiltoniens en involution; les flots hamiltoniens associés se
linéarisent sur les fibres de h . Autrement dit, les fonctions hy, ..., h, définissent
un systéme hamiltonien completement intégrable (algébriquement) sur .

On a le méme résultat avec la fibration h : 9% — |L| qui parametre les fai-
sceaux sans torsion de rang un et de degré d surles courbesde |L|. Lecas d=g
est particuli¢rement simple: la variété 97 est birationnellement isomorphe au pro-
duit symétrique S, et h correspond a I’application rationnelle qui associe 2 un
élément p; + ...+ p, de S¥ l'unique courbe de |L| qui passe par py,...,D, .
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1. GEOMETRIE SYMPLECTIQUE

Soit M une variété analytique complexe. Une structure symplectique sur M
estune 2 -forme holomorphe w sur M quiestfermée (dw = 0) etnondégénérée
en tout point. La forme inverse de w est une forme alternée @ sur le fibré tan-
gent T, ; si f,g sont des fonctions holomorphes sur M, onposc {f,g} =
< 8,df ANdg > . L'application g +— {f, g} estune dérivation de1'algtbre &(M)
des fonctions holomorphes sur M ; elle est donc définie par un champ de vecteurs
X, sur M, le champ hamiltonien associé a f . On a

{f,9}=<06,df Ndg >= X,;9=~-Xf.

Le crochet de Poisson (f,g) — {f,g} définit une structure d’algebre de Lie sur

@(M) , etl’application f— X, estun homomorphisme d’algebres de Lie.
Notons 2 n la dimension de M . Un systéme hamiltonien complétement inté-

grablesur M consiste enladonnée de n fonctions hy, ..., h, sur M, satisfaisant

S

a
a) enunpoint m assez généralde M, lesdifférenticlles dh;(m),...,dh,(m)

sont linéairement indépendantes;

b) ona {h;,h;} =0 quelsquesoient i,; .

Soit-h : M — C€" le morphisme défini par les h,. La condition a) signifie
que I’image de h contient un ouvert de €". La condition b) signifie que les
champs hamiltoniens X, ,..., X, sonttangents aux fibres de h ; ils commutent
alors entre eux. Notons qu’en mécanique classique on fait jouer un role particulier
a I'une des fonctions h; (le hamiltonien), dont le flot associé¢ décrit 1'évolution du
systéme.

1 est clair que la définition ci-dessus ne dépend pas du systéme de coordonnées
(linéaire) sur €™; on peut donc parler d’un syst¢éme hamiltonien completement
intégrable M — V ,ou V est un espace vectoricl complexe de dimension n.
Nous allons donner une caractérisation simple de ces systemes. Rappelons d’a-
bord qu’une sous-variété P de M est dite Jagrangienne si en tout point p de P,
I’espace tangent T (P) est un sous-espace isotropec maximal de 7, (M ); il re-
vient au méme de dlI‘C que la dimension de P est n et que la restriction de la
2-forme w 4 P estnulle. On dira qu’un morphisme h de M dans une variété
de dimension n est une fibration lagrangienne si une fibre assez générale de h est
une sous-variété lagrangienne de M .

PROPOSITION 1. Soient M une variété symplectique de dimension 2n,V un
espace vectoriel complexe de dimension m,h : M — V une application holo-
morphe. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) h définit un systéme hamiltonien complétement intcgrable;

(ii) h est une fibration lagrangienne.
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DEMONSTRATION. Chacune des conditions (i) et (ii) entraine qu'’il existe un ou-
vert dense U de M surlequel h estlisse. Pour m € U, notons F,, la fibre
de h en h(m). Lorthogonal T, (F,)° de T, (F,) dans T, (M) est égal

~a Iimage de Tj,,(V), c’est-a-dirc au sous-espace de T.(M) engendré par
dhy(m),...,dh,(m) . La condition (ii) revient a dire que pour tout m € U le
sous-espace T, (F) de T,,(M) est totalement isotrope pour w(m) , tandis que
(i) signifie que le sous-espace T, (F,,)° de T, (M) est totalement isotrope pour
6(m) . Un lemme élémentaire d’algebre linéaire montre que ces conditions sont

équivalentes. =

REMARQUE. Soit h : M — N une fibration lagrangienne, et soit U le plus
grand ouvert de M au-dessus duquel h est lisse. Les composantes des fibres
de h qui rencontrent U sont des sous-espaces de dimension n de M , dont la
partie lisse est lagrangienne. Par contre il peut exister des fibres de dimension >
n, comme le montre I’exemple M = C* w=dzAdy+dzAdt,N = C?,
h(z,y,2,t) = (z%,132) .

11 est peut-étre raisonnable de réscrver le nom de fibration lagrangienne au cas
ol toutes les composantes des fibres rencontrent U , ou au moins sont de dimension
n. Ce sera le cas des fibrations que nous allons considérer dans la suite.

Il est bien connu qu’une variété analytique compacte de dimension n qui
posséde m champs de vecteurs linéairement indépendants et commutant entre eux
est un tore complexe. Par conséquent, si le morphisme h : M — C" défini par
un systéme hamiltonien complétement intégrable est propre, les fibres lisses de h
sont des tores complexes (c’est I’analogue du théore¢me de Liouville-Amold dans
le cas réel). Plus généralement, supposons seulement qu’une fibre assez générale
F de h admette une compactification lisse F' telle que la codimension de F-F
dans F soit > 2 ; alors les champs X, sc prolongent 2 F' par le théoréme de
Hartogs, et F' est un tore complexe. Les trajectoires des flots hamiltoniens X,
sont des géodésiques de ces tores (images de droites complexes dans le revétcmen.t
universel du tore). On dit que ces flots se linéarisent sur les fibres de A, et que le
systéme hamiltonien h est algébriquement complétement intégrable.

2. SURFACES K3

Nous reprenons les notations de I'introduction: S désigne une surface K3, L
un fibré en droites sur S, tel que toutes les courbes du systeme linéaire |L| sont
intégres. Pour tout entier d € Z , on considere le morphisme h : ¢ - |1
dont la fibre en C € |L| est la compactification J4C de J4C qui paramétre
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les faisceaux sans torsion de rang un et de degré d sur C [A-K]. On pose g =
1+ +(L)?,de sorte qu'ona dim|L| = g(C) = g et dim¥ = 2g.

L’espace 7% s’interpréte comme un espace de modules de faisceaux simples sur
S ; Mukai en déduit que 9% est lisse et admet une structure symplectique w [M].

Celle-ci est définic comme suit: soit C' € |L|, et soit & un élément de J4C'.
L’espace tangent 3 9% en % s’identifie canoniquement 2 Extgs(_% ,Z). La
forme altemnée w(.%¥) est définie par le produit

Extp (£, %) xExtp (%, %) - Extgp (F,5)

et par I’isomorphisme canonique Ext 2@3(_%’ ,%) — € foumi par la dualité de
Serre.

PROPOSITION 2. La fibration h : * — |L| est lagrangienne.

-On a déja observé qu’on a dim J4C = g= %dim?‘i . 11 suffit donc de prouver
que la 2-forme w s’annule sur J¢C , pour C € |L|.

Soit C € |L|,etsoit & un fibré en droites de degré d sur C . L'espace tangent
en & a JC s’identifie a Extlﬁc(g,g) , et’injection Tg(JdC) — Tg(gd)
a ’homomorphisme de changement d’anneau Ext gc(_% ,%) — Ext I@S(.% , ).
En effet, posons C, = C x Spec C[e] et S. =S x Spec C[e],avec 2 =0
un vecteur tangent 3 J¢C en % s'interpréte comme un faisceau inversible %,
sur C, , donnant lieu & une suite exacte sur C

0-F-ZF -F -0,

dont la classe d’extension fournit I'élément n € Ext '@C(Z , %) cherché. L'i-

mage de ce vecteur tangent dans Tg(ﬁ‘i) est définie par le faisceau %, vu
comme &g -module ; la classe d’extension correspondante est bien I’image de 7
par l’homor;xorphisme de changement d’anneau.

Considérons maintenant le diagramme

Extjp (%,%) x Extgp (F,%) - Exty (£, 9%)
1 1
Extlp (£,%) x Extp (%,%) —Extgp (£,.%);

on se convainc aisément de sa commutativité en interprétant les Ext* comme grou-
pes d’extensions a la Yoneda. Or I'espace Extzﬁc(.‘% ,-%) est nul puisqu’on a
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supposé % inversible; par conséquent la forme w(.%) s’annule sur T (J4C) ,
d’ou la proposition. m

REMARQUES. 1) Au vu de la prop. 1,1’énoncé de la pfop. 2 admet la traduction
suivante: choisissons un hyperplan a I'infini H de |L|, et un systeme de coor-
données affines (x,,...,x,) sur |L|—H ;lesfonctions h, = r,oh(i=1,...,9)
définissent un systéme hamiltonien (algébriquement) complétement intégrable sur
g% — N (H) .

2) Soient A une surface abélienne, et M un fibré en droites ample sur A. La
réunion des systémes linéaires |M ® 7|, pour n € Pic°(A), forme une sous-
variété projective et lisse {M} du schéma des diviseurs de A. Supposons que
toutes les courbes de {M} soient intégres; on peut alors définir comme ci-dessus
pour tout entier d la jacobienne relative (compactifiée) h : g% {M}, qui pa-
ramétre les faisceaux sans torsion de rang un et de degré d surles courbesde {M}.
La démonstration de la prop. 2 entraine encore que /a fibration h : ¢ {M} est
lagrangienne.

3) Revenant au cas des surfaces K3, disons quelques mots des relations entre
les différents espaces 9%, pour d € Z. Toute section de 97 au-dessus de |L|
fournit des isomorphismes 9% — 9%? pour tout d; observons en particulier que
7% estisomorphe 2 %292 (grice 2 la section canonique de %972 et que tou-
tes les variétés 9 deviennent isomorphes aprés un changement de base 7' — |L|
génériquement fini. D’autre part, ’application & — H# om@C(_S%’ ,@p) définit
un isomorphisme de 9% sur 9~ %

Nous allons voir que la variété 99 admet une description birationnelle parti-
culicrement simple.

3. LA FIBRATION LAGRANGIENNE S(9) —, ||

- Supposons pour simplifier que le fibré L soit frés ample, et considérons la sur-
face S comme plongée dans Y. Notons S¢9 le g-iéme produit symétrique
de S (quotient de S¢ par le groupe symétrique), et S¢9 P’ouvert (lisse) de St9
formé des éléments p, + ...+ p, tels queles points py,...,p, soient linéairement
indépendants dans P (autrement dit engendrent un hyperplan). La variété S{9
admet une structure symplectique, unique a un scalaire prés: on 1’obtient par pas-
sage au quotient a partir de la structure symplectique prip + ...+ prjp sur S,
ol ¢ estune 2-forme holomorphe non nulle sur §'.

Notons k : S{9 — (P9)* = |L| le morphisme qui associe & p; + ...+ p,
I’hyperplan engendré par py,...,p, -
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PROPOSITION 3. (i) La fibration k : S{9 — |L| est lagrangienne.
(ii) 1l existe un plongement ouvert 1 : S s 99 tel que le diagramme

s b, g

o

soit commultatif.

Soit p; + ...+ p, un élément de SL9 , et soit C I'unique courbe de |L| qui
contient py,...,p, . Le O-cycle p; + ...+ p, définit un sous-schéma de C,
d’idéal T ; lc faisceau & = Fomep (I,O¢) sur C estsans torsion, de rang un
et de degré g . On définit le morphisme i en associanta p; + ...+ p, le faisceau
% sur C. Son image est I’ouvert de .97 formé des couples (C,%) tels que
% admette une section non nulle unique (2 un scalaire prés) et que cette section
s’annule en g points distincts. 11 est clair que 1 est injectif, donc un plongement
ouvert puisque les variétés considérées sont lisses.

Comme S —S(9 estde codimension > 2 dans S, un calcul élémentaire
donne dim H°(S{9,Q?) = 1. La structure symplectique sur S(9) induite par
celle de .97 coincide donc 2 un facteur prés avec celle qu’on a définie ci-dessus. 11
résulte alors de la prop. 2 que k est lagrangienne. .

REMARQUE. On peut facilement démontrer 1’assertion (i) directement - et ce,
sans hypothése sur les courbes de |L|. Mais I'intérét de la prop. 3 est surtout de
fournir une compactification de la fibration lagrangienne S(9 — |L|. Notons que
S(9 admet une autre compactification lisse symplectique S'¢?, qui parametre les
sous-schémas de longueur g de S [B]; il serait intéressant d’étudier la structure
de I’application birationnelle Stel - 99 '

EXAMPLE. Supposons g = 3. La surface S est alors une quartique dans
P, d’équation F(X,Y,Z,T) = 0. La variéé SO est I'enscmble des tri-
plets non ordonnés de points (X; : ¥; 1 Z; 1 T3 de P?, satisfaisant 2
F(X,Y;, Z;,T;) = 0. Notons M,... M; les mincurs d’ordre 3 de la matrice

Xy, v 4, Th
X, Y, 2 Ty
X3 Yy 2y Ty
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Sur I'ouvert M, # 0 de S, les fonctions holomorphes M, /M,, M,/M,,
M;/M, forment un systéme complet de hamilioniens en involution. Je laisse au
lecteur le plaisir de calculer les flots hamiltoniens correspondants sur S
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