QUELQUES REMARQUES SUR LA TRANSFORMATION DE FOURIER DANS

L'ANNEAU DE CHOW D'UNE VARIETE ABELIENNE

A. BEAUVILLE

INTRODUCTION.

Les objets de nature cohomologique associés 3 une variété abélienne
{K-théorie, anneau de Chow, jacobiennes intermédiaires...) sont munis
d'une transformation de Fourier gqui établit un isomorphisme entre
l'objet associé & la variété abélienne et celui de la variété abélienne
duale. Au niveau de la cochomologie, cette transformation a été utilisée
par Lieberman (cf. [K], appendice au §2) ; dans le cadre le plus général
(celui des catégories dérivées de GA—Modules), elle a été introduite
par Mukail [M].

Dans ce travail on se propose d'étudier la transformation de Fourier
dans l'anneau de Chow d'une variété abélienne. A torsion prés, cette
transformation posséde des propriétés mirifiques, en particulier celle
d'échanger les produits d'intersection et de convolution. Elle est facile
a calculer sur les cycles "usuels" (diviseurs, O-cycles). Aprés avoir
dressé une liste des propriétés de ce type, on en donne deux applications.
La premiére permet d'obtenir des formules explicites pour les intersec-
tions de diviseurs qui sont, 3 ma connaissance, nouvelles ; on déduit de
ces formules quelgues informations sur la structure de 1'anneau de Chow.
La seconde permet de retrouver facilement, et de maniére uniforme, les

résultats de Bloch [B].

Les propriétés de la transformation de Fourier que nous utilisons
ici sont de nature élémentaire ; je ne crois pas qu'on puisse espérer en
tirer des résultats profonds sur les cycles algébriques d'une variété
abélienne. J'espére néanmoins convaincre le lecteur que la transformation
de Fourier est un outil technique fort utile, qui éclaire en partie la

structure de l'anneau de Chow.
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§1. DEFINITIONS ET COMPATIBILITES.

Dans tout cet exposé, on fixe une variété abélienne A de dimension
g sur € . On note A 1la variété abélienne duale, et & 1le fibré de
Poincaré normalisé sur AXA . On désigne par p et g les projections

de AXA sur A et A respectivement.

La transformation de Fourier introduite dans [M] est un foncteur

4 :D(a) —> D(A) ;

il est défini sur les objets de D(A) par la formule

L
*
Ed(K) = Rg,(Lp K®L) .
Par restriction, Sd définit un foncteur de DS(A) dans DS(R) {i1
s'agit des catégories dérivées de complexes bornés & cohomologie

cohérente) .

Nous allons définir des transformations analogues sur la cohomologie
de A , sur la K-théorie K(A), et sur 1l'anneau de Chow
CHQ(A) = CH(A)®ZQ (rappelons que CH(A) désigne l'anneau des classes
de cycles algébriques sur A modulo éguivalence rationnelle). Nous
noterons un peu abusivement ¢ 1la classe de £ dans chacun des groupes
K(axk), cH (axR) et H2(AA,2).

On définit des homomorphismes de groupes

3, 1 K(A) —> K(A) % 5 CHy () ——rCHQ(R) 3 i H(A,Q) —>H"(A,0)

en posant

Ek(x) = q,(p*x.8) pour x€K(a) ;

_ * 2
Fly) = q,.(p¥y.e”) pour y¢ CED(A} :
3, (z) = q*(p*z.ee) pour z€H"(A,Q) .

On étendra parfois N a H'(A,¢) par linéarité.

Les espaces introduits sont reliés par des fléches

Ob DE(A) £ xa) —Ch—»crim(A) — H°(A,0) ;
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la premiére application associe & un complexe la classe dans K(A) de
la somme alternée de ses faisceaux de cochomologie (cf. [seGa 61, exp. IV).
La seconde est le caractére de Chern, et la troisiéme fait correspondre
4 un cycle sa classe de cohomologie. Le diagramme suivant est alors
commutatif :

ob DS(A) £sx(a) —c—b-—?CHQ(A) —> H (A,0)

& F & &
Pa P
oo D2(R) E> k(R) <5 ey (A) —H(R,0)
(la commutativité du carré central provient du théoréme de Riemann-Roch-

Grothendieck, qui entraine que le caractére de Chern commute aux images
directes par des morphismes de variétés abéliennes).

Nous allons maintenant donner une autre description de 1 homomor-
phisme Eh . Rappelons d'abord, d'aprés [Md}, §1 et 9, la structure des
algébres de cohomologie de A et A . Via la décomposition de Klinneth,

la classe ¢ wvit dans Hl(A,Z)@>Hl(A,Z), qui est canoniguement isomorphe

“ * ~ . .
a Hom(HI{A,z) ,HI(A,Z)) ; l'homomorphisme correspondant & £ dans cette
identification est bijectif. Posons H = Hl(A,Z) ; nous identifierons

. . 1,2 * . . :
désormais H (A,Z) & H par cet isomorphisme., On a alors des isomor-
phismes canoniques

H'(A,Z) = A'H et H (A,2Z) =AH .

On dispese de plus d'un isomorphisme trace de Ang = Hzg(A,Z) sur
Z , autrement dit d'une orientation de H . On en déduit alors, pour
0{;)&29 ,» un isomerphisme canonigue

0P : APy —» 229°P "
défini comme suit. A 1'accouplement
APyu® p297Py _, 229y Tr, 4

est associé un isomorphisme WP : APy -9~(Azg-pH)* {(tel que
WP(x),y) = TrixAy)). D'autre part le produit extérieur des formes
linéaires définit un isomorphisme gradué v :AH ——9-(AH)* (tel que
* %* *
Ao A yJho AL, = AP TP BN
(v(hl hq) h, A hq> det((hl hj)) On pose alors
oP = (y297Py~1 P
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PROPOSITION 1. L‘'‘homomorphisme Gh appligue 5°(a,Z) sur qu-p(A,Z) H

avec les identifications précédentes, il coincide sur HY(A,Z) avec
n(p) p v P Ny ; ; P 2g-p..*
(-1) T, ou @ est 1'isomorphisme canonigue de AFH sur A H

et n{p) = g+4p(p+l). De plus il induit un isomorphisme des structures
de Hodge : autrement dit on a H(E 'S(a)) = a9~ % 97%(34).

Choisissons une base directe (el, .. .,ezg) de H ; soit
(el,...,e la base duale. Pour tout sous-ensemble I = {il' ...,ip}

9
de {1,2gﬁ , avec 3. (...(1 , notons e 1'élément e; AL e, de
1 P
APH et eI 1'élément analogue de APH*
La Z-algébre H'(AXA,Z) s'identifie au produit tensoriel gradué
* *
gauche A'H®A'H ; les homomorphismes p et ¢, sont alors définis

par

p*h =h®1 et q,h® n") Tr(h).h"

{on convient de poser Tr{h)=0 pour h€A9H et q{2g). La classe ¢
s'éorit par construction £ = }: ei® e; , de sorte que
pip-1)
e’2 = TT exp(ei® e;) = TT (1+ei® e:) = F (=1) 2 eI® e; ,
i i 2g]
avec p = Card(Il).

Posons G = [I,Zg] . Soient I un sous-ensemble de G , :(IC son

complémentaire, p le cardinal de I , et n(p) = g+X4p{p+l) ; on a
n(p) = %(2g-p) (2g~-p-1) (mod.2). Comme Tr(eI/\e ) = 0 pour J#FIC ,

J
on a
B (ep) = (-1PP) g ((e,® Die (el = (0P Pame’
ot e{(I)€{-1,1} est défini par e;he = E(I)eG .

I
D'autre part on a, avec les notations introduites avant 1'énoncé,

{ 0 si J#1°

<u(e Yie.?
ity e(1) si J=1°,

]

e{I) <v(e:c),eJ> '

d'od 1'égalité Eh = (_l)n(p)w
Cela signifie qu'on a, pour x€ #P(a,e),

229-p
3(X)~q*(PXW H
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si x€H'®(A) (avec r+s=p), on a p*x.€29~P€Hzg-s'29—r(Axﬁ) et

Fx € #975'97T(A). Ceci achéve la démonstration de la proposition.

Nous allons examiner la transformation de Fourier sur les jaco~
biennes intermédiaires (la fin de ce paragraphe ne sera pas utilisée
dans la suite). Rappelons [GJ gue la jacobienne intermédiaire aP(a),

pour 1{p{g ., est un tore complexe défini par
F(a) = Hip-l(A)/HZP_l(A.Z) , avec Hip-l(A) =g lPo, o g2l

Puisque 1'isomorphisme Eh préserve les structures de Hodge, il

induit des isomorphismes

3, Pa) — g9 P (R

pour p=1 (resp. p=g), on retrouve au signe prés l'isomorphisme cano-
nique Pic®(a) — A (resp. A —» Pic®(a)).

D'autre part, notons tP(a) 1e sous-groupe de cHP(A) formé des
cycles homologiquement équivalents & zéro. On sait alors définir (loc.
cit.) une application d'Abel-Jacobi a : £P(a) —> JP(a). Posons

= =P () ® J. (a) =a(TPn)®e).
ZQ(A) g( (n)® @) et Q() p( ()3 Q)
PROPOSITION 2. Le diagramme
& ~
() ——-er(A)

L oa

SREY —ds 3, (R

Zo

est commutatif.

En effet d'apres [G}, (2.15) et (2.16), on a un diagramme commutatif

*

P ~ .2 - ~
ZQ(A) —_— ZQ(AXA) — EQ(AXA) x, ZQ(A)

loz la» lcy loz
* 14
~ -2 ~ -~
Ip(d) —E— g (axi) —=— g (axi) x5 3 (axA)
ol les fléches de la deuxiéme ligne sont obtenues & partir des opérations

p¥ ., cup-produit avec ee , et g, en cohomologie. Le composé de ces
fléches est donc Ej ., d'ol la proposition.
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On prendra garde qu'on n'a pas S(Eg(A)) c Zg_P"'l(A) ; la pro-

position signifie seulement que si x€IP(aA) et Fx = = yq avec

yq€ CH%(?\), alors cv(yq)=0 pour q # g-p+l .

§2. PREMIERES PROPRIETES.

Le reste de ce travail est consacré a l'anneau de Chow CH(A) :
c'est 1l'anneau des cycles algébriques sur A modulo équivalence ration-
nelle, gradué par la codimension. On a

ce®(a) =z , cul(a) = Pic(a) ;

pour pY2 les groupes CHP(A) sont trés gros et ne peuvent &tre para-
métrés par des variétés algébriques (cf. §4).

Le groupe de Chow d'une variété abélienne est muni d'une seconde
structure d'anneau, définie par le produit de convolution * (ou pro-
duit de Pontriagin). Si r,s désignent les deux projections de AXA
sur A et m: AXA —>» A 1la loi d'addition, on a

x+y = m,(r*x.s™y) pour x,y dans CH(A) .
L'élément neutre pour cette loi est le O-cycle [o] €cad(a).

Nous noterons ¢ 1l'involution a —>-a de A , et & 1'involu-
tion analogue de A . On identifiera A & sa variété abélienne biduale
Z§ ; la transformation de Fourier de A définit donc une application
&: CHQ(K) —>CHQ(A). On obser\gera que 3.\ (resp. &) est 1'homomorphisme
associé 3 la correspondance e sur AXA (resp. sur AXA).

PROPOSITION 3. La transformation de Fourier posséde les propriétés

suivantes :
(i) ona &0 = (-1)%* et FoF = (-1)95*

(ii) Pour x,y dans CHQ(A), on a

F(xry) = Fx.Fy et Fixy) = (-1)FxxFy .

(iii) Soit f:A —> B une isogénie de variétés abéliennes ; notons

II-A et Z}B les transformations de Fourier pour A et B respective-
ment. Scient x¢€ CHp (B), v€ CH,(B) : on a
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) A*
Fp(E'y) = £,(35y) et F(fx) = £7(F,x) .

(iv) g8oit x¢€ CHg(A) ; posons Fx =) :yq , avec yqGCHg(ZX). On a

ot = (=1 ptg-g .
0" Yy (-1) Yq
Pour démontrer la prop. 3, la solution de facilité consiste & uti-
liser les formules analogues de Mukai, en appliquant le caractére de
Chern. Prouvons par exemple (i) : si K€ 0Ob Db(A), on a ([M], th. 2.2)

d03 (K) = 0*k[~g]

Avec les notations du §1, posons x = chok(K) ; appliquant chok , on
obtient

FoBx = (-1)%0*x .

Or l'homomorphisme ch : K(A)®02-—drCH¢(A) est bijectif : cela résulte
de [sca 6}, exp. 14, formules (4.4) et exp. 5, (6.4). Ceci entraine (i)
on déduit de méme (ii), (iii) et (iv) de [M], (3.7), (3.4) et (3.8).

Il est d'autre part facile (mais fastidieux) de donner des démons-
trations directes de ces formules ; nous en verrons deux exemples ci-
dessous (prop. 3').

Nous dirons gu'un élément x de CH@(A) est symétrigue si
o'x = X et antlsymetrlque si o*x = =x ,

COROLLAIRE 1. Soit x wun élément symétrique (resp. antisymétrigque) de
CHg(A). Alors JFx est symétrigue (resp. antisymétrigue), et l'on a

F<€) Cﬁg~p+r(ﬁ) avec r pair (resp. impair).

lLa premiére assertion résulte en effet de (iii), et la seconde de
(iv).

COROLLAIRE 2. On a %[ol=1 et &1 = (-1)% o]

En effet les propriétés (i) et (ii) entratinent que & est un iso-
morphisme d'anneaux lorsqu'on munit CHQ(A) du produit de convolution
et CH&(A) du produit usuel ; donc & applique 1'élément neutre [o]
du premier anneau sur 1'élément neutre 1 du second. La seconde formule

Y

en résulte & l'aide de (i).

e
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A cause des problémes de torsion, nous aurons besoin {uniguement au
§5) d'une version plus technique de la prop. 3 :

PROPOSITION 3'. Il existe un entier N et des applications
aN:CH(A) —> CH(A) et EN: CH(A) —> CH(A) satisfaisant & :

T = (_119 N2 A% F o= (2119 N2 a* .
(i) Fody = (-1)¥ N° 0% et 3NO&N (-1)° N° ¢* ;

(ii) N&N(x*y) =3Nx.3Ny pour x,y dans CH(A) :

(iii) pour x€ CH(A) et y€CH(A), ona

EN(X) = NF(x) dans CHQ(i\), et ﬁN(y) = N&(y) dans CHQ(A) .

Soit N un entier multiple de (2g)! ; nous noterons Ne(a 1'élément

2 -~
Z : N P de CH{(AXA). Le corollaire 2 ci-dessus entraine gu'on a

p=o P

q*(NeE) = (-1)gNEo] dans CHQ(K) ; remplagant N par un de ses multi=~
ples, on peut donc supposer qu'on a q*(Nee) = (—l)gN[o] dans CH(A),
et symétriquement p*(Nee) = (—1)gN[o] dans CH(A). Nous fixons désor-

mais ce choix de N .

A~

Définissons EN et EN par

3N(X) = q*(p*x.Nee) ZAFN(y) = p*(q*y.Nee) .

Il est clair que la propriété (iii) est alors vérifiée. D'autre part,
Iy (resp. EN) est l'homomorphisme associé & la correspondance Ne

-~

sur AXA {resp. RXA) ; un calcul facile montre alors que & _oF est

NN
1‘'homomorphisme associé 3 la correspondance g = (plz)*(p%(Nee).p§3(Ne2))

~
sur AXA {on note pij la projection de AXAXA sur le produit du
i-iéme et du j~iéme facteur). Or on a

~e

* * — *
p}s¢ + P3¢ = (mx1)*2

en effet, d'aprés le théoréme du cube, il suffit de vérifier cette for-
mule aprés restriction & {o}xAxA , aAx{o}x& et Axax{o} , ce qui
est immédiat. On a donc

z = N(plz)*(mx 1)*Ne2 = Nm*p*(Nee) = (-1)9 N% m*[o] :

or m_l(o) est le graphe de ¢ dans AXA , d'ol la premidre égalité

de (i). La seconde s'en déduit en échangeant les r8les de A et A .
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Démontrons enfin (ii). Notons p; la projection de AXAXA sur
le i-iéme facteur (i=1,2,3). On a

q*(p*m*(r*x.s*y).Nzeg)

N3N(x«x-y)

q*((m><l)*(p;x‘pgy)-Nzee)

i

2 4
= Py (PIX.pJy.P],(Ne”).p;,(Ne™))
2 4
= q*(plB)*{p;3(p*x.Ne ).pSB(p*y.Ne )]

= q*[p*x.Nee.q*q*(p*y.Neg)}

i

3Nx.3Ny .

COROLLAIRE. Sgit J 1'idéal de CH(A) formé des cycles algébriquement
éguivalents 3 zéro. On a J*(g+l) = 0 .

Notons en effet J 1'idéal analogue de CH(A) ; d'aprés (ii), on a

Ng3N(J*(g+1)) c (3NJ)9+1 c ¥ oo

I1 résulte alors de (i) que le groupe J*(g+1) est annulé par Ng+2 .

Comme il est divisible ({B], lemme 1.3), il est nécessairement nul.

§3. QUELQUES CALCULS.

Pour aft€a , on note T Ala translation X b—> x+a de A , et i
le plongement de A dans AXA défini par i {e) = (a,®) : on pose
¢ = i;éé Pic(A). On @éfinit de méme pour « €A 1'élément £, de
Pic(A). Rappelons que par définition de &€ , les applications « P—ﬁrea
et a p—> Za sont des isomorphisnes de A sur Pic®(a) et de A sur

Pico(g) regpectivement.

a

PROPOSITION 4. Soit a€A . Les formules suivantes sont satisfaites :

4
(1) #al =e @ ;
-2
(ii) 3(T; x) =e 2 3x pour tout x€ CHQ(A) ;

(131) (-1)%(e,) = lol-Tal+3([o)-lal)™® +...+ L([o)-[a])*9 .
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On a
3[a] q*pae)—q*(l) ae=e .
d'oll la formule (i). D'aprés celle-ci et la prop. 3 (ii), on a
F(T;x) = ¥([-alex) = F[-al.ox = e 2 3x,

d'ou (ii). Enfin on peut écrire dans Cﬂm(g)

-t -t 1 ~%a2 1 ~¢a
¢, = -log(1-(1-e )y = (1-e a)+§(l—e 2y ot gl1-e )9

) .
comme F(l-e P = 303([0]-[—a])*p = (—1)9([01-[a])*p , on en déduit
la formule (iii).

Nous allons maintenant calculer le transformé de Fourier d'un divi-
seur ample. Pour simplifier les notations, considérons d'abord le cas ol
A admet une polarisation principale ; dans ce cas nous identifierons
A a4 A & 1'aide de cette polarisation. La transformation de Fourier
devient a}ors un isomorphisme de CHQ(A) sur CHm(A) {noté encore J¥),
et ona F=F .,

Soit 6 1'élément symétrique de CHé(A) dont la classe de cohomo=-
logie définit la polarisation principale.

LEMME 1. On a ﬁ(ee) = e_e

Y ~

Lorsqu'on identifie A & A & l'aide de la polarisation 8 , on a
¢ = T;9 -8 pour a€A , autrement dit ¢ = m*8-p*6-gq*8 (théoréme du
carré). Par conséquent

*
5(e%) = o, (oN7B-a"0) | o0 o 8

Mais pour des raisons de codimension, on a

* 1 g
m" g 8% 8= _
q, € = q, m* 5T = deg 5T = 1,
d'ol le lemme.

g9-1 o*lg=1)
LEMME 2. Posons ¢C = =TT + ona alors Tawij—- dans CEQ(A)
’ » (g~ ) » 0]

En effet les éléments 8 et TE“ET_’ de CHQ(A sont symetriques ;

pour prouver gu'ils sont égaux, il suffit de vérifier gu'ils ont méme
classe dans HZ(A.Q). Considérons la formule 3JF{e ) = e en cohomolo~
gie ; puisque J  applique #(a,0) sur #297P(a,0) (prop. 1}, on en



248
déduit dans H{A,0)
F o= -8 et 3?16 = (-1)9~1c .

- (Sha}*{g-l) #{g~1)
- _c
{g=1)1 - {g-1)1 ¢

g9-1

[P = . i gig
diou 8 3h TE:TTT (=1}

]

PROPOSITION 5. Soit. d la classe dang Pic(a) d'un fibré en droites
ample symétrique : notons ©: A — A la polarisation gorrespondante,

et v=1%(d) =g—,~ . Scient p,q deux entiers positifs tels que pH=g .

On _a dans Cﬂéiﬁ}

D 9
3(%) = (-1)% o, ‘%ﬂ .

Traitons d'abord le cas o0 d est une polarisation principale @

< o go-1 . .
{c'est-d~dire v=1)., Posons c = T Puisque ¢ est symétrique,

on a

3¢ € CHé(A) + CHS(A) +... {cor. 1 & la prop. 3).

Appliquant JF 4 1l'égalité du lemme 2, on obtient

N S A
38 = 'T§:T7T-€ Cﬁé (A}

et par conséguent

38° = £(30)"P € cyZ P (a)
. iz ) -8 - , :
Mais alors l'égalité JFe = e (lemme 1) s’écrit en dimension p

21 g
3§§=(-1) 3T ¢ avec g=g-p .

Dans le cas général, 1l existe une isogénie f:A —>» B et une
polarisation principale 8 sur B telle que & = £°6 . Identifions B
& B 4 l'aide de 8 , de sorte qu'ona @ = fof . La fonctorialité de
F entraline
% 8P

i3]

o
Ke/

~ 89
= (~1)9 £, ar

1

dp ~
F 5? = & £ = £ &

Y|

B
d'ol, compte tenu de la relation £, £%=v ,

a%

P . g
& _ . 8
v 3 ST = (1T R s (DT e,
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COROLLAIRE 1. Pour tout élément symétrique d de Cﬂé(A), on_a
Fq€ CHg-l(A) .

En effet un tel élément peut toujours s'écrire comme différence de
deux éléments amples symétriques.

La prop. 5 entraine par ailleurs dans 1'anneau de Chow des relations
gui ne me semblent pas triviales :

g-1
COROLLAIRE 2. Posons c = U%E:TTT ; soient p,g deux entiers positifs
dp c *q p
de somme g . On_a alors 5T =V 5T dans CHm(A).

On a en effet 3d = (-1)9 1 o.c, d'on (prop. 3 (ii))

*

5a% = (-1) (@9 (3 ¥ = (c1)P o, (*) .

Par ailleurs la prop. 5 fournit 1'égalité

- p
3a% = (-1)P g1 v o, (g—!)

’

d'ou le résultat cherché puisque ¢, est bijectif dans CHQ(A).

On observera que le cor. 2 entraine en particulier 1'égalité
ad = vg![o] dans CHg(A). D'autre part, on déduit aussitdt du cor. 2 la

formule suivante :

COROLLAIRE 3. Soient r,s deux entiers positifs. On _a dans CH. (A)

]
gf gf = v 2g-r=-s dr+s—g
T * 81 < > {r+s-g)! °

Indiquons une autre conséquence de la prop. 5. Pour tout p Yo,
notons ng(A) le sous-espace des cycles algébriques dans HZP(A,Q),

de sorte qu'on a une suite exacte

0 —> Z%(A) —>CH£(A) —yng(A) _— 0 .

Pour p=1 , cette suite exacte admet une section canonique, qui associe

4 un élément de NSé(A) son unique représentant symétrique. L'image de
cette section est le sous-espace Pic;(A) de Pic (A). formé des fibrés
symétriques ; la décomposition PicQ(A) = Picg(A)GBPic;(A) n'est autre
que la décomposition de PicQ(A) en sous—espaces propres pour O .
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Considérons maintenant la suite exacte

0 —> Eg_l(A) —>CH8'1(A) —»ng'l(A) —s0.

I1 résulte de la prop. 5 que cette suite exacte admet également une
section canonigue, définie par 1'homomorphisme composé
3 ~ gA
nsZ ™t (a) —Bs nsi(A) = picS(A) _(;1.)__3_,01{% Hay .
o Q Q
En d'autres termes, il existe un sous-espace canonique CSC3C&3_1(A);
9-1(a) soit bijectif : c'est

]
le sous-espace engendré par les éléments a¥ ! , pour 4d€ pic®(a).

tel que 1'homomorphisme induit c® —sns

§4. APPLICATIONS : 1. CALCULS D'INTERSECTIONS.

Notons ¥ 1l'application de A dans CH%(A) définie par
Y(a) = {o]-—[a]-*%([o]~[a])*2 Fau ot é([o]—{a])*g .

on a v(a) = (-1)9 §3a (prop. 4 (iii)), de sorte que ¥ est un
homomorphisme.
g
Soit d€ Pic(A) ; on pose v(d)==§— et da= T;d pour tout a€A .

PROPOSITION 6. Spit d la classe dans Pic(A) d'un diviseur ample, et
soient ajrevesa des points de A . On_a dans CHb(A) les égalités

g
. a4 _ gPta
(l) q—r(dal"'d)...(dap—d) = W*V(al)*...*y(ap)
. aP
(i1) a_ ...d. = S« (ptlo] + (p-1)1 ¥{a,) + (p=2)! y(a,) «¥(a,)
a1 ap pl Z;: i %;g i 3

+...+7(al)*.. .*y(ap)) .

Observons d'abord que si une des formules est satisfaite pour un
diviseur d , elle l'est aussi pour ses translatés (utiliser
T:x = [-alxx). on peut donc supposer 4 symétrigue.

Démontrons maintenant (i) dans le cas p=1, gq=g-1 , en posant
a;=a . Soit 9:A —> A la polarisation associée & d ; on a par défi-

. * —_ - 2
tion ¢ Za = e@a = da d , et par conségquent
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-L
(-1)9 9, v(a) = By, = Fa-d) = (e 2-1)3a (prop. 3 (iii) et 4 (ii))
g-1
= (-119 d
(-1) ea.@*(GTETTE:TTT) {prop. 5)
- _(-1)9 g-1,4 _
= SETe=DT e, (d (da d}) .
s vt aia -1 g9°¢
d'ou 1'égalité (i) dans ce cas ; en posant c¢ = v{d) =17 * elle

s'écrit aussi c.f, = v(a).
Pa

Pour passer de 13 au cas général, on utilise la formule
e@a-(X*y) = (e¢ax)*y + X*(e¢ay) pour x,y dans CH(A) (I8), lemme 1.1
(i)), d'ol 1l'on déduit
*r *{r-1)
2, _.¢c™ = rc *(ewa‘C)

Ya”

et par récurrence

i
W2 . %I - s *(r‘P) ... . .
ROV L = i g o) xenxlloy o)
1 p 1 b
compte tenu du cor. 2 & la prop. 5 et de ce qui précéde, ceci entraline
(i). La formule (ii) s'obtient alors en écrivant a, = d-#(da -d) et
i i

en développant & l'aide de (i).

»

On peut en fait obtenir des formules analogues & celles de la pro-
position dans CH(A). Il faut pour cela utiliser le résultat de Roitman
[R] sur la torsion du groupe des O=-cycles d'une variété projective,

due nous allons énoncer dans le cadre des variétés abéliennes.

Soit I 1le sous-groupe de CH?(A) formé des O-cycles de degré
zéro ; c'est un idéal de CHY(A) pour le produit de convolution. Le
groupe I est divisible, et on a une suite exacte (cf. [B], §1)

*2 s
0 —+I° —>I —3A =30

ol S est l'homomorphisme défini par s(} :mi[ai]) =} :miai . Le
. . « * - . ,
résultat de Roitman entraine que I 2 est sans torsion ; par suite les

groupes I*r sont des Q-espaces vectoriels pour r }2

Une premiére conséquence est gue la formule
v(a) = [o}-—[a]-*%([o]-[a])*z +.--+‘%([0]~[a1)*g

définit un élément bien déterminé de I . En outre ¥ est un homomor-

phisme de A dans I ., tel que Soy = IdA . En effet
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Y{a+b) -¥(a)=-7(b) , pour a et b dans A , est un élément de torsion
de 1*2 , donc nul.

PROPOSITION 7. Sous les hypothéses de la brop. 6, les égalités suivantes
sont gatigfaites dans CH(A) :

1
(1) iEégl; a¥(a_ ~a)...(a, -a) = Py

= (a,)#*...x¥(a_) .,
1 p 1 P

-

et pour ptg =g
9 - - =
a3(a . da)...(d a) qlv(d).?(al)*...*y(ap)

(ii) p! dal...dap = &Px(ptlo] + (p-1)! ; 7(ay) +...+}/(a1)*...*'}’(ap)) .

D'aprés la prop. 6 on peut écrire
a9 Mg ~a) = v(@)(g-1)t Y(a) +7 ,

ol 1 est un élément de torsion de I . Mais on a (cf. {Bel, cor. 2 a
la prop. 2)

(a9 (a ~a)) = -v(a)(g-1)!a

d'ol 8(r)=0 et par conséquent T=0 .

Reprenant la démonstration de la prop. 6, et posant E==dg"l , on
obtient dans CH(A)

(dal—d)...(da —a)e*r = H{E*<r—p)*7(al)*...*7(ap) ,
P

ol m est un entier. D'aprés le cor. 2 4 la prop. 5, il existe pour

chagque r des entiers P, a. tels que P, T = q, a9"* gans cH(A).

On en déduit que les deux membres des égalités & démontrer sont égaux

aprés multiplication par un entier N indépendant du choix de

ajr--esag § comme A est divisible, cela entraine (i). La formule (ii)

s'en déduit comme dans la démonstration de la prop. 6.

Notons P le sous-groupe Pic®(A) de CH(A).

COROLLAIRE 1. Pour x€P° , ona d9 % .x€1™ et

a"x (a9 F.x) = v(d)ri{g-r)ix .

En effet il suffit de le vérifier lorsque x est de la forme

(da —d)...(da -d), auquel cas cela résulte des formules (i).
1 r
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COROLLAIRE 2.

(i) Le groupe P¥ est sans torsion pour ry2 ;

(ii) soit g un _entier positif tel gue g+r S g . L'application
x — a%x de P* dans a%P* est un isomorphisme pour r¥2 , une
isogénie pour r=1 ;

S

(iii) on a dP«1*f = aP~s p% |

2
ris{p
Comme 1*2 est sans torsion, le cor. 1 montre que le sous-groupe
de torsion de P' est annulé par v(d)rl(g-r)! ; il est donc réduit &
zéro puisqu'il est divisible. D'autre part le cor. 1 montre aussi qu'un
élément annulé par a? est annulé par v(d)r!(g-r)! ; compte tenu de
(i), cela entraine (ii).

On déduit de la prop. 7 les inclusions
@P7S pS ¢ aPu1*S et aP1*T < gPT pf 4 aPar*(rtl)

on en conclut facilement 1'égalité aP»1™F = aP7F p¥ +...+PP . Pour

prouver que la somme est directe, considérons une relation

P Tx +...+x_ =0 , avec x_€EP°;
r P s

quitte a faire une translation, on peut supposer d symétrique. On a

alors S(dp—sxs)e Cﬂg—p+s(ﬁ) ; la relation précédente entraine donc
S(dp_sxs) = 0 , de sorte que dp_sxs est de torsion. On déduit alors

de (i) et (ii) que dp_sxs est nul pour s#¥ 1 et donc aussi pour
s=1, d'ou (iii).

Notons P 1le sous-groupe Pic®(A) de CcH(A). Il résulte du cor. 2
(1) gue 1l'on peut identifier BY & ﬁ; ., ainsi que Y a Igr ’
: 1'F — BY qui associe 3 un

pour

r¥2 . Considérons 1 'homomorphisme 3

*r

cycle s de I la composante de codimension r de s . On a

5r([a1]—£o])*...*([ar]—[o]) = Eal...ear pour aj;s...,a, dans A

. . . . * +
par passage au guotient, 3r induit un homomorphisme de I r/I*(r 1)

ar s 2 . .
dans P~ . D'autre part, considérons 1l'homomorphisme composé

ﬁr 5 *r *(r+1)

=1 1"/
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il

ona F(e ...t ) =(-1)9 y(a)x...v(a))

]

(=197 ({a, 3-lohrx...x(la_J-[o])  (moa. 1*(¥*1)).
Par conséguent :

COROLLAIRE 3, Pour r 22 , les homomorphismes et (-1)9 T & indui-
sent des isomorphismes réciprogues 1'un de 1'autre entre I*r/I*(r+l)

et BY .

Ces isomorphismes généralisent 1'isomorphisme canonique de
I/I%2 = A sur P = pPic®(a).

*r/I*(r+l)) pour r ¥2 ne sont

Remarques. 1) Les groupes PY {ou I
pas de nature algébrique ; plus précisément, il n'existe aucun homomor-
phisme raisonnable ¢ de PY dans un groupe algébrique G (en effet

ltapplication (al,...,ar) h—e-@(ea ...2a } devrait &tre un morphisme
1 r
r-linéaire de AY dans G , et un tel morphisme est nécessairement

trivial). D'autre part les résultats de Roitman entrafnent que PT est
¥ ou I*r/I*(r+1)

doivent &tre considérés comme des produits symétrigques de A divisés

trés gros pour r ¥2 (cf. [B], §3). Les groupes P

par certaines relations (dont malheureusement j'ignore tout).

2) On déduit en particulier du cor. 2 une graduation de
ce?(a) :

2

cad(a) = zlol® a9 lpe a9 2p%0. . @09 ,

qui d'aprés la prop. 7 est indépendante de 4 . La filtration associée
4 cette graduation est la filtration (I*7).

3) Le cor. 2 entraine aussi que le groupe at«1*  est égal &

r s oos . N .
P” , et donc indépendant de d . Ceci améne assez naturellement & conjec-

turer que cette égalité est encore satisfaite si 1'on remplace ar par
n'importe quel élément de CH'(A), autrement dit qu'on a Pt = 1" ¥ xcHY (A).
C'est 1a essentiellement la conjecture (0.2) de [B], gue nous allons

examiner maintenant.
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§5. APPLICATIONS : 2. LES RESULTATS DE BLOCH.

Pour p YO0 , nous poserons CH>p(A) = Z :ng(A). Nous allons
© TP

considérer 1l'assertion suivante

€ P € a9 PA) .
(Fp) Pour tout x CHb(A), on a 3¥x CHQ (A)

PROPOSITION 8.

(i) L'assertion (FP) est vraie pour p=0,1,9~2,g-1,9 .

2

(ii) si p€g-2 et XEcHgm), on a Fx€cH”?().

Le cas p=g est trivial, le cas p=0 résulte du cor. 1 3 la
prop. 3, et le cas p=1 résulte de la prop. 4 (iii) et du cor. 1 a la
prop. 5. 8i x¢€ CHS_I(A), la composante de Jx dans CHg(ﬁ) = H°(&,0)
est nulle par la prop. 1. Il suffit donc de démontrer l'assertion (ii).

Soit d wun élément ample symétrique de Pic{A) et ¢ la polari-
sation associée. On a x*d=0 et par suite 3x.¥d=0 , soit encore
@*(SX).dg_l = 0 (prop. 5). Or la multiplication par a9l géfinit une
isogénie de Pic®(a) sur Alb{A) (elle induit en effet un isomorphisme
de HY(A,0) sur Hzg'l(A,Q) par le théoréme de Lefschetz). Il en
résulte que la composante de codimension un de JFx est nulle, d'ol 1la
proposition.

L'ensemble des éléments x = z Xp (aveco xpe CHg(A)) tels que

3gp€ Cﬁgg_p(ﬁ) est un sous-anneau gradué de CH@(A), stable pour * ,
contenant les courbes, les surfaces et les diviseurs. Cela indique qu'il
faudra chercher assez loin un contre-exemple éventuel a (Fp). I1 est
tentant de conjecturer que 1l'assertion (Fp) est vraie pour tout p ;
mais je dois dire gue cette conjecture me semble actuellement inaccessible

vu notre faible connaissance de 1'anneau de Chow.

Nous allons maintenant montrer que l'assertion (Fp) entraine la
conjecture de Bloch ([Bj, 0.2). On utilisera les notations I,§ intro~
duites au paragraphe précédent. On va d'abord se débarrasser des pro-—
blémes de torsion en les regroupant dans le lemme suivant, qui fait
intervenir 1 'homomorphisme SN: CH(A) -—a-CH(ﬁ) défini dans la prop. 3'
du §2 :
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LEMME 1. Soit x un élément de CHP(A) tel que 3x€ CHgg_P(A).

(i) Ona & (x*I*r) < §r'cﬁ}g-p(g) our tout r y1 .
On a 3y pour tout

(ii) S8i r>p ., ona x¥I'F =0 .

(iii) Si l'assertion (Fr) est satigfaite et r 72 , le qroupe

1*T«cHE (A) est sans torsion.

L*hypothése entraine que les composantes de codimension { g~p de
ENX sont annulées par un entier m . D'autre part, pour tout t€ I,
on a d'aprés la prop. 3'
re1

N It € PY.cH(R), et par conséquent

(Nr“lm)sNt.sNx € §I.CH>9'P(£) .

Soit s€1"F ; choisissant t de facon que s = (N'm)t , on obtient
SN(S®>H € BT.cu’9"P(R), d'od (i). Si r)p on déduit alors de la prop. 3'

r

* ra ] * 0 . 2
que le groupe x*I est annulé par N2 ; comme il est divisible, il

est nécessairement réduit & zéro, d'ou (ii).
Enfin si (Fr) est vrai, le groupe SN(I*r*CHr(A)) est contenu

d'aprés (i) dans §r.CHg—r(g). Oor pour r 22 , ce dernier groupe est
contenu dans 1*% : en effet pour tout y¢€ cH¥%(a), 1e morphisme bili-
néaire (4,d') +s S(dd'y) de PxP dans A est nécessairement nul,
de sorte que ﬁz.CHg_z(ﬁ) € Ker S = i*z . Comme 3*2 est sans torsion,
on déduit alors de la prop. 3' que le sous-groupe de torsion de

* a PR
1"FxcH (A) est annulé par N2 ., donc réduit & zéro, d'ol (iii).

Du lemme 1 (ii) résulte en particulier :

PROPOSITION 9. L'assertion (Fr) entraine I*(r+l)*CHr(A) =0 . En

I*(g+1) ‘ I*(g“l)*CHg—z(A)

particulier les groupes 1*9%cud 1 (a) et

sont nuls.

Soient d 1la classe dans Pic(A) d'un diviseur ample et ¢ la
polarisation associée. Considérons comme dans [B] 1'homomorphisme

@ rd 1" — 1*TxcH"(A)  tel que ¢ c(8) = s#a” . Considérons d'autre

d d
part l'homomorphisme 3% ; T ——e—CHg(A) guli associe & un cycle s de
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*r . R
1 la composante de codimension r de Js .

LEMME 2.

(i) On.a @ r(s) = r19*3%(s) dans CH%(A).
d

W . *Y *r r r *Y fod
: — et :
(ii) Les hompomorphismes er IQ IQ *CHQ(A) et & IQ -—+~Cq;(A)
ont pour novau I£(r+l) .

(iii) Le sous~espace de CHg(A) formé des éléments x tels que

Fx € crigr(i) est égal & Io7 .

I1 suffit de vérifier (i) pour les éléments s = ([all—[o])*...
....*([ar]—[o]), avec a;,...sa
CHJ(A) 1'égalité

r - On est alors ramené 3 prouver dans

dr*([al]—[o])*...*([ar]—[o]) = rl(dal-d).-.(dar-d) '

*(r+1)

gui résulte aussitdt de la prop. 6 {(compte tenu de atx1 =0).

L'assertion (ii) pour ¥ a déja été démontrée (cor. 3 & la prop.7.

Y

On en déduit & l'aide de (i) l'assertion analogue pour @ r -

d
Posons enfin F- = {s€ CHg(A) | 3s € CH(;’r(R)} , et démontrons par
récurrence 1l'égalité Fr==I£r . Le cas r=1 est immédiat ; supposons
Fr-‘l = Ig(r—l) . On a alors
*r r - r = ¥
IQ = Ker(¥ I*(r—l)) = Ker(d Fr_l) 7o,

@
ce qui achéve la démonstration du lemme.

PROPOSITION 10. Soit r ¥2 ; supposons 1l'assertion (Fr) vérifiée. Alors
1'homomorphisme ¢ ol I*r/I*(r+l} —> 1"T4cHY (A) est bijectif.
d

Pour r=1 , ¢d s'identifie 4 la polarisation % :A —» Pic®(A)
associée &3 4 .

D'aprés le lemme 1 (iii), tous les groupes considérés sont des
D-espaces vectoriels ; on peut donc raisonner dans CHm(A). I1 résulte

du lemme 2 (ii) que & r est injectif. L'assertion F entraine
4

S(I*r*CHé(A)) < Cﬂg(g). De plus on a alors 3(I*r*CH;(A)) < igr en

raison du lemme 2 (ii), d'ol en appliquant 5
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I*r*Cﬂé(A) c F(1*Y) .

1) = 0" (%) = 3 r(I*r), d'ou la surjecti-
d

Je voudrais terminer ce paragraphe par quelques spéculations sur la
structure de l'anneau de Chow (il est recommandé au lecteur positiviste
de les sauter). Les résultats qui précédent suggérent 1l'existence d'une
filtration décroissante (Filp)p>o de CH(A), possédant certaines des
propriétés suivantes :

a) FilP est une filtration d'anneau, & la fois pour le produit usuel
et pour le produit «# ;

b) on a FilP*cuP(a) = 0 ;
c) Fill contient les cycles algébriquement équivalents i zéro ;
d) la filtration est stable par ¥ (c'est-d-dire F(FilP) c FilpCHQ(g)).

Je ne sais pas définir une filtration possédant toutes ces pro-
priétés. Les résultats précédents indiguent qu'on doit avoir

FilPcr%(a) = 1" et FilPcuP(a) = 1*PxcHP(a) = PP pour tout p .

Si l'assertion (Fr) est satisfaite pour tout r , et si l'on néglige

la torsion, un candidat trés raisconnable est la "filtration de Fourier
définie par

FrerP(a) = {x€cEP(a) | 3x € cq%g"p+r(3)}

elle posséde les propriétés a) et b), mais je ne sais pas démontrer c)

ni d).
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§6. APPENDICE : TORSION DE CHg(A).

Ce paragraphe n'utilise pas la transformation & ; on se sert par

*(g+1)

contre de la relation I = 0 pour préciser le résultat de Roitman

sur la torsion de CHY(A).

LEMME. Scient R un _anneau commutatif, x un élément de R , p un
nombre premier, n un entier. Il existe alors un entier N tel gue

1'élément pN(x—l) appartienne & 1'idéal de R engendré par xF-1 et
(x-1)" .

Démonstration : Notons R 1'anneau quotient R/(xF-~1,(x-1)%). soit
y = x-1, et soit ¥ la classe de y dans R . On a

®Pel = (y+1)P -1 = yYPapy(1+ry) , réRr;
d'ol, comme Yy est nilpotent,

py € (¥¥) dans R .

2
On en déduit aussit8t pp+l§€ (¥P ), puis par récurrence
pn(k)i?é (¥F7), avec n(k) = l+p+...+pk—l , d'oll notre assertion

puisque ¥y est nilpotent.

Nous noterons T(G) le sous-groupe de torsion d'un groupe commuta-
tif G . Rappelons gue l‘'homomorphisme S : cu¥(A) —s A induit un iso-
morphisme sur les groupes de torsion.

PROPOSITION 11. L'apblication t : T(A) —> CHY(A) telle que
t(a) = [al- [o] définit un isomorphisme de T(A) sur T(CEZ(A)),
inverse de S .

Les éléments de torsion de CHg(A) sont donc les cycles [a] - [o} ’
pour af€T(a).

Remarquons gu'il suffit de prouver que le cycle [a] - [o] est de

torsion pour a€ T(A) : en effet la relation Sot = Id, entraine

alors que t: T(A) —> T(CHI(A)) est 1'isomorphisme ig’\(fél)fse de S .
Démontrons par récurrence sur n gque si a est un élément d'ordre
n de A, le cycle [a]— [o] est de torsion. L'assertion est triviale
pour n=1 ; supposons-la vérifiée pour les entiers ¢ n . Soit P un
nombre premier divisant n . Appliguons le lemme & 1'anneau CHZ(A)
{(muni du produit #*) et A x=[aj : puisque ([al-{o])*(g+l) est nul
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et que [pa]-—[o] est de torsion par hypothése de récurrence, on obtient

que {a}-—[ol est de torsion, ce qui achéve la démonstration.
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