
QUELQUES REMARQUES SUR LATRANSFORMATION DE FOURIER DANS 

L'ANNEAU DE CHOW D'UNE VARIETE ABELIENNE 

A. BEAUVILLE 

INTRODUCTION. 

Les objets de nature cohomologique associ~s ~ une vari~t~ ab~lienne 

(K-th~orie, anneau de Chow, jacobiennes interm~diaires...) sont munis 

d'une transformation de Fourier qui ~tablit un isomorphisme entre 

l'objet associ~ ~ la vari~t~ ab~lienne et celui de la vari~t~ ab~lienne 

duale. Au niveau de la cohomologie, cette transformation a ~t~ utilis~e 

par Lieberman (cf. [K~, appendice au §2) ; dans le cadre le plus g~n~ral 

(celui des categories d~riv~es de ~A-MOdules), elle a ~t~ introduite 

par Mukai [M~. 

Dans ce travail on se propose d'~tudier la transformation de Fourier 

dans l'anneau de Chow d'une vari~t~ ab~lienne. A torsion pros, cette 

transformation poss~de des propri~t~s mirifiques, en particulier celle 

d'~changer les produits d'intersection et de convolution. Elle est facile 

calculer sur les cycles "usuels" (diviseurs, 0-cycles). Apr~s avoir 

dress~ une liste des propri~t~s de ce type, on en donne deux applications. 

La premiere permet d'obtenir des formules explicites pour les intersec- 

tions de diviseurs qui sont, & ma connaissance, nouvelles ; on d~duit de 

ces formules quelques informations sur la structure de l'anneau de Chow. 

La seconde permet de retrouver facilement, et de mani~re uniforme, les 

r~sultats de Bloch IBm. 

Les propri~t~s de la transformation de Fourier que nous utilisons 

ici sont de nature ~l~mentaire ; je ne crois pas quton puisse esp~rer en 

tirer des r~sultats profonds sur les cycles alg~briques d'une vari~t~ 

ab~lienne. J'esp~re n~anmoins convaincre le lecteur que la transformation 

de Fourier est un outil technique fort utile, qui ~claire en partie la 

structure de l'anneau de Chow. 
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§i. DEFINITIONS ET COMPATIBILITES. 

Dans tout cet expose, on fixe une vari~t~ ab~lienne A de dimension 

g sur • . On note A la vari~t~ ab~lienne duale, et £ le fibr~ de 

Poincar~ normalis@ sur A X A . On d~signe par p et q les projections 

de A × A sur A et A respectivement. 

La transformation de Fourier introduite dans [M~ est un foncteur 

~d : D(A) ~D(A) ; 

il est d@fini sur les objets de D(A) par la folnaule 

~d(K) = Rq.(Lp K®£) 

Par restriction, ~d d~finit un foncteur de Db(A) dans Db(A) (il 
c c 

s'agit des categories d@riv~es de complexes born~s ~ cohomologie 

coh~rente). 

Nous allons d@finir des transformations analogues sur la cohomologie 

de A , sur la K-th@orie K(A), et sur l'anneau de Chow 

C~(A) = CH(A)~ (rappelons que CH(A) d~signe l'anneau des classes 

de cycles alg~briques sur A modulo ~quivalence rationnelle). Nous 

noterons un peu abusivement ~ la classe de £ dans chacun des groupes 

K(AXA) , CHI (AXA) et ~ (A~, Z). 

On d@finit des homomorphismes de groupes 

~k : K(A) , K(A) ~ : CH~(A) ~C~(A) 

en posant 

~h : H'(A,Q) > H'(A,@) 

Sk(X) = q.(p*x.~) 

V(y) = q.(p*y.e ~) 

$h(Z) = q.(p*z.e ~) 

On @tendra parfois ~h a H'(A,~) par lin6arit~. 

Les espaces introduits sont reli~s par des fl~ches 

ob Dcb(A) k~(A) ca CH~(A) ~ H'(A,~) ; 

pour x E K(A) ; 

pour yE C~(A) ; 

pour zE H'(A,~) . 
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la premiere application associe ~ un complexe la classe dans K(A) de 

la somme altern@e de ses faisceaux de cohomologie (cf. [SGA 61, exp. IV). 

La seconde est le caract~re de Chern, et la troisi~me fait correspondre 

un cycle sa classe de cohomologie. Le diagramme suivant est alors 

commutatif : 

0b 0 be (i) k--i~K(i) Ch~C~(1) .~'(i,~> 

(la commutativit@ du carr@ central provient du th~or~me de Riemann-Roch- 

Grothendieck, qui entra~ne que le caract~re de Chern commute aux images 

directes par des morphismes de vari~t~s ab~liennes). 

Nous allons maintenant donner une autre description de l'homomor- 

phisme ~h " Rappelons d'abord, d'apr~s [Md~, §I et 9, la structure des 

alg@bres de cohomologie de A et A . Via la d~composition de KUnneth, 

la classe ~ vit dans HI(A,~)®HI(A,~), qui est canoniquement isomorphe 
* 1 ^ 

Hom(HI(A,~) ,H (A,~)) ; l'homomorphisme correspondant ~ ~ dans cette 

identification est bijectif. Posons H = HI(A,~) ; nous identifierons 

d~sormais HI(A,~) & H par cet isomorphisme. On a alors des isomor- 

phismes canoniques 

H'(A,~) = A'H et H'(I,Z) = A'H 

On disp®se de plus d'un isomorphisme trace de A2gH = H2g(A,~) sur 

, autrement dit d'une orientation de H . On en d@duit alors, pour 

0~< p ~< 2g , un isomorphisme canonigue 

• P : APH * A 2g-p H* 

d~fini comme suit. A l'accouplement 

APH~ A2g-pH ~ A2gH Tr> 

est associ@ un isomorphisme uP: APH .... > (A2g-PH) * (tel que 

<uP(x),y> = Tr(xA y)). D'autre part le produit ext~rieur des formes 

lin@aires d~finit un isomorphisme gradu~ v : AH ) (AH) (tel que 

<v(h[A...A h~),hlA...A hq) = det(<h~,hj>). On pose alors 

~P = (v2g-p)-lou p . 
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PROPOSITION i. L'homomorphisme ~h applique HP(A,~) s ur ~g-P(A,Z) ; 

aveclesidentifications pr~c~dentes, il coincide sur HP(A,~) avec 

(-l)n(P)~ p , o~ ~P e st l'isomorphisme canonique de APH sur A2g-PH ~ 

e_~t n(p) = g +~2p(p+l). De plus il induit un isomorphisme des structures 

de Hod qe ; autrement dit on a ~(Hr'S(A)) = Hg-s'g-r(A). 

Choisissons une base directe (el, .... e2g) de H ; soit 

(el,~..,e~g) la base duale. Pour tout sous-ensemble I = {i i ..... ip} 

de ~l,2g] , avec i I <...{ip , notons e I l'~l~ment eilA...A e i de 
P 

APH et e I l'~l~ment analogue de APH ~ 
A 

La ~-alg~bre H'(A×A,Z) s'identifie au produit tensoriel gradu~ 

gauche A "H® A'H ~ ; les homomorphismes p et q~ sont alors d~finis 

par 

w 

p h = h® 1 et q~(h~h ~) = Tr(h).h 

(on convient de poser Tr(h) = 0 pour h E AqH et q < 2g). La classe 

s'~crit par construction £ = ~ ei®e~ , de sorte que 
i p(p-l) 

~ 2 
e =~exp(e i ~ e ~ = i i) ~ (l+ei® ei) = ~ (-i) e I® e I , 

i I DT,2g] 

avec p = Card(I). 

Posons G = [l,2g] . Soient I un sous-ensemble de G , I c son 

compl~mentaire, p le cardinal de I , et n(p) = g+~p(p+l) ; on a 

n(p) ~ ½(2g-p)(2g-p-l) (mod.2). Comme Tr(e IA ej) = O pour J~I c , 

on a 

3h(ei) = (_l)n(P) q~((e I® l)(eic® ~ )) = (-l)n(P)¢(I)eic eic 

o~ ¢(I) E {-i,i} est d~fini par eiA eic = ¢(I)e G . 

D'autre part on a, avec les notations introduites avant l'~nonc~, 

<u(ei),ej> = { 

d'o~ l'~galit~ ~h = (-l)n(P)~ " 

O si J ~ I c 

~(I) si J = I c , 

~(I) <v(e~c),ej> , 

Cela signifie qu'on a, pour xE HP(A,~), 

~2g-p 
~h(X) = q~(p x . ~ )  ; 
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s i  xEHr 'S (A)  (avec r + s = p ) ,  on a p * x . e 2 g - P E ~ g - s ' 2 g - r ( A X A )  

~X6 Hg-s'g-r(A). Ceci ach~ve la d~monstration de la proposition. 

et 

Nous allons examiner la transformation de Fourier sur les jaco- 

biennes interm~diaires (la fin de ce paragraphe ne sera pas utilis~e 

dans la suite). Rappelons [G] que la jacobienne interm~diaire JP(A), 

pour 1 ~ p ~ g , est un tore complexe d~fini par 

JP(A) = H2p-I(A)/H2p-I(A,~) , avec ~P-I(A) = H p-I'p @..~ H O'2p-I 

Puisque l'isomorphisme ~h preserve les structures de Hodge, il 

induit des isomorphismes 

5. : JP(A) m jg-p+l(~) ; 
3 

pour p = 1 (resp. p = g), on retrouve au signe pros l'isomorphisme cano- 

nique Pic°(A) ~ A (resp. A ---~Pie°(A)). 

D'autre part, notons EP(A) le sous-groupe de cHP(A) form~ des 

cycles homologiquement ~quivalents ~ z~ro. On sait alors d~finir (loc. 

cit.) une application d'Abel-Jacobi ~ : ~P (A) > JP(A). Posons 

ER(A) = ~ (2P(A) ~R) et JR(A) = ~(JP(A) ®R). 
P 

PROPOSITION 2. Le diaqramme 

est commutatif. 

ZR(A) • zR(i) 

jR(A) 

En effet d'apr~s [G], (2.15) et (2.16), on a un diagramme commutatif 

E¢(A) p } ER(AX~ ) .e ER(AX~ ) q.. ~@(~) 

JR(A) P J (Ax ) e jR(A×i ) q. jR(Axi) 

o~ les fl~ches de la deuxi~me ligne sont obtenues ~ partir des operations 

p , cup-produit avec e , et q. en cohomologie. Le compos~ de ces 

fl~ches est donc 5. , d'o~ la proposition. 
3 
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On prendra garde qu'on n'a pas ~(~P(A) ) c 7~g-p+I(A) ; la pro- 

position signifie seulement que si x6 ~P(A) et ~x = ~ yq avec 

q ^ 
yq6 CH~(A), alors ~(yq) = 0 pour q ~ g-p+l . 

§2. PREMIERES PROPRIETES. 

Le reste de ce travail est consacr~ ~ l'anneau de Chow CH(A) : 

c'est l'anneau des cycles alg~briques sur A modulo ~quivalence ration- 

nelle, gradu~ par la codimension. On a 

CH°(A) = ~ , CHI(A) = Pic(A) ; 

pour p ~ 2 les groupes cHP(A) sont tr~s gros et ne peuvent ~tre para- 

m~tr~s par des vari~t~s alg~briques (cf. §4). 

Le groupe de Chow d'une vari~t~ ab~lienne est muni d'une seconde 

structure d'anneau, d~finie par le produit de convolution ~ (ou pro- 

duit de Pontriagin). Si r,s d~signent les deux projections de AXA 

sur A et m : A×A ) A la loi d'addition, on a 

x~y = m~(r~x.s~y) pour x,y dans CH(A) . 

L'~l~ment neutre pour cette loi est le O-cycle [o~ E CHg(A). 

Nous noterons ~ l'involution a I ~ -a de A , et ~ l'involu- 

tion analogue de A . On identifiera A ~ sa vari~t~ ab~lienne biduale 

A ; la transformation de Fourier de A d~finit donc une application 

: CH@(A) ) CH@(A). On observera que ~ (resp. ~) est l'homomorphisme 

associ& ~ la correspondance e e sur AXA (resp. sur AXA). 

PROPOSITION 3. La transformation de Fourier poss~de les propri~t~s 

suivantes : 

(i) On a ~o~ = (-l)g~ ~ e__tt ~o~ = (-l)g~ ~ 

(ii) Pour x,y dans CH@(A), on a 

~(x~y) = ~x.~y e__tt ~(xy) = (-l)g~x~y . 

(iii) Soit f : A • B une isoq~nie de vari~t~s ab~liennes ; notons 

~A e_~t ~B les transformations de Fourier pour A e_~t B respective- 

ment. Soient x6 CH@(A), y~ C~(B) ; on a 
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~A(f~y) = f~(~By) e__tt ~B(f~x) = f~(~A x) 

(iv) Soit x~ CH~(A)~ ; posons ~x = ~ y~ , avec yqEC~(A).~ On a 
q 

Pour d~montrer la prop. 3, la solution de faeilit~ consiste ~ uti- 

liser les formules analogues de Mukai, en appliquant le caract~re de 

Chern. Prouvons par exemple (i) : si KE Ob Db(A), on a (IMP, th. 2.2) 

~dO~d(~) = ~[-g] 

Avec les notations du §i, posons x = chok(K) ; appliquant chok , on 

obtient 

~o~x = (-l)g~x . 

Or l'homomorphisme ch : K(A)~ rCHQ(A) est bijectif : cela r~sulte 

de [SGA 6], exp. 14, for~ules (4.4) et exp. 5, (6.4). Ceci entra~ne (i) ; 

on d~duit de m~me (ii), (iii) et (iv) de [M], (3.7), (3.4) et (3.8). 

Ii est d'autre part facile (mais fastidieux) de donner des d~mons- 

trations directes de ces formules ; nous en verrons deux exemples ci- 

dessous (prop. 3'). 

NOUS dirons qu'un ~l~ment x de C~(A) est sym~trique si 
• p • 

~X = x et antlsymetrlque si a*x = -x . 

COROLLAIRE i. Soit x u~ ~l~ment sym~trique (resp. anti~ym~trique) d_~e 

C~(A). Alors ~x est s~triQue (resp. antisym~trique), et l'on a 

E ~  CH~-P+r(A) avec r pair (resp. impair). ~x 

La premiere assertion r~sulte en effet de (iii), et la seconde de 

(iv). 

COROLLAIRE 2. On a ~[o] = 1 e__tt 51 = (-l)g[o~ . 

En effet les propri~t~s (i) et (ii) entra~nent que ~ est un iso- 

morphisme d'anneaux lorsqu'on munit C~(A) du produit de convolution 

et C~(A) du produit usuel ; donc ~ applique l'~l~ment neutre [o] 

du premier anneau sur l'~l~ment neutre 1 du second. La seconde formule 

en r~sulte ~ l'aide de (i). 
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A cause des probl~mes de torsion, nous aurons besoin (uniquement au 

§5) d'une version plus technique de la prop. 3 : 

PROPOSITION 3'. Ii existe un entier N et des applications 

~N : CH(A) ~CH(i) e t ~N : CH(i) ) CH(A) satisfaisant ~ : 

(i) ~NO~N = (-i) g N 2 ~ e__tt ~N0~N = (-i) g N 2 ~ ; 

(ii) N~N(xeY) = ~NX.~N y Pou~ x,y dans CH(A) ; 

(iii) pour x E CH(A) e_~t y E CH(A), on a 

~N(X) = N~(x) dans C~(i), et ~N(y) = N~(y) dans C~(A) . 

Soit N un entier multiple de (2g)~ ; nous noterons Ne e l'~l~ment 

~, N ep 
p=o ~i de CH(A× A). Le corollaire 2 ci-dessus entralne qu'on a 

q~(Ne ~) = (-l)gN[o] dans CH@(A) ; remplaqant N par un de ses multi- 

ples, on peut donc supposer qu'on a q~(Ne e) = (-l)gN[o~ dans CH(A), 

et sym~triquement p~(Ne e ) = (-l)gN[o~ dans CH(A). Nous fixons d~sor- 

mais ce choix de N . 

D~finissons ~N et ~N par 

~N(X) = q~(p*x.Ne e) ~N(y) = p~(q*y.Ne e) . 

Ii est clair que la propri~t~ (iii) est alors v~rifi~e. D'autre part, 

~N (resp. ~N ) est l'homomorphisme associ~ ~ la correspondance Ne e 

sur A× A (resp. A× A) ; un calcul facile montre alors que ~NO~N est 

l'homomorphisme associ~ ~ la correspondance z = (Pl2).(p~3(Nee).P~3(NeS)) 

sur A×A (on note Pij la projection de A× A× A sur le produit du 

i-i~me et du j-i~me facteur). Or on a 

p~3 ~ (m× l)*e ; PI3 e + = 

en effet, d'apr~s le th~or~me du cube, il suffit de v~rifier cette for- 

mule apr~s restriction ~ {o} XAXA , AX {o} ×A et A×AX {o} , ce qui 

est imm~diat. On a donc 

z = N(Pl2).(mX l)*Ne e = Nm*p.(Ne e) = (-i) g ~ m*[o] ; 

or m-l(o) est le graphe de ~ dans A×A , d'oQ la premiere ~galit~ 

de (i). La seconde s'en d~duit en ~changeant les rSles de A et A . 
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D~montrons enfin ( 

le i-i~me facteur (i = 

N~N(x.y) = 

ii). Notons Pi la projection de 

1,2,3). On a 

q.(p*m.(r*x.s*y).N2e ~ ) 

q.((mX i) * * .~e e) .(PlX-P2 y) 

• * * * (Nee)) P3.(PlX-P2Y-P13(Ne~)-P23 

q.(PI3).[P[3(P*X.Ne~)-P~3(P*y-Ne~)] 

q.[p*x.Ne~.q*q.(p*y.Ne£)] 

= ~.~N Y 

AXAXA sur 

COROLLAIRE. Soit J l'id~al de CH(A) 
j*(g+l) 

~quivalents ~ z~ro. On a = O . 

form~ des cyclesa!qebriquement 

Notons en effet J l'id~al analogue de CH(A) ; d'apr~s (ii), on a 

Ng~N(J*(g+l) ) c (~NJ) g+l c ~g+l = O . 

Ii r~sulte alors de (i) que le groupe j*(g+l) est annul~ par N g+2 

Comme il est divisible (IBm, lemme 1.3), il est n~cessairement nul. 

§3. QUELQUES CALCULS. 

Pour a E A , on note T la translation x I > x+a de A , et i a ^ a 
le plongement de A dans A×A d~fini par ia(~) = (a,~) ; on pose 

~a = i*~a E Pic(A) . On d~finit de m~me pour ~ 6 A l'~l~ment ~ de 

Pic(A). Rappelons que par d~finition de ~ , les applications ~ : r 

et a ! ~ ~a sont des isomorphismes de A sur Pic°(A) et de A sur 

Pic°(A) respectivement. 

a 6 A . L@s formules suivantes sont satisfaites : PROPOSITION 4. Soit 

e 
(i) ~[a] = e a ; 

(ii) ~(T~ x) = e a ~x pQur tout x E CHQ(A) ; 

g^ i [o?_[a?).2 1 [o3-Ea?)*g (iii) (-I) ~(e a) = [o?-[a3+g( +...+~( 
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On a 

6 
[ ~ p~a.e e i a '~ e ~ = e a 3 a = q~( ) = q.( ). i a , 

d'o~ la formule (i). D'apr~s celle-ci et la prop. 3 (ii), on a 

3(T~x) = 3([-a]~x) = ~[-a~.3x = e a 3x , 

d'o~ (ii). Enfin on peut ~crire dans C~(A) 

-6 -~ -e -6 
1 a)2 

6a = -log(l-(l-e a)) = (l-e a) +~(l_e +...+ (l-e a)g ; 

-6 
comme ~(l-e a)p = ~o3([o~_[_a~)~p = (_l)g([o~_[a~)~p , on en d~duit 

la formule (iii). 

Nous allons maintenant calculer le transform~ de Fourier d'un divi- 

seur ample. Pour simplifier les notations, consid~rons d'abord le cas o~ 

A admet une polarisation principale ; dans ce cas nous identifierons 

~ A ~ l'aide de cette polarisation. La transformation de Fourier 

devient alors un isomorphisme de CH~(A) sur CH~(A) (not~ encore 3), 

et on a ~ = 3 . 

Soit 0 l'~l~ment sym~trique de C~(A) dont la classe de cohomo- 

logie d~finit !a polarisation principale. 

e @ ) -0 LEMME I. On a 3( = e 

Lorsqu'on identifie A ~ A ~ l'aide de la polarisation 8 , on a 

e = T*8 - 0 pour a E A autrement dit e = m*8 - p*e - q*@ (th~or~me du a a 
carrY). Par consequent 

(em*8-q*e, e-@ m*8 3(e 0) = q. ) = q.e 

Mais pour des raisons de codimension, on a 

q. e m~@ = q. m* 0g 0g 
~. = deg ~.l = 1 , 

d'o~ le lemme. 

eg-I c~(g-l) 
LEMME 2. Posons c = ~ ; on a alors 0 = ~ dans C~(A). 

c~(g-1) 
En effet les ~l~ments 8 et ~ de C~(A) sont sym~triques ; 

pour prouver qu'ils sont ~gaux, il suffit de v~rifier qu'ils ont m~me 

(e 8 -e classe dans H2(A,@). Consid~rons la formule 3 ) = e en cohomolo- 

gie ; puisque 3 h applique HP(A,Q) sur H2g-P(A,Q) (prop. i), on en 
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d~duit dans H(A,@) 

~h c = -8 et Sh 8 = (-l)g-lc , 

8 g-~ _(_~)g(g-2) ($h ~)*{g-~) c *(g-~) 

PROPOSITION 5. Soit d Sa classe danH Pic(A) d'un ~[e en droi%es 

ample sym~trique ; notons ~ : A ~ ~ A !a polarisat~oD cQrrespondaDte, 

e t ~=h°(d) =~ . Soient p,q deux entiers positifs ~els ~ue p4q=g . 

.... C On a dans ~(A) 

d p d q 

Traitons d'abord le cas o~ d est une polarisation principale @ 
eg-i 

(c'est-&-dire v= I). Posons c = ~ . Puisque c est sym~trique, 

on a 

1 q 

Appliquant ~ ~ l'~galit~ du lemme 2, on obtient 

~8 = ~ E  cHg-I(A} 

et par consequent 

-e 
Mais alors l'~galit~ ~e 8 = e (lemme I} s'~crit en dimension p 

eP 8q 
~. = (-I) q q~ , avec q= g-p . 

Dans lecas g~n~rai, il existe une isog~nie f : A --=~ B et une 

polarisation prlncipale e sur B telle que d = f*8 . Identifions 

B ~ l'aide de e , de sorte qu'on a ~ = for . La fonetorialit~ de 

entra~ne 

d p f~ @P ^ @P )q ^ ~q 
~=~ ~=f.~B~ = (-~ f.~ , 

d ou, compte tenu de la relation f.f*=v , 

d p ^ 8q d q 
~ ~ = (-i) q f.(f~f~) ~. = (-i) q ~ ~ • 
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COROLLAIRE i. Pour tout ~l~ment sym~trique d d__ee C~(A), on a 

~d E C~-I(A) o 

En effet un tel 616ment peut toujours s'~crire co~e diff6rence de 

deux 616ments amples sym6triques. 

La prop. 5 entra~ne par ailleurs dans l'anneau de Chow des relations 

qui ne me semblent pas triviales : 

dg-i 
COROLLAIRE 2. Posons c = ~ ; soient p,q deux entiers positifs 

dP c*q C~(A) de somme g . On ~ ~lors ~! = ~ ~ dans 

On a en effet ~d = (-i) g-I ~c , d'o~ (prop. 3 (ii)) 

~d q = (_l)(q-l)g (~d) ~q = (-I) p ~ (c ~q) . 

Par ailleurs la prop. 5 fournit l'~galit~ 

d p ~d q = (-i) p ql -i ~ (~.) , 

d'o~ le r~sultat cherch~ puisque ~ est bijectif dans C~(A). 

On observera qua le cot. 2 entra~ne en particulier l'6galit6 

d g = ~g![o] dans C~(A). D'autre part, on d6duit aussitSt du cot. 2 la 

formule suivante : 

COROLLAIRE 3. Soient r,s deux entiers positifs. On a dans CH~(A) 

d r d s ~(2g-r-s] d r+s-g 

~. *~T = - g-r - (r+s-g)! 

Indiquons une autre consequence de la prop. 5. Pour tout p >O , 

NS~(A) le sous-espace des cycles alg6briques H2P(A,Q), notons dans 

de sorte qu'on a une suite exacte 

O ~ EP (A) ~ cliP(A) ) NsP(A) ~ O . 

Pour p= 1 , cette suite exacte admet une section canonique, qui associe 

un ~l~ment de NS~(A) son unique repr~sentant sym~trique. L'image de 

cette section est le sous-espace Pic;(A) de Pic@(A) form~ des fibres 

sym~triques ; la d&composition Pic@(A) = Pic~(A) e Pic~.'(A) n'est autre 

que la d~composition de Pic@(A) en sous-espaces propres pour 
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Consid6rons maintenant la suite exacte 

Ii r6sulte de la prop. 5 que cette suite exacte admet 6galement une 

section canonique, d~finie par l'homomorphisme compos~ 

NS~(A) ~ . s 

En d'autres termes, il existe un sous-espaee canonique C sc c~-l(A), 

que l'homomorphisme induit C s > NS~-I(A) soit bijectif~: c'est tel 

le sous-espace engendr6 par les 616ments -d g-I pour d6 PicS(A) 

§4. APPLICATIONS : i. CALCULS D'INTERSECTIONS. 

Notons 7 l'application de A dans C~(A) d~finie par 

1 [o]_[a])~g Y(a) = [o] - [a] +½([o]-[a]) ~2 +...+ ~{ 

On a Y(a) = (-i) g ~ (prop. 4 (iii)), de sorte que 7 est un a 
homomorphisme. 

d g = = T~d pour tout a E A . Soit d~ Pie(A) ; on pose ~(d) ~. et d a a 

PROPOSITION 6. Soit d la classe dans Pie(A) d'un diviseur ample, e__tt 

soient al,...,ag des points de A . On a dans C~(A) les ~qalit~s 

dP+q 
(i) q-T(dal dq -d)...(d ap-d) = ~-~TT ~7(al)~...~y(ap) 

= dP i~j (ii) dal'''dap P-T ~ (P![°~ + (P-I)! ~-~ 7(ai) + ( P - 2 ) ! i  7(ai) ~7(aj) 

+...+7(al)~...~Y(ap)) . 

Observons d'abord que si une des formules est satisfaite pour un 

diviseur d , elle l'est aussi pour ses translates (utiliser 

T~x = [-a]~x). On peut donc supposer d sym~trique. a 

D~montrons maintenant (i) dans le cas p = 1 , q = g-i , en posant 

a l=a . Soit ~ : A • A la polarisation assoei~e ~ d ; on a par d~fi- 

= £~a = d -d , et par consequent tion ~ ~a a 
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-6 

(-I) g ~. Y(a) = $~a = $(da-d) = (e a-l)$d 

(_l)g - d g-I 
= ~a.~.((d)(g_l)!) 

(-i) g ~.(dg-l(da_d) 
= ~(d)(g-l)| ) ' 

(prop. 3 (iii) et 4 (ii)) 

(prop. 5) 

dg-i 
d'o~ l'6galit6 (i) dans ce cas ; en posant c = v(d) -I ~ , elle 

s'6crit aussi c.g~a = 7(a). 

Pour passer de I~ au cas g6n6ral, on utilise la formule 

~ga.(X*Y) = (e~aX)~y + x*(~ay) pour x,y dans CH(A) ([B], lemme i.I 

(i)), d'o~ l'on d6duit 

~a.C *r = rc*(r-l).(~a.C ) 

et par r~currence 

c.r r! c.(r-p) .c)*. .c) ; 
~al...g~ap. = ~ *(~a I --*(e~a p 

compte tenu du cor. 2 ~ la prop. 5 et de ce qui precede, ceci entra~ne 

(i). La formule (ii) s'obtient alors en 6crivant dai = d + (dai-d) et 

en d6veloppant ~ l'aide de (i). 

On peut en fait obtenir des formules analogues ~ celles de la pro- 

position dans CH(A). II faut pour cela utiliser le r6sultat de Roitman 

[R] sur la torsion du groupe des O-cycles d'une vari6t6 projective, 

que nous allons 6noncer dans le cadre des vari6t6s ab@liennes. 

Soit I le sous-groupe de CHg(A) form6 des O-cycles de degr6 

z6ro ; c'est un id6al de CHg(A) pour le produit de convolution. Le 

groupe I est divisible, et on a une suite exacte (cf. [B], §i) 

0 ~ i~2 S 7 I ~ A ---*0 

O~ S est l'homomorphisme d6fini par S(~--~j mi[ai]) = > ....... ; mia i . Le 

r6sultat de Roitman entralne que 1.2 est sans torsion ; par suite les 

groupes I *r sont des Q-espaces vectoriels pour r ~2 . 

Une premi6re cons6quence est que la formule 

[o]-[a])*g 1 [o]-[a])*2 +. +~( = [ o ] -  [a3 . .  

d 6 f i n i t  u n  6 1 6 m e n t  b i e n  d 6 t e r m i n 6  d e  I . En  o u t r e  7 e s t  u n  h o m o m o r -  

p h i s m e  d e  A ~ I , t e l  q u e  S o ~  = I d  A . En  e f f e t  
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y(a+b)- 7(a)- 7(b) , pour a et b dans A , est un ~l~ment de torsion 

de I ~2 , donc nul. 

PROPOSITION 7. Sous les hypotheses de la prop. 6, les ~qalit~ s suivantes 

sont satisfaites dans CH(A) : 

(i) (P~)!q! dq(dal-d) . . . . . .  .(dap-d) = dP+q~7(al)~ *7(ap) 

et pour p+q = g 

dq(dal-d)...(d a -d) = q!v(d).Y(al)~...~7(a p) 
P 

(ii) p~ dal...dap = dP~(pi[o] + (p-l)! ~--~, 7(a i ) i  +'''+7(al)~'''~(aP)) 

D'apr~s la prop. 6 on peut ~crire 

dg-l(da-d) = ~(d)(g-l)! 7(a) +~ , 

ou • est un ~l~ment de torsion de I . Mais on a (cf. IBEX, cor. 2 

la prop. 2) 

S(dg-l(da-d)) = -~(d)(g-l)!a 

d'oQ S(r) = 0 et par consequent T = 0 . 

Reprenant la d~monstration de la prop. 6, et posant ~ = d g-I , on 

obtient dans CH(A) 

(dal-d)...(d a -d)~ ~r = m~(r-P)~7(al)~...~7(ap) , 
P 

oQ m est un entier. D'apr~s le cor. 2 ~ la prop. 5, il existe pour 
~r 

chaque r des entiers Pr ' qr tels que Pr c = qr dg-r dans CH(A). 

On en d&duit que les deux membres des ~galit~s ~ d~montrer sont ~gaux 

apr~s multiplication par un entier N ind~pendant du choix de 

a I ..... ag ; con~ne A est divisible, cela entra~ne (i). La formule (ii) 

s'en d~duit comme dans la d~monstration de la prop. 6. 

Notons P le sous-groupe Pic°(A) de CH(A). 

COROLLAIRE I. Pour x E pr , on a dg-r.x E I ~r _~t 

dr*(dg-r.x) = ~(d)r!(g-r)~x . 

En effet il suffit de le v~rifier lorsque x est de la forme 

(dal-d)...(d a -d), auquel cas cela r~sulte des formules (i). 
r 
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COROLLAIRE 2. 

(i) Le qroupe pr est sans torsion pour r ~ 2 ; 

(ii) soit q un entier positif tel que q+r ~ g . L'application 

x: ~ dqx d_~e pr dans dqP r est un isomorphisme pour r ~2 , une 

isoq~nie pour r = 1 ; 

(iii) on a dP~I ~r = @ dP-S pS . 
r~slp 

Comme I ~2 est sans torsion, le cor. 1 montre que le sous-groupe 

de torsion de pr est annul~ par ~(d)ri(g-r)! ; il est donc r~duit 

z~ro puisqu'il est divisible. D'autre part le cor. 1 montre aussi qu'un 

~l~ment annul~ par d q est annul~ par ~(d)r!(g-r)! ; compte tenu de 

(i), cela entra~ne (ii). 

On d~duit de la prop. 7 les inclusions 

dP-S pS c dP~I ~s et dP~i ~r c d p-r pr +dPwi~(r+l) ; 

on en conclut facilement l'~galit~ dPwi~r = dP-r pr+...+pp . Pour 

prouver que la somme est directe, consid~rons une relation 

dP-rx +...+ x = 0 , avec x E pS ; 
r p s 

quitte ~ faire une translation, on peut supposer d sym~trique. On a 

alors ~(dP-Sxs) E c~-P+S(~) ; la relation pr~c~dente entra~ne donc 

~(dP-Sxs ) = 0 , de sorte que dP-Sx s est de torsion• On d~duit alors 

de (i) et (ii) que dP-Sx est nul pour s ~ 1 et donc aussi pour 
s 

s= 1 , d'o~ (iii). 

Notons P le sous-groupe Pic°(A) de CH(A). Ii r~sulte du cor. 2 

(i) que l'on peut identifier ~r & P[ , ainsi que I ~r & ~r pour 

r ~ 2 . Consid~rons 1 homomorphisme jr ~ i~r ~r IQ , ' ~ qui associe ~ un 

cycle s de I ~r la composante de codimension r de ~s . On a 

• .. pour al,...,a r dans A ; ~r([al]-[o~)~.. ~([ar~-[o~) = ~al "ea r 

par passage au quotient, ~r induit un homomorphisme de I~r/I ~(r+l) 

dans ~r . D'autre part, consid~rons l'homomorphisme compos~ 

~r 3) i~r ~ i~r/i~(r+l) ; 
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.. ) = (-i) g Y(al)~...~7(a r) on a ~(~al .ear 

E (_l)g-r([al~_[o~).....([ar~_[o]) 

Par consequent : 

(mod. Iw(r+l)). 

COROLLAIRE 3. Pour r ~ 2 , les homomorphismes ~r e_~t (-i) g-r ~ indui- 

sent des isomorphismes r~ciproques l'un de l'autre entre I~r/I ~(r+l) 

e_~t ~r . 

Ces isomorphismes g~n~ralisent l'isomorphisme canonique de 

I/I ~2 = A sur P = Pic°(A). 

Remarques. I) Les groupes pr (ou I~r/I ~(r+l) ) pOur r ~2 ne sont 

pas de nature alg~brique ; plus pr~cis~ment, il n'existe aucun homomor- 

phisme raisonnable ~ de pr dans un groupe alg~brique G (en effet 

l'application (a I ..... a r) ! • ~(eal...£ ) devrait ~tre un morphisme 
a r 

r-lin~aire de A r dans G , et un tel morphisme est n~cessairement 

trivial). D'autre part les r~sultats de Roitman entra~nent que pr est 

tr~s gros pour r ~2 (cf. IBm, §3). Les groupes m r ou I*r/I ~(r+l) 

doivent ~tre consid~r~s comme des produits sym~triques de A divis~s 

par certaines relations (dont malheureusement j'ignore tout). 

2) On d~duit en particulier du cor. 2 une graduation de 

CHg (A) : 

CHg(A) = ~[o]@ dg-Ip@dg-2p2e...G Pg , 

qui d'apr~s la prop. 7 est ind~pendante de d . La filtration associ~e 

cette graduation est la filtration (I~r). 

3) Le cor. 2 entra~ne aussi que le groupe dr~I ~r est ~gal 

pr , et done ind~pendant de d . Ceci amine assez naturellement ~ conjec- 

turer que cette ~galit~ est encore satisfaite si l'on remplace d r par 

n'importe quel ~l~ment de CHr(A), autrement dit qu'on a pr= I~r~cHr(A). 

C'est i~ essentiellement la conjecture (0.2) de [B], que nous allons 

examiner maintenant. 
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§5. APPLICATIONS : 2. LES RESULTATS DE BLOCH. 

Pour p>/O , nous poserons cH~P(A) = r~ C~(A). Nous allons 

consid~rer l'assertion suivante : 

(Fp) Pour tout x6 CH~(A), on a ~xE CH~g-P(A). 

PROPOSITION 8. 

(i) L'assertion (Fp) est vraie pour p= O,l,g-2,g-l,g . 

(ii) S_~i p~g-2 e t xECH~(A), on a ~xECH>2(A). 

Le cas p= g est trivial, le cas p= 0 r~sulte du eor. 1 ~ la 

prop. 3, et le cas p= 1 r~sulte de la prop. 4 (iii) et du cor. 1 ~ la 
o^ p r o p .  5 .  S i  x E c  - I ( A ) ,  l a  c o m p o s a n t e  de  3 x  d a n s  C (~)  = H ( A , ~ )  

e s t  n u l l e  p a r  l a  p r o p .  1.  I 1  s u f f i t  d o n c  d e  d g m o n t r e r  l ' a s s e r t i o n  ( i i ) .  

Soit d un ~l~ment ample sym~trique de Pie(A) et ~ la polari- 

sation associ~e. On a x~d = O et par suite ~x.~d = O , soit encore 

• ~(~x).d g-I = O (prop. 5). Or la multiplication par d g-I d~finit une 

isog~nie de Pic°(A) sur AIb(A) (elle induit en effet un isomorphisme 

de HI(A,@) sur ~g-I(A,Q) par le th~or~me de Lefschetz). Iien 

r~sulte que la composante de codimension un de ~x est nulle, d'o~ la 

proposition. 

' E C~(A)) tels que L'ensemble des ~l~ments x = ~ , Xp (avec Xp 

E c~g-P(A) est un sous-anneau gradu~ de CH~(A) stable pour ~ , ~Xp 

contenant les courbes, les surfaces et les diviseurs. Cela indique qu'il 

faudra chercher assez loin un contre-exemple ~ventuel ~ (Fp). Ii est 

tentant de conjecturer que l'assertion (Fp) est vraie pour tout p ; 

mais je dois dire que cette conjecture me semble actuellement inaccessible 

vu notre faible connaissance de l'anneau de Chow. 

Nous allons maintenant montrer que l'assertion (F) entra~ne la 

conjecture de Bloch ([B], 0.2). On utilisera les notations~ I,P intro- 

duites au paragraphe pr~c6dent. On va d'abord se d~barrasser des pro- 

bl~mes de torsion en les regroupant dans le lemme suivant, qui fait 

intervenir l'homomorphisme ~N : CH(A) > CH(A) d~fini dans la prop. 3' 

du §2 : 
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LEMME i. Soit x un ~l~ment de cHP(A) tel que Sx E C g P(A). 

~r (i) On a ~N(X~I ) c pr.cH>g-P(A) pour tout r > 1 . 

(ii) S i r> p , on a x~I ~r = O . 

(iii) Si l'assertion (F r) est satisfaite et 

I~r~cHr(A) est sans torsSQn. 

r ~2 , le qroupe 

L'hypoth~se entra~ne que les composantes de codimension < g-p de 

~N x sont annul~es par un entier m . D'autre part, pour tout t E I ~r , 

on a d'apr~s la prop. 3' 

N r-I ~N t E pr.CH(A), et par consequent 

(Nr-lm)~Nt.~N x E pr.cH~g-P(A) . 

Soit s E I ~r ; choisissant t de faqon que s = (Nrm)t , on obtient 

x) E pr.cH)g P(A), d'ou ( ~N(S® ^ - ^ " i). Si r >p on d~duit alors de la prop. 3' 

que le groupe x~I ~r est annul~ par ~ ; comme il est divisible, il 

est n~cessairement r~duit ~ z~ro, d'o~ (ii). 

Enfin si (F r) est vrai, le groupe ~N(I*r*cHr(A)) est contenu 

d'apr~s (i) dans pr.cHg r(A). Or pour r >2 , ce dernier groupe est 

contenu dans ~2 : en effet pour tout yE CHg-2(A), le morphisme bili- 

n~aire (d,d') :~ S(dd'y) de P×P dans A est n~cessairement nul, 

de sorte que ~2.CHg-2(~) c Ker S = ~2 . Comme ~2 est sans torsion, 

on d~duit alors de la prop. 3' que le sous-groupe de torsion de 

I~r~cHr(A) est annul~ par ~ , done r~duit ~ z~ro, d'o~ (iii). 

Du lemme 1 (ii) r~sulte en particulier : 

L!asser%ion (F r) entra~ne I~(r+I).cHr(A) = O . E nn PROPOSITION 9. 

~articulier les qrou~es I ~(g+l) , I~g~cHg-I(A) e t I~(g-I)~cHg-2(A) 

sont nuls. 

Soient d la classe dans Pic(A) d'un diviseur ample et ~ la 

polarisation associ~e. Consid~rons comme dans [B] l'homomorphisme 

I*r ~d " ~dr : ) I~r~cHr(A) tel que r(S) = s~d r Consid~rons d'autre 

^ 

part l'homomorphisme jr : i~r ~ C~(A) qui associe ~ un cycle s de 
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I ~r la composante de codimension r de ~s . 

LEMME 2. 

(i) On a #dr(s) = rI~*~r(s) dans CH~(i). 

*r r jr : i~r > : ~r ..... I~ *C~(A) et C~(A) (ii) Les homomorphismes ~dr I~ 

~(r+l) ont pour noyau I@ 

(iii) Le sous-espace de C~(A) fQrm~ des ~l~ments x tels que 

~x6 c~r(A) est ~qal & I~ r 

Ii suffit de v~rifier (i) pour les ~l~ments s = ([al]-Eo])~... 

.... ~([ar~-[o]), avec a I ..... a r . On est alors ramen~ ~ prouver dans 

C~(A) l'~galit~ 

= -d) , dr~([al~-[o~)*...*([ar~-[o~) rl(dal-d)...(dar 

qui r~sulte aussitSt de la prop. 6 (compte tenu de dr*I ~(r+l) = 0). 

L'assertion (ii) pour jr a d~j~ ~t~ d~montr~e (cor. 3 ~ la prop.W. 

On en d~duit ~ l'aide de (i) l'assertion analogue pour 
d r 

Posons enfin F r = {s E C (A) I ~s 6 C r(A)} , et d~m~ntrons par 

r~currence l'~galit~ F r = I~ r . Le cas r = 1 est imm~diat ; supposons 

F r-I = I~ (r-l) . On a alors 

I~r = Ker(~rl 1 ) = i~(r_l)) = Ker(~ r F r 
Fr- 1 

ce qui ach~ve la d~monstration du lemme. 

PROPOSITION i0. Soit r ~ 2 ; supposons l'assertion (F r) v~rifi~e. Alors 

l'homomorphisme ~ : I*r/I ~(r+l) ~ ~ I*r~cHr(A) est bijectif° 
d r 

Pour r= 1 , ~d s'identifie ~ la polarisation ~ : A 

associ~e ~ d . 

Pic°(A) 

D'apr~s le lemme 1 (iii), tousles groupes consid~r~s sont des 

~-espaces vectoriels ; on peut donc raisonner dans C~(A). Ii r~sulte 

du lemme 2 (ii) que ~ est injectif. L'assertion F entra~ne 
d r r 

^ ^*r ~(I*r~C~(A)) c C~(A). De plus on a alors ~(I~r*c (A) c ) en 

raison du lemme 2 (ii), d'o~ en appliquant 
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I*r.C~(A) c ~r(~*r) 

Mais on a ~r(~*r) = ~r(~.i*r ) = ~*~r(i*r ) = tr(i*r) 

vit~ de 
d r 

, d'o~ la surjecti- 

Je voudrais terminer ce paragraphe par quelques speculations sur la 

structure de l'anneau de Chow (il est recommand~ a~ lecteur positiviste 

de les sauter). Les r~sultats qui precedent sugg~rent l'existence d'une 

filtration d~croissante (FilP)p>~D de CH(A), poss~dant certaines des 

propri~t~s suivantes : 

a) Fil p est une filtration d'anneau, ~ la lois pour le produit usuel 

et pour le produit ~ ; 

b) on a FilP+IcHP(A) = 0 ; 

c) Fil I contient les cycles alg~briquement ~quivalents ~ z~ro ; 

d) la filtration est stable par ~ (c'est-~-dire ~(Fil p) c FilPc~(A)). 

Je ne sais pas d~finir une filtration poss~dant toutes ces pro- 

pri~t~s. Les r~sultats precedents indiquent qu'on doit avoir 

FilPcHg(A) = I ~p et FilPcHP(A) = I~P~cHP(A) = PP pour tout p . 

Si l'assertion (F r) est satisfaite pour tout r , et si l'on n~glige 

la torsion, un candidat tr~s raisonnable est la "filtration de Fourier" 

d~finie par 

FrcHP(A) = {xE cHP(A) I ~xE c~g-p+r(A)} 

elle poss~de les propri~t~s a) et b), mais je ne sais pas d~montrer c) 

nid). 
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§6. APPENDICE : TORSION DE CHg(A). 

Ce paragraphe n'utilise pas la transformation ~ ; on se sert par 

contre de la relation I ~(g+l) = 0 pour pr~ciser le r~sultat de Roitman 

sur la torsion de CHg(A). 

LEMME. Soient R un anne~u commutatif, x un ~l~ment de R , p u__nn 

D Qmbre Dremier, n u n entier. Ii existe alor sun entier N tel que 

l'el~ment pN(x-l) appartienne ~ l'id~al de R enqendr~ par xP-I e_~t 

(x-l) n 

D~monstration : Notons R l'anneau quotient R/(xP-l,(x-l)n). Soit 

y = x-i , et soit y la classe de y dans R . On a 

xP-i = (y+l) p- 1 = ~+py(l+ry) , rE R ; 

d'o~, comme y est nilpotent, 

pg~ (~) dans ~ 

2 
On en d~duit aussit~t pp+iQE (gP), puis par r~currence 

pn(k)~E (~pk), avec n(k) = 1 +p+...+pk-i , d'oQ notre assertion 

puisque y est nilpotent. 

Nous noterons T(G) le sous-groupe de torsion d'un groupe commuta- 

tif G . Rappelons que l'homomorphisme S : CHg(A) ----~A induit un iso- 

morphisme sur les groupes de torsion. 

PROPOSITION II. L'~R~lication t : T(A) ~ CHg(A) telle que 

t(a) = [a~- [o! d~finit un isomorphisme de T(A) sur T(CHg(A)), 

inverse de S . 

Les ~l~ments de torsion de CHg(A) sont donc les cycles [a~ - [o~ , 

pour a E T(A). 

Remarquons qu'il suffit de prouver que le cycle [a~- [o~ est de 

torsion pour aE T(A) : en effet la relation Sot = IdT(A) entra~ne 

alors que t : T(A) . > T(CHg(A)) est l'isomorphisme inverse de S . 

D~montrons par r~currence sur n que si a est un ~l~ment d'ordre 

n de A , le cycle [a~- [o] est de torsion. L'assertion est triviale 

pour n = 1 ; supposons-la v~rifi~e pour les entiers < n . Soit p un 

nombre premier divisant n . Appliquons le lemme ~ l'anneau CHg(A) 

(muni du produit w) et ~ x = [a] ; puisque ([a~-[o~) ~(g+l) est nul 
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et que [pa~- [o~ est de torsion par hypoth~se de r~currence, on obtient 

que [a~- [o~ est de torsion, ce qui ach~ve la d~monstration. 
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