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INTRODUCTION.

Dans les démonstrations de géométrie énumérative, le point clé
est souvent le calcul des classes de cohomologie de certains cycles al-
gébriques. Il n'est guére plus difficile de travailler, non pas dans la
cohomologie, mais dans 1l'anneau de Chow des variétés considérées ; on
obtient ainsi, outre le résultat numérique, une information géométrique

qui peut &tre intéressante.

Dans ce travail, nous appliquons cette philosophie a la formule de
Castelnuovo qui calcule le nombre de systémes linéaires spéciaux sur une
courbe générique, lorsque ce nombre est fini. Le résultat est la partie

c) du théoréme suivant.

THEOREME 1. Soit C une courbe générale de genre g, ot sodlent n, d deux
entiens teks que g = (n+l)(g+n-d).
a) 12 existe un wnombre 4ind N{g,n,d) de classes de divisewrs DL

suwn C, de degne d, telles que hO(DL) = n+l,
B ... ...n!
bl On a Nlg,n,d) = ¢! 1o i T TgvzndrT

¢) La somme dans Pic{C) de ces divisewrs est un multinle entien

du diviseun canonique.

N
. N{g d .
On adonc ¥ D, = mK, oam = an(g,r,d) est entier.
i=1 i 2g-2

La partie a) de ce théoréme est un cas particulier du probléme de
Brill-Noether, récemment résolu par Griffiths-Harris [G-H] . La formule
b) est due a Castelnuovo [Cl . L'assertion ¢) m'a été signalée par

E. Arbarello, comme conséquence de la conjecture suivante :

CONJECTURE (Franchetta) Saieni;4% 2'eswace des modules [srossien)
des courbes de genne ¢ (g >2), M_ son conos de jonctions, et ¢, La
g
courbe univenselle swe M . Le groupe ?Lc(Cg) esit engendnd wan La classe

133



13k

du divisewrn canonique.

La démonstration proposée par Franchetta [F 1 est malheureusement
tout-a-fait incompléte (un gros "trou" figure au début du n°ll, p.140),
et on ne voit guére comment la sauver. C'est pourquoi il m'a paru inté-
ressant de donner de l'assertion c¢) une démonstration directe, proche

de la démonstration de la formule énumérative b). (%)

§ I. VARIETES DE DIVISEURS SPECIAUX DANS LES JACOBIENNES.

Toutes les variétés considérées dans cet article sont des varié-
tés complexes. Si X est une variété lisse projective, on notera
Py

CH(X) = ® CH (X) 1'anneau de Chow de X (anneau des cycles algébriques

P
modulo l'équivalence rationnelle, gradué par la codimension).

On fixe désormais une courbe algébrique C lisse, connexe, de gen-
re g. Pour d €%, on note Jd la variété des classes de diviseurs de de-
gré d sur C (modulo équivalence linéaire) ; ainsi J = J° est 1la jaco-
bienne de C, et Jd est isomorphe (non canoniquement) a J. On désigne

r oz d ‘ -
par W, la sous—-variété de J formée des classes des diviseurs D tels

a
que hO(D) > r+l.
d s R L
On note C( ) la d-ieme puissance symétrique de C et
d
72 C(d) — Jd le morphisme canonigue. Rappelons que %d est géné~

rigquement injectif pour 0 £ d £ g ; son image, qui n'est autre que wd,
est donc de dimension d.

Il sera commode dans ce qui suit d'identifier entre elles les va-
riétés Jd ; on choisit pour cela un point P de C, et on identifie dé-
sormais Jd a J a l'aide de la translation par le diviseur dP. Avec
cette convention, on note wpe CHp(J) la classe du cycle Wg_p. Oon note-
ra aussi 0 1'élément vy de Pic(J) : il définit la polarisation princi-
pale de J (théoréme de Riemann).

Le théoréme de Kleiman-Laksov |K-L] exprime le cycle Wg en fonc-

tion des w_ :
p

THEOREME 2. Sodent d,n des entiens posiliigs ; posons
o = g-{n+1){g-d+n}.

a) Les composantes de w& sont de dimension 2 p ; L y a Egalite
54 C est glninique.

b) Si La varniitd W& est pure de dimension p , sa classe dand
CHITP(T) est

(%) La conjecture est maintenant démontrée, comme conséquence de résul-
tats topologiques de J. Harer.
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wa+r—d“""wg+2r—d
r .
[wql= det : .
Wg_d ...... Wg+r_d
COROLLAIRE. Sous £'hypothise b), fa classe de wﬁ dans HZg_Zp(J,Z) est
N Ho.....4d
(grn-d] .. {g+2n-d] T

dans #5°P(3,7)

o
Cela résulte de la formule de Poincaré : w_ = QT

et ‘d'un calcul facile de déterminant, cf. [K-L] .

on déduit aussitdt du corollaire la formule b) du théoréme 1
(noter que degeg = gl).

Pour obtenir le résultat plus précis c), il faut calculer dans
CH(J), modulo une relation d'équivalence plus fine que 1l'équivalence
homologique. Observons que pour toute variété abélienne A de dimension
g, 1l'application qui associe a un O-cycle Zmi[ai] (miEQZ, a; €A) 1'é1lé-
ment Zmi a; de A définit par passage au quotient un homomorphisme
9

S : CH’{A) — A (cf.[ W]). Prenons A=J et plagons—-nous sous les hypo-

r
r d
Dyse-+sDy ; On trouve alors S(Wy) = z D, - (Nd)P. Pour déduire le théo-

theses du théoréme 1, de sorte que W, est un ensemble fini de diviseurs

réme 1 ¢) du théoréme 2, il s'agit donc de calculer les expressions

S(wp ...wp ) pour pl+...+pn = g.

1 n Lo
THEOREME 3. Solent Pyrevesly des entiens positifs de somme g.
On a : S(wpl...wpn) = M(g;p,,...,pn) (K - (2g-2)P),

ol M(g;pl""’pn) est un entien dégini par
(g-2)! 1 %

Mg, eyp, ) = gt
1 n p,!...pnj 9 i1

Ce théoréme, joint au théoréme 2, entraine qu'il existe un entier

pi(g_pi)

m tel que ZDi - (NQ)P = m(K-(2g-2)P). Cette formule étant valable pour
tout point P de C, on en déduit m = 22§2 et X Di = mK, d'ol le théore-
me 1 ¢). On notera qu'il n'est pas nécessaire pour cela de connaitre

la valeur de 1l'entier M(g;pl,---,Pn)~

REMARQUE. Il résulte de la démonstration que le théoréme 1 c) est va-

lable pour une courbe C gquelconque, pourvu que la variété W; soit fi-

nie (et p = 0). Sans cette hypothése, W. Fulton m'a indiqué qu'il exis-
te toujours un O-cycle effectif 2, de W;, bien défini a équivalence ra-

tionnelle prés, dont la classe dans CHI(J) est donnée par la formule



136

du th. 2 b) : on peut l'obtenir par exemple en écrivant C comme spécia-~
lisation d'une courbe générale. La somme des diviseurs de 5 est alors

un multiple entier du diviseur canonique.

§ II. CYCLES ALGEBRIQUES SUR LES VARIETES ABELIENNES.

Je regroupe dans ce paragraphe quelques résultats généraux utiles
pour la suite. Je renvoie par exemple a [G | pour la définition des ja-

cobiennes intermédiaires et de l'application d'Abel~Jacobi.

PROPOSITION 1. Soit X une varndiiil profective Lisse. Powr 1 < p < dim X,
notons 3P(X) Le sous-groupe de CHO(X) formd des cyckes hormologiquement
dquivalents a zého, IP(X) ta p-Léme jacoblenne intewmidiaire de X et
of : SPIX) — JP(X) £'application d'Abel-Jacobi. Soient x € P (X),

y € 5UX) 5 on a alors P U (xy) = 0

DEMONSTRATION : Pour tout cycle y € CHq(X), on a un diagramme commuta-
tif

P —L > Py

2 oPra

+
Fx —>
ol la premiére fléche horizontale est 1'intersection avec y, et la
seconde est déduite du cup-produit avec la classe de y dans
2 R s
%%, z) ([c ], 2.16). Lorsque y est homologiquement trivial, on a
+
donc ap q(x y) = O pour tout x dans ZP(X).

Lorsque p = dim(X), le tore Jp(X) est la variété d'Albanese de X,

P

et o est 1'homomorphisme canonique déduit du morphisme d'Albanese. Si

X est elle-méme une variété abélienne, Alb(X) est canoniquement isomor-

p

phe & X, et & ZP(X) —> X n'est autre que la restriction a Zp(X)

de 1'homomorphisme S défini au n°® 2. Par conséquent

PROPOSITION 2. Soit A une varn(été abélienne, et solent x, y deux
cycles sun A dedimensions complémentaines, homolfogiquement Zquivalents
a z¢ro., On a Sixy) = 0.

Les corollaires qui suivent se trouvent déjd dans [M] . Pour

a € A, on note Ta la translation x 1—> x+a de A.
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COROLLAIRE 1. Sodent x,y des cycles de dimensions complémentaines
sun A, L'application alx,y) : a > S{x. {T:y—y)) est un endomorphisme
de A, qui ne dipend que des classes de cohemologle de x et y.

DEMONSTRATION : Notons d'abord que pour tout O-cycle % ecu?(a), on a

x -
S(Ta%) = S(’b) - (deg 3) a
par conséquent : S(x.T:y) = S(Tfax.y) - (deg x.y) a
et S(x.(T: y-y}) = S((Tfax—x).y) - (deg x.y) a .

I1 résulte alors de la prop.2 que cette expression est nulle lorsque x

ou y est homologiquement trivial. Remplagant y par Ti y-y, pour bE A,
on en déduit
4 * * =
S (T, vy T  ¥y-T ¥ +y)) =0,

ce gul prouve que o(x,y) est un homomorphisme.

COROLLAIRE 2. Posons g = dim(A}. Soient Piseeesb, des entiens positifs
de somme g, et sodent

p1 pn
xlECH (A),...,anCH (7)), al,...,anEA.
a) On a
ST % 0 e TE X ) = S(xieeax) = TOMXe X, eeox %) (a)
a; 1 an n 1 n i 1 i n 1 i

b) Soit D un diviseurn sur A ; supposons que powr 1 < £ < n, X,

s04L homologiquement Equivalent & DPL. On a alons

g
D
S(T: SRR Tx xn) - S(xl...xn) - . Ges D7 X p; 2
1 an d i
La formule a) résulte du cor.l et de 1'égalité
S(T* X e e .Tx X} = S((Tx Xo=X.) v een Tx X ) +
a, 1 a n a, 171 a n
1 n 1 n
* * *
+ . - S .a - caa .
S(xl (Ta x2 x2) Ta Xn) + S(x1 xn—l(Ta xn xn)) + S(xl xn)
2 n n
En faisant dans la formule a) xi = D pour tout i, al == ap = 0,
ap+l =L .. ag = a, on obtient
- -1
a®?,09F) = (g-p) a (@ ,D) ;

en particulier, pour p = 0, on trouve
g-1 1 g 1 g
D == = - = .
o ,D) 3 o(l,D7) o (deg D7) IdA

d'olt finalement o(D%,09 %) = %‘1 (deg DYy. 4,
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En reportant cette égalité dans a), on obtient la formule b).

§ 3. DEMONSTRATION DU THEOREME 3.

a) Réduction 3 un calcul modulo torsion

Nous allons d'abord nous réduire a un résultat moins fort :

PROPOUSITION 3. 1L exdiste un nationnel M tel qu'on alt
S(W_ ...w_ ) = M(K - (2g-2)P) dans J @ Q.
p1 pn

Montrons que la prop. 3 entraine le théoréme 3. Examinons pour
cela 1'effet d'un changement du point de base P. Soit P' un autre point
7

de C ; posons 0. = P' - P, La soUus-variété w& de J définie comme au § 1

. : : . N
a l'aide du point P' est égale a Tqa(Wp) ; sa classe wé dans CHP(J)
*

(g-p)o “p°
-1)!
' ~ S(w ) = - -L3—*L% Ip (g-p;).0

(avec p = g—q) est donc T D'aprés le cor. 2b) du § 2, on a

S(w' ...w' ) ceaW = ) ¢ Py ;
Py Py Py Pn BBy
d'autre part en appliquant la prop.3, on trouve que cette expression
(g-2)!

1
Loeeepgt T2 Ip;(g-py) = M(9pys---/P) -

est égale a -M(2g-2)a,d'ou M;
LEMME 1. Le nombre M est entien.

DEMONSTRATION. Ecrivant pi(g-pi) = pi(g-l) - pi(pi—l), on obtient

™= 2 T t ) ( (?;2{! 1
pl....pr.1 i Ble-- pi )‘...pn.
pl pn
Par conséquent, 2M est le coefficient de T “... T dans le développe-

ment de

g-2 2 2 g-2 5
... = . . T, T,
(] +Tn) 2(Tl+ +T ) . T, T.,

9_
(T e e T ) 7= (T 44T )

1
d'ol le lemme.

I1 reste 3 éliminer la torsion. Soit f :#——> S une famille de

courbes lisses ; l'application P r—%S(wp ...wp }-M(K- (2g-2)P) définit
1 n

un morphisme de ¥ dans le schéma de Picard Pic (%/S). D'aprés ce qui

précéde, ce morphisme est constant sur les fibres de f, et son image

est de torsion ; pour un entier { convenable, il définit donc une sec=

i

tion durevétement SR-——ﬁ S formé des points d'ordre % de Pic (€/S).

Prenons maintenant pour S le schéma de Hilbert des courbes de gen-

re g tricanoniques dans ESg_G (de sorte que le quotient S/PGL(5g-5)
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est 1'espace des modulesﬁg), et pour % la courbe universelle. Alors Sy,
est irréductible : en effet 8y /PGL(5g-5) est un quotient de 1'espace
de Teichmiller. Le revétement 5, S ne peut donc avoir une section
que pour %=1, ce qui prouve 1l'égalité S(wp ...Ww_ ) = M (K-{2g9-2)P)

dans J(C) pour toute courbe C et tout pointhEC.

b) Réduction & un calcul sur cP.

Nous calculons désormais dans J & §. On a

epl oFL oP2
S(wp...w ) = S((w —**"“)...w )+S(_~f (w ——')...w )y +
1 Pn Py Py’ Pp Pyt Py Py Py
pl Py Py epn
+ S {(/— ... (w -} +S (—, ... /)
] ! 1 1
P! b Pn p! P! p.!
9 1
Le cycle w - ET est homologiquement équivalent a zéro ;
i it

compte tenu de la prop.2, on trouve :

n Q‘Pi Pi
leo.p ! P = % S0 . (p.! -8
Py p.! 8 (wp wp ) - ( (pl wp

1 n i=1 i

) + s,

Pour démontrer la prop.3, il suffit donc de prouver que pour
tout p, 1'élément S 6P) de J @ @ est multiple rationnel de
K-(2g-2)P.

g ; notons simplement ¢ l'application

Fixons un entier positif p

<
upp de C(p) dans J. Soient m : Cp - C(p)l'application canonique,

et p=y9oT. On a dans CHg(J) 8@

P_ P x 0P
wg_p 0 (npxl). 8 Oy ¥ 0
_1 * % p _ 1 %, P
=01 Gl ¢ 0T = T e ;T

Reste a calculer p"e . On notera p; : c? > la i-ieme projection,

et Ai. le diviseur de CP formé des points (xl,...,xp) tels que Xi=xj'

LEMME 2. Posons D = K - [g-1-p)P. On a dans Pic(CP) £'égatite

* *
De—.ZPiD-.Z'Aij-
i i< j
DEMONSTRATION : Les deux expressions sont invariantes sous le groupe

symétrique@) ; d'aprés les théorémes du carré et du cube, il suffit

I

de vérifier 1'égalité du lemme aprés restriction a C x {xl}x X {xp_1
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pour tous points x ,...,xp_ de C. Posant A = X_+...+x - (p-1L)p,

1 1 1 p-1
on est ramené a démontrer dans Pic(C) 1'égalité
wh* T;\’e =D-Ix =K- (g-20- X,
1
qui est bien connue ([W 1], n° 41, th. 20), et facile : il suffit de la
vérifier pour A = x-y (X,y©C), auquel cas elle résulte aussitdt de

Riemann-Roch.

¢) _Le calcul.

I1 s'agit donc de prouver que chaque terme du développement de

px( z pf D - z Ai.)p est multiple rationnel (dans J & Q) de
i i<y M
K~ (2g-2)P. Nous décrirons un tel terme par un graphe I' = (A,S), c'est-

a-dire un ensemble d'arétes A, un ensemble de sommets S et une applica-
tion e de A dans l'ensemble des parties de S formées de un ou deux é1é-
ments. On prendra ici 8 = [1,p] ; & un tel graphe on associe le
cycle

t(I)y = . EEA Ae(a) ,
en posant par convention AS = p:D pour s €5 ; on a eIy €cad(c?),

P

avec g = Card(A). Il est clair que ( % pr - X A ) est combinai-

i i<y M
son linéaire & coefficients entiers de cycles t(I'), pour des graphes
I ayant p arétes.
Nous fixons dans ce qui suit un graphe T avec Card(A) = p, tel

que t(I') soit non nul. Pour toute partie I de S, on note Py la projec-

I . . :
tion de CS sur C, et SI : C —> CI 1'application diagonale.

LEMME 3. Poun ftoute composante connexe T (Aa,Sa) de T, ona
Cad (A ) = Cand(S ].
a o

DEMONSTRATION : Pour aEEAa, le diviseurSAe(a) est 1'image réciproque
par la projection ps d'un diviseur sur C & ; par conséguent le cycle
I Ae(a) est 1'image réciproque d'un cycle non nul sur ¢ %, de codi-
a(EAa . Sa
mension Card(Aa). Oon a donc Card(Au) < dim(C 7) = Card(sy) .
Comme

p=2 Card(Aa) <X Card(Sa) = p,
o o
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on a Card(Au) = Card(su) pour tout O .

Soit n un entier > 1. On dit qu'un graphe I' = (A,S) est un circuit
de longueur n si on peut écrire A = {al,...,an}, S = {sl,...,sn} de
fagon que efa;) = {si’si+l} pour tout 1 €< i < n-1, et efa) = {sn,sl}.
LEMME 4. Soft T'' = (B,T) un cirewit de Longuewr n. On a

b 4
') = prlép) g £, avec E = -Ksin22et £ = 0.

DEMONSTRATION : Le cas n=1 étant évident, on peut supposer n > 2 ;
. . n, n . c.
il s'agit de prouver dans CH (C ) 1l'égalité

_ N i n . . .
A12"'An—l,n An,l = 6xK' ol § : C — C est l'application diagonale.

On a

A e A = 6*1 et 6*1 .An 1

[

_ %
= ax(s An’l) .

Or An 1 est 1l'image réciprogque par Py " - C2 de la diagonale
14 ’

de CxC : par suite 6* An est l'autointersection de la diagonale dans

1
’
CxC, c'est-a-dire -K.

LEMME 5. Soient 1 C s, L€1, jE€8-TetJ=1U {f}. Pour tout
diviseun E sun C, on a

(P18 4B) - b= P8 E

Il suffit de le démontrer lorsque E est réduit & un point ;

la vérification est alors immédiate.

Nous pouvons maintenant calculer t (). soit Fq = (Aq,sq) une com—
posante de ' . C'est un graphe connexe de genre 1, c'est-a-dire réu-
nion d'un circuit et d'arbres disjoints, rencontrant chacun le circuit
en un point. Il résulte aussitdt des lemmes 4 et 5 qu'on a

P
e(T) =pg (8
o

E . Par équent
SOC)x n ar conséqu

*
t(T =1 p (8. ), E_,
x O
o Sy Sq
ou Ea est égal 4 D si le graphe Fu contient une aré&te & une seule
extrémité et & -K dans le cas contraire.

on a alors

= - = i
p, (I % mu(Eu (deg Ea)'P)’ avec m, Card(sa). deg (E

o

*



en effet, pour vérifier cette formule, on peut supposer que tous les
E, sont réduits a un point, auquel cas c'est immédiat. Compte tenu de

la valeur des Ea’ on trouve
Py t(ly =M (K - (2g-2)P, avec M =1+ m, €z,

Ceci achéve de prouver la proposition 3, donc le théoréme 3.
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