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Introduction

La géométrie de 1l'hypersurface cubique de dimension 3 a été éluci-
dée par Clemens et Griffiths {c-G] 3 citons, parmi les résultats les plus
frappants, le théoreme de Torelli et le fait que la cubique n'est pas ration-
nelle (une partie des résultats de (c-G] avait été obtenue indépendamment par
Tjurin [T2]). Clemens et Griffiths utilisaient des arguments délicats de
dégénérescence ; Mumford a observé qu'on peut déduire l'irrationalité de la

cubique de la théorie des variétés de Prym.

Nous donnons ici une approche différente des résultats de Lc-al,
basée également sur les variétés de Prym. Cette approche est moins générale,
mais peut-étre plus simple ; elle est entierement algébrique et valable en
toute caractéristique différente de deux. De maniére précise, le résultat

essentiel de cet exposé est le théoreme suivant

Théoreme

Soient X une hypersurface cubique lisse dansﬁP4 et ® un_diviseur

théta de sa jacobienne intermédiaire. Alors © a un seul point singulier, qui

est un point triple ; le cone tangent a @ en ce point est isomorphe au cone

affine de base X.

De ce théoreme résultent immédiatement le théoreme de Torelli

et (moins immédiatement) 1l'irrationalité de X. Cet énoncé est certainement
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bien connu des experts ; cependant il ne figure pas, a ma connaissance, dans

la littérature (voir {T2] pour une approximation).

La démonstration comporte deux parties. On déduit d'abord l'unicité
de la singularité (83) de la description (due a Mumford) des singularités du
diviseur théta d'une variété de Prym. La structure de cette singularité
résulte assez aisément d'un des points clés de [C-Gl], la paramétrisation de
® par les différences de droites (85) ; celle-ci est établie en interpré-
tant en termes de variétés de Prym la "surface de Fano', c'est-a-dire la

variété des droites contenues dans X (34).

Les deux premiers paragraphes contiennent les préliminaires néces-

saires sur les variétés de Prym et l'hypersurface cubigue.

Toutes les variétés considérées sont définies sur un corps k

algébriquement clos de caractéristique # 2.

§ 1 VARIETES DE PRYM

On rappelle dans ce paragraphe les résultats sur les variétés de
Prym qui seront utilisés dans la suite, renvoyant a (Ml pour les démonstra-

tions.

8i ' est une courbe lisse, on note Jd T'y pour d €7Z, la variété
des classes de diviseurs de degré d sur [’y modulo équivalence linéaire ;
elle est isomorphe (non canoniquement) a la jacobienne JU = J°T. Si D est

un diviseur de degré d sur I', on note {p] 1a classe de D dans Jdr-

Soient C une courbe lisse de genre g, 1 : C—5C un revetement
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double étale connexe. La courbe T est de genre § = 2g -1. Soit o 1'involution
de E qui échange les deux feuillets du revéetement m ; on notera encore g
1'endomorphisme induit sur Pic(C). L'application d'image directe

Ty ¢ Div(€C)——3Div(C) induit un homomorphisme N : Pie(C)——3Pic(C).

(P.1) Posons P = (1-0) (JC) = (Ker N)o ; c'est une variété abélienne de

dimension g-1, isomorphe a JC/m* JC. On dit que P est la variété de Prym

associée a (C,C).

(P.2) Le groupe Ker(N) a deux composantes connexes, P0 et P1, contenues

dans JC, avec Po =P 3 on a Pi = (1-0a) (JIE) pour i = 0,1.

(P.3) Soit D un diviseur de degré d sur C 3 il résulte de (P.2) que

-1 P L. D D D~ . s

N "((p]) est réunion de deux sous-variétés Po et P1 de J° C (isomorphes a P).
Si [3] € PE et si A est un diviseur sur E, la classe de D + A - oA appartient

a P?, avec i = deg(A) (mod 2).

(P.4) Prenons D = K. On peut alors numéroter les deux composantes Pf de
fagon que, pour {p] € N_l(K), on ait
K [} = .
(0] € P, &=1"(D) = i (mod 2)

.. oK . .
Il est commode de considérer au lieu de P la variété Po’ qui lui est

isomorphe, et qu'on notera P¥. On a donc ensemblistement
Pt - {[p]egtlT | e D = K et h®(D) pair}

(P.5) Soit @ le diviseur de P formé des classes de diviseurs effectifs,
c'est-a-dire @% = {{p] € Jg_1 c | m, D =K et h° (D) pair = 2}. Lorsqu'on
identifie P* a P par translation, le diviseur g% définit une polarisation

principale sur P. Dans la suite on munira toujours P de cette polarisation.

ox - T-1 . o .
Soit @ le diviseur de J& C formé des classes de diviseurs effectifs
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(diviseur théta de Riemann) ; on a l'égalité entre diviseurs leP* = 2 @k,

(P.s6) L'égalité précédente permet de calculer les singularités de ©%.
Un point [D] de @% est singulier dans 1'un des deux cas suivants :

a) L'espace tangent a P* en [p] est contenu dans le cone tangent en
(ol 3 B;

b) (D] est un point singulier de multiplicité 2 4 de éj.

A 1'aide du théoréme de Riemann-Kempf, ces situations se traduisent
comme suit
a) On a D=7n* M + E, on |M| est un systéme linéaire mobile sur C et E

un diviseur effectif sur C, tel que m, E € ]K—ZMI 3

b) On a w°(D) = 4.

Les singularités du type a) sont dites spéciales ; elles n'apparais-
sent pas lorsque la courbe C est générique. Les singularités du type b),qui
apparaissent sur toutes les variétés de Prym de dimension 2 9, seront dites

(suivant Tjurin) stables.

§ 2 LA VARIETE DE PRYM ASSOCIEE A IL'HYPERSURFACE CUBIQUE

. P . . R 4 s s
On fixe désormais une hypersurface cubique lisse X CTP , ainsi

gu'une droite £ € X.Nous ferons sur £ 1'hypothése de position générale suivante:

Pour toute droite f © X rencontrant £, le plan < 4, f > découpe sur

X trois droites distinctes.

I1 n'est pas difficile de montrer qu'une droite générique de X vérifie

cette condition (cf.[C-G] ou [Mu1l).

Soit X, la variété obtenue en éclatant % dans X. La projection de
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centre £ définit un morphisme p : Xl____ele, dont les fibres sont des coni-
ques ; 1'hypothése de position générale entraine que ces coniques sont lisses
ou réunion de deux droites distinctes. On en déduit facilement (cf.[B1l,ch.1)
que 1l'ensemble des points t deiPz tels que la conique p_l(t) soit dégénérée
est une courbe lisse C. Soit E la variété des droites contenues dans X et
incidentes a £ ; la projection p définit un morphisme © : E.____5C, qui est
un revetement double étale (nous verrons plus loin que E est connexe).
L'involution ¢ associe a une droite f de E la droite résiduelle de l'inter-

section < £4,f > N X.

Proposition 1 (Mumford)

. . . P , s o s
La jacobienne intermédiaire” JX est isomorphe (comme variété

abélienne principalement polarisée) a la variété de Prym P associée a (C,C).

Nous nous contenterons d'indiquer la définition de 1'isomorphisme

u: P_____JX, renvoyant a (73] ou [B1] pour une démonstration complete.

~
Puisque C parametre une famille de courbes sur X, il existe une

application d'Abel-Jacobi a : €5 JX (définie 2 translation prés), d'ol

un homomorphisme a : JC_____ﬁJX. Comme la famille des fibres de p est paramé-
trée parimz, 1'application d'Abel-Jacobi qui lui correspond est constante ;

ceci entraline que a est nul sur n¥ JC. On en déduit que a se factorise en

a JE i-o s P u >JX H

u est 1l'homomorphisme cherché.

1 8i k £ €, JX sera par définition le groupe des cycles de dimension 1 sur

X algébriquement équivalents a zéro modulo équivalence rationnelle, muni de
la structure de variété abélienne principalement polarisée définie dans [(Mu3]

ou [B1],ch.3.
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Dans le reste de ce paragraphe, on va établir gquelques propriétés

des courbes C et C.

(i) La courbe C est une courbe plane lisse de degré 5. On a vu que C est

lisse ; son degré est le nombre d'intersection C.d, o d est une droite de
P, Lorsque d est assez générale, la surface cubique p_1(d) est lisse ;
dans une telle surface, il y a dix droites rencontrant une droite donnée,
réparties en cing paires de droites concourantes (représenter la surface

comme un plan projectif éclaté en 6 points), donc C est de degré 5.

(ii) La courbe C est connexe ; elle admet un pinceau |L| sans point base,

de degre 5, tel que Ty L = H.

Considérons en effet l'application g : E.____?ﬂ qui associe a
une droite de E son point d'intersection avec £. L'hypothese de position
générale entraine que g est un morphisme fini de degré 5 {par un point x de
£, i1 passe 5 droites de X distinctes de £). Si la courbe T n'est pas
connexe, elle est réunion de deux courbes isomorphes a C, et la restriction
de g & 1'une de ces courbes est de degré < 2 : ceci entralne gque C est ration-

nelle ou hyperelliptique, d'ou une contradiction.

Soit x € 4 ; posons L = g*{x]. Le systéme L] est un pinceau sans
point base ; le diviseur m,L est découpé sur C par la projection de 1'hyper-

plan tangent en x 4 X, donc m, L = H.

*

Notons que (i) et (ii) impliquent dim(JX) = g(C)-1 = 5.

Nous noterons H le diviseur (de degré 5) découpé sur C par une

droite de IP2.
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(iii) Soit ,Dl un systeme linéaire mobile sur C, de degré < 5. On a alors

D=H-pouD=H-p+ g, avec p,q dans C.

Supposons deg(D) = 5 ; par Riemann-Roch, les coniques passant par

D doivent former un pinceau, ce gqui impose que 4 des points de D sont alignés,

c'est-a-dire D H - p+ q- I1 en résulte aussitdt gque tout gi sur C est de

la forme lH—pl pour p € C, et que C n'admet pas de g; .

Notons 7 1'élément d'ordre deux de JC associé au revétement m, de

sorte qu'on a Ty OE = OC @ Gc(ﬂ).

(iv) On a ho(C,H+ﬂ) 1 et ho(C,n*H) = 4. En particulier, la classe de n¥%H

~

dans J10 E appartient a P¥.

On a
Ty e OC(H) E Ob(H) ® Ty OE 2 OC(H) 5] Ob(H+ﬂ)
d'ou 1 (C,m*H) = h°(C,H) + h°(C,H+M) ;

les deux égalités énoncées sont donc équivalentes.

On a ho(C,H+ﬂ) < 1 : en effet dans le cas contraire, on aurait
dtapres (iii) 1 = p - ¢ (p»q € C), d'olu 2p = 2q, et C serait hyperelliptique.
I1 suffit donc de prouver l'inégalité h%(n#¥H) 2 4. Puisque H = Tyl (ef.(ii}},
on a ¥ H =1L + oL. Soient s,t deux sections de OE(L) dont les diviseurs

n'ont pas de point commun ; on a une suite exacte

0————-————)OE(GL—L)_—iii:fl—QOE(GL)2———15132-9C%(GL+L) 0
d'6u 1'on déduit

h%(n¥H) = h°(L+oL) 2 2n°(oL) = 4,

. bl . .
ce qui acheve la démonstration.
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(v) Soit D un diviseur sur C tel que h°(D) = 2 et meD = H. On a alors

D=L oub= oL.

Le systéme linéaire |n*H|, qui est sans point base, définit un
morphisme j : E____%Pz, génériquement injectif. La relation n¥®H = D+oD
signifie alors que j(T) est contenue dans une quadrique Q, CZPB, les deux
systemes de génératrices (éventuellement confondus) de QD découpant sur
j(E) la partie mobile des systemes |D| et |ob|. Puisque la courbe j(E) est
de degré 10, elle est contenue dans une quadrique au plus ; on a donc

QD = QL et, puisque ILI est sans point base, IDl = |L| ou IdLl.

§ 3 SINGULARITES DU DIVISEUR ©

Proposition 2 :

Le diviseur @gg JX a un seul point singulier.

En particulier, @ est normal et irréductible.

En vertu de la prop. 1, il revient au méme de considérer un diviseur
theta de P, ou encore le diviseur Q1 de P¥(P.5) ; nous allons montrer que
celui-ci a un seul point singulier, a savoir [m*H]. D'aprés (P.6), il y a
deux types de singularités a étudier.

a) Singularités spéciales : Compte tenu du $2,(iii), les singularités

spéciales de @% correspondent aux diviseurs n#(H-p) + E, avec p € C et

Ty E = 2p, tels que h®(*(H~p)+E) soit pair. Si ) = {pyr P}y les divi-
seurs possibles sont n¥H et n¥H + p; - 9B, (i = 1,2). Or [n#H] appartient a
Pt (82, (iv)), donc [n¥*H + P, - dpi] n'appartient pas a P¢(P.3) : ainsi la
seule singularité de ce type correspond au point Conl.

b) Singularités stables : Soit (D] un élément de P#* tel que h°(p) = 4 ;

il s'agit de prouver D = n¥# H. Soient s,t deux sections de OE(L) dont les

diviseurs n'ont pas de point commun (cf.82,(ii)) ; on a une suite exacte

o yorm-ut® 4e.mP B emay o,
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d'olt 1'on déduit :
n%(p-L) + n°(psL) = 2 1°(D) = 8.
Dtautre part, on obtient par Riemann-Roch
h®(p+L) = h°(K-D-L) + 5 = h%(aD-L) + 5 = h%°(D-oL) + 5,

d'ou finalement h(D-L) + h®(D-oL) 2 3.

Aingi 1l'un des systémes lD—L[ ou ]D—GLI est un pinceau se proje-~
tant dans |H|, donc est égal a IL] ou a |on] (§2,(v)). Par conséquent D est
linéairement équivalent a w*H, 2L ou 20L. Mais 2L = n¥H + (L-oL) et

20L = mi*H + (oL-L) n'appartiennent pas a P¥ (P.3), donc D = n¥H.

Corollaire : La variété X n'est pas rationnelle.

En effet la jacobienne intermédiaire d'une variété rationnelle est
isomorphe a la jacobienne d'une courbe ou a un produit de telles jacobiennes
({c-al1,83), ce qui entraine que le lieu singulier du diviseur théta est de
codimension < 4. Puisque dim(JX) = 3, la prop. 2 montre que X n'est pas

rationnelle.

§ 4 LA SURFACE DE FANO

Un réle fondamental dans 1'étude de JX est joué par la surface de
Fano F, c'est-a-dire la variété des droites contenues dans X. C'est une

surface lisse et connexe : la lissité et 1l'assertion sur la dimension

résultent, via la théorie des déformations, d'un calcul facile de fibré nor-
mal, cf.[C-G]. On déduit la connexité de F de celle de € (§2,(ii)) et du
fait que C rencontre toute courbe tracée sur F (puisque £ rencontre tout

diviseur de X).



199

Notre but dans ce paragraphe est d'interpréter la surface F en
termes du revétement m : E_____,c.
La projection de centre 4 détermine un morphisme q':F—{z}____qig-

sF 1'éclatement du point £ de F ; on vérifie sans peine

Notons € : F,
que gq' se prolonge en un morphisme q : FL____§ﬁ2.

Soit f une droite assez générale de F, de sorte que l'hyperplan
engendré par 4 et f coupe X suivant une surface lisse Zf- Congidérons 1'en-
semble D(f) des droites de E qui sont incidentes a f. La surface cubique
Zf contient 5 paires de droites de E coplanaires, correspondant aux 5 coniques
dégénérées au-dessus des 5 points de p(f) N C ; dans chacune de ces paires,
une et une seule des deux droites rencontre f. Autrement dit, 1'image directe
par © du diviseur D(r) < © est le diviseur découpé sur C par la droite q(f).

~(5)

Soit S la sous-variété de C formée des diviseurs effectifs D

tels que w, D = H. Il résulte de ce qui précede que l'application f___§D(f)

définit une application rationnelle D : Fl' - - 38, rendant commutatif le
diagramme
D
F£ ————— 7 S
\;\N The
v v
= |H|

I1 résulte de (P.3) que S est réunion disjointe de deux sous-
variétés S0 et Sl’ échangées par o (avec les notations de (P.3), un diviseur
effectif D sur < appartient a Si si et seulement si [D] € P?)- Nous noterons
par convention S0 celle de ces deux sous-variétés qui contient D(Fz). Si
Do € So’ 1'application D_____9CD—DOJ de S dans JE induit une application
$ . So_____9P, qui ne dépend du choix de Do que par une translation.

Nous noterons a : F_____3JX 1'application d'Abel-Jacobi de F

(définie a translation preés), et u : P _3JX 1'isomorphisme de la prop. 1.
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Proposition 3 :

L'application D : Fz_____)so est un isomorphisme. Le diagramme

D
Fz_—>so

aoE —p

hd
JX¢—— P
u

est commutatif a translation prés-

Rappelons ici la démonstration de [B2] : la surface S est normale
(cela résulte d'une étude locale due a Welters, cf-EBZJ, §2) 3 le morphisme
Ty est fini, de degreé % 25 = 16 ; le morphisme q est fini (2 cause de 1'hypo-
these de position générale sur 4), et son degré est égal au nombre de droites
de I, ne rencontrant pas £, clest-a-dire 27 - 10 - 1 = 16.

Pour prouver la premiere assertion, il suffit donc de montrer que
D est génériquement injectif, c'est-a-dire que les seules droites incidegtes
aux 5 droites de D(f) (pour f assez générale) sont £ et f. Posons D(f):i§1fi 3
on peut trouver un morphisme ¢ : Zf____§P2, éclatement de 6 points pi":"pG
de'!’2 en position générale,qui contracte fi sur p; pour 1 < i< 4 et trans-~
forme f, en la droite < Pys Py > (on obtient & en projetant Zf sur £ x f,
puis 4 x f sur B° par projection stéréographigue). Il est clair sur cette
représentation qu'il n'y a que deux droites de Zf incidentes a f1,...,f5,
a savoir les transformés des coniques passant par PEEERED ) et 1'un des
points P5 Ou Pg-

I1 reste a vérifier que, pour une droite générique f de F, on a

3 une constante pres
a(f) = - u o $(D(£))

ou encore

20(f) + 2 uo $(p(r)) = cte §
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vu la définition de u (prop.1), il s'agit de prouver que 1'élément

20(f) + ? a(fi) de JX est indépendant de f. Or calculons dans Pic(zf)

l'élémeni 2f + ? fi 3 utilisons le morphisme € : Ef____aﬂg considéré plus
haut, en posant & (pi) = e, (1 1i<86), en notant h la classe dans Pic(zf)
d'une section hyperplane et d celle de ¢it qu(l). On a f. = e, pour 1si<4;
f. =d-e. - e, ; et(par exemple) f = 2d - I e, et £ =2d - T e - On a

5 5 6 i£5 i i£6
donc

2 + 2f + Z f., = 9d - 3 Z e, = 3h.
. i - 3
1 J
On en déduit que le cycle 2f + T T, est linéairement équivalent a 3h-24 dans

i
Pic(Zf), donc aussi dans JX, ce qui achéve la démonstration de la proposition.

Corollaire :

L'application d'Abel-Jacobi o : F >JX est un plongement.

Démonstration :

Si D€ So, la fibre 5—1($(D)) s'identifie au systeme linéaire In|.
On déduit alors du §2,(v) que 5 contracte une droite sur un point, et est un
plongement en dehors de cette droite. Il résulte alors de la proposition que
a est un plongement.

Remarque : Par spécialisation, il est facile de décrire D(f) lorsque la
droite f rencontre £ en un point x. En effet, les droites de F incidentes a

£ et f sont d'une part les 4 droites de F passant par x distinctes de £ et f,
et d'autre part la droite conjuguée de f par 1'involution ¢. On a donc

D(f) = L - f + of. Autrement dit, la restriction & : E.____;So de D associe

a un point x de € l'unique diviseur effectif de |L+ax—x]- Ceci prouve en

particulier que ]LI est contenu dans 51 (et |GLI dans So)-

Un autre point clé est le calcul de l'application tangente a a.

Soit T 1l'espace tangent a ltorigine de JX ; 1'espace tangent de JX en un
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point quelconque est canoniquement isomorphe a T. Pour tout f dans F, 1'ap-

plication Tf(a) : Tf(F) >T a pour image un sous-espace vectoriel de
dimension 2 de T.

Proposition 4 ('"théoreme du fibré tangent')

I1 existe un isomorphisme de P(T) sur.]P4 tel que pour f € F, 1"

image dans P(T) de T (a) s'identifie & la droite f CF".

En d'autres termes, considérons sur F le fibré en droites projec~-

tives universel
N ={ (x,2) € XxF | x € 4} H

alors N s'identifie au fibré projectif tangent a F, de fagon que 1'applica-
tion de ce fibré dans IP(T) déduite de T(a) soit la premiere projection
Nyt

On peut déduire la prop.4 de la théorie des variétés de Prym, mais
la démonstration est assez compliquée; je préfére renvoyer le lecteur a [T1],
aux deux démonstrations de [C—GJ et surtout a celle de [A—K], qui est la

plus simple.

§ 5 LE CONE TANGENT DE @ AU POINT SINGULIER

Proposition 5 :

Soit & : F x F—___3JX 1l'application définie par &(x,y)=a(x)-a(y).

L'image de & est un diviseur théta de JX.

Démonstration :
Soit (x,y) € F x F. L'application tangente
: e - . .
x,y(é) Tx(F) Ty(F)_____aT est somme directe des applications Tx(a) et
-Ty(a) 3 il résulte aussitot de la prop. 4 que Tx y(i) est de rang 4 si (et
]

seulement si) x ¢t y ne se rencontrent pas. En particulier & est générique-

ment finie, et son image est un diviseur de JX.
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D'aprés la prop.3, on a un diagramme commutatif

DxD
FJZ X FE‘—'>so X SO
8o(e,e) l vy it
JX ¢ P 7P*
u t

ot ¥(A,B) = [A-B] w*¢(4,B) = [A + oB]
et ou t : P_____yP* est la translation par {ren].

I1 est clair que 1'image de ¥* est contenue dans @ ; ainsi 1'i-
mage de & est contenue dans un diviseur ®de JX, donc lui est égale puisque
© est irréductible (prop.2).

Remarques

1) Contrairement a o qui n'est définie qu'a translation pres, 1!
application ? est canonique. On note dans la suite ® son image ; c'est un
diviseur théta bien déterminé de JX (il correspond par 1'isomorphisme t o u_1
au diviseur @% de Pit).

2) Soient s,t deux droites générales dans F, de sorte que 1'hyper-
plan engendré par s et t coupe X suivant une surface lisse Z. Soient fl""’fs
les 5 droites de F incidentes & s et t ; notons ti (resp.si) la droite rési-
duelle d'intersection du plan < s, £, > (resp. < t, £, >) avec X. On a alors

dans Pic(Z)

{h désignant la classe d'une section hyperplane), d'ou s-t = s,-t,- On a par
conséquent ¥(s,t) = Q(si,ti) pour 1 < i €5 ; ainsi 1'application
¢ : FxF_ 5@est de degré = 6.

Nous allons voir que $ est en fait de degré 6, de sorte que la
fibre @_1(@(s,t)) se compose de (s,t) et des cing paires (si,ti). La confi-
guration formée par les droites (s,sl,...,ss s ts ti,...,ts) de £ est appelée

classiquement un "double six".
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Proposition 6 :

Le diviseur @ admet & 1'origine un point triple ; lorsqu'on iden-

tifie PP(T) é}P4 par 1'isomorphisme de laprop.4, la projectivisation du cone

tangent a @ en 0 est égale é_x.
Démonstration :

Considérons le morphisme & : F x F______ 3y JX. Puisque a est un
plongement (corollaire a la prop.3), la fibre 5-1(0) est la diagonale 4 de
F x F. Notons ﬁz, 65 et 3 les variétés obtenues en éclatant & dans F x F, 0 dan
@ ot O dans JX respectivement ; soient N, K et IP(T) les diviseurs exception-
nels correspondants. Puisque 571(0) = 4, on déduit de & un morphisme
a

A2 . . N .
§ : F ] qui se factorise a travers ®, donnant lieu a un diagramme

commutatif

Tz yOc 5 IX
#2 L bc L3

U U U

N y Ke y P(T)

On a par conséquent %(N) = K. Or N est le fibré projectif tangent a F et
K CP(T) est la projectivisation du cone tangent a ® en 0 ; l'application
N__ 3 P(T) induite par 3 est l'application projective associée a T(a).
Identifions P(T) & P* par l'isomorphisme de la prop.4 ; alors 8(N) est réunion
des droites contenues dans X {(prop.4), de sorte que K coincide ensembliste-
ment avec X. 1

I1 reste a prouver que K est réduit. Rappelons (prop.4) que N
s'identifie au fibré en droites projectives universel sur F, de fagon que
1l'application N____yI(T) induite par § soit la projection canonique ; en

A
particulier, & est non ramifié de degré 6 au point générique T de N.

~

~ " ~ -
Soient n :®@.____3y®1la normalisation de © et K = n 1(K), de sorte que

Ceci suffit pour prouver le théoreéme de Torelli.
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A
s s * . .
% et sa restriction a N se factorisent comme suit

A2 g ~ n A P
>0 ———O——J
v U U Y
N 3K K < — P(T)
Y Y

Alors g est non ramifié en 7, donc étale puisque éSest normal ;
on a deg(®) = deg(g) = deg(y) < deg(vy) = 6.

Puisque deg(®) 2 6 (remarque 2), on en déduit deg(®) = 6 et
deg(v) = 1. D'autre part on a Be(T)) - N, dtou gt K =N ; comme © est
normal, ceci entraine que le diviseur ; est réduit. Notons A (resp-z) 1
anneau local de é)(resp- ES) au point générique de K (resp.K), et m (resp.m)
son idéal maximal ; soit % une équation de K dans A. Alors I est un anneau

rY . -~ . ) I3 . -
de valuation discrete, et m en est une uniformisante (pulsque le diviseur

v K est réduit) ; de plus, comme deg(v) = 1, l'extension A/M__JA/Mm est

un isomorphisme. Ces propriétés entrainent A = A : en effet on an € m, d'ou
m A=mA=T; on en déduit que 1'application A/m __, A/MA déduite de 1'

injection A.__gz est bijective, et on conclut a 1'aide du lemme de Nakayama.
Par suite K est génériquement réduit, donc réduit puisque c'est une hyper-
surface, ce qui acheve la démonstration.

Des propositions 2 et 6 résulte le théoreme énoncé dans 1'intro-
duction :
Théoreme :

Un diviseur théta de JX admet un seul point singulier, qui est un

3 > -~ . . I3 s -~
point triple ; le cone tangent au diviseur en ce point est isomorphe au cone

affine de base X.
Corollaire ("théoreme de Torelli')

La jacobienne intermédiaire JX, munie de sa polarisation principale,

détermine la cubigue X.
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§ 6 COMPLEMENTS

D'autres résultats de [C-G] s'obtiennent facilement & 1'aide des
variétés de Prym.

ProEosition 7

La classe de cohomologie de la surface o(F) dans H6(JX) est

C)3
31!

(on note H¥(JX) la cohomologie entiére si k = €,f-adique sinon.)
On déduit cette proposition de la prop.3 et d'un calcul cohomolo-
gique, cf.EB2].

Proposition 8 :
L'application # : F x Py ® est génériquement finie de degré 6.

Nous avons déja obtenu ce résultat au cours de la démonstration
de la prop.6. Nous indiquerons ici assez rapidement deux autres démonstrations
possibles, qui n'utilisent pas le théoreme du fibré tangent.

2eme Démonstration :

I1 s'agit de montrer l'assertion analogue pour l'application
Wk S xS —3 @F. Notons que lorsqu'un diviseur E sur C est de la
forme & + 0B, avec A,B € So, le diviseur m, E € I2Hl correspond a une conique
dégénérée. Inversement, considérons un diviseur effectif E sur E tel que
Ty E soit découpé par une conique dégénérée ; on peut écrire E = A + B!,
avec A,B' dans S. Observons maintenant que ‘1’*(8i X Sj) est contenu dans P
si et seulement si i £ j (puisque [n*H] € P*) ; on peut donc supposer
A€ So, B! € Si’ d'ou E = A + 0B, avec 4,B € So- De plus cette écriture est
unigue si la conique dégénérée est de rang 2 et si son sommet n'est pas situé
sur C.

Par conséquent la fibre (T%)—i(D), pour D assez général dans P¥,
s'identifie a l'ensemble des diviseurs E € IDI pour lesquels Ty, E est décou-
pé par une conique dégénérée. Or le systeme nﬁlDl c I2H| est découpé sur C

par un pinceau quadratiques de conigues défini par une équation de la forme
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2 2
A%p + Aug + p°r = 0, avec (A:qn) ep! et p: q» r € HOGP2, Qb(z)). Un tel pin-
ceau, s'il contient une conique lisse, admet 6 coniques dégénérées (définies

par 1'équation det (sz + Anq + uzr) =0 sur'ml), d'ou le résultat.

. P .
3eme Démonstration :

En utilisant la prop. 7, on a dans Hz(JX)
3 3

© ©

= = == i =

By 1 = (degd) @ =T 3

ou ¥ désigne le produit de Pontrjagin dans H¥(JX).

Par déformation, il suffit de calculer ce produit pour la jacobien-

3
Q

2 -
ne d'une courbe I' de genre 5. Dans ce cas =y est la classe de @(r( )), ou

3¢
2 N .
9 F( )_____>JT est 1'application canonique (définie a translation pres).

Considérons 1'application E : r(z) X T(z)____g JI définie par E(A,B)=P(A)+P(B);

son image est un diviseur théta de JI, et on a donc
3
g - E - 2w g
1 = (deg %) @ = 5T 37

d'ou deg & = deg E = (g) - 6.

Proposition 9

L'application ALb(F) JX déduite de l'application d'Abel-Jacobi
- application -— PP,

a : F— 3 JX est un isomorphisme.

Démonstration (d'apres [Mu3])

Nous admettons ici 1l'égalité q(F) = 5, déja connue de Fano, pour
laquelle on peut renvoyer par exemple a (a-x].

Compte tenu de la prop.3, il stagit de montrer que l'application
a : Alb(So)____aiP déduite de 5 : So_n___;P est un isomorphisme. Considérons
1'application & : E_____aso qui associe a x € E 1'unique diviseur de [L+ox-x

(cf. $§4, remarque) ; soit d : JC

}Aib(so) 1'homomorphisme correspondant.

On a ® o 6(x) = [0x—x+Cte], de sorte que 1'homomorphisme composé

Je_d yatm(s )2 4P
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est égal a o-1. Ceci entralne que a est surjectif, donc une isogénie (puis-

que q(So) = q(F) = 5) 3 de plus Ker (aod) = m¥#JC est connexe, donc Ker(a)

est connexe et a est un isomorphisme.
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