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L’approche géométrique du probléeme de Schottky

ARNAUD BEAUVILLE

1. Introduction. Le probléme de Schottky est la recherche de caractérisa-
tions des jacobiennes parmi toutes les variétés abéliennes. Plus précisément, soit
Ag (= Hy/ Sp(2g, Z)) 'espace des modules des variétés abéliennes principalement
polarisées (complexes) de dimension g. Les jacobiennes forment une sous-variété
Jg de Ay, et il s’agit de trouver des équations de J, (ou plutot de son adhérence

Jg) dans A4,.

Ce probleme a d’abord été étudié d'un point de vue analytique: on cherche
& écrire des équations explicites de J, dans A,, définies par des formes modu-
laires sur H; par exemple des polynémes en les théta-constantes 6["'](0,7). Le
premier résultat dans cette direction est dit & Schottky [S], qui mit en évidence
une équation simple satisfaite par les théta-constantes d'une jacobienne en genre
4. Le fait que cette équation caractérise les jacobiennes n’a été prouvé que
récemment par Igusa ([I], cf. aussi [F]).

Vingt ans plus tard, en utilisant les variétés de Prym, Schottky et Jung
donnérent un procédé systématique pour écrire des polyndomes en les théta-
constantes s’annulant sur J,, & partir d’identités satisfaites par les théta-
constantes générales [S-J]. Van Geemen a démontré que J, est une composante
irréductible de la sous-variété de A, définie par ces équations [vG|. Malheureuse-
ment on ne sait pas écrire explicitement 1’ensemble de ces équations.

Dans cet exposé je vais considérer I'approche géométrique de ce probléme.
Ici il s’agit avant tout d’obtenir des caractérisations géométriques des jacobi-
ennes, conduisant si possible & des équations plus ou moins explicites. Avant
d’entrer dans le sujet, je voudrais mentionner que ce type de caractérisations
a des applications & d’autres domaines de la géométrie algébrique, par exemple
aux questions de rationalité. Soit en effet X unec variété projective et lisse de
dimension 3, satisfaisant & H9(X, (%) = 0. On associe & X une variété abélienne
principalement polarisée, la jacobienne interrédiaire J X si celle-ci n’appartient
pas a 79, la variété X ne peut étre rationnelle (critére de Clemens-Griffiths
[C-G]). On déduit de ce critére de nombreux exemples de variétés unirationnelles
non rationnelles (cf. [B2]), et aussi un exemple de variété non rationnelle dont
le produit avec un espace projectif est rationnel [B-CT-S-SD].
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2. Singularités du diviseur 6. Une application facile du théoréme de Rie-
mann montre qu’une jacobienne (JC, 8) de dimension g satisfait & dim Sing © >
g — 4. Désignons par Nk(g), ou simplement N, la sous-variété de A, formée des
(A, 8) tels que dimSing ©® > k; Andreotti et Mayer ont prouvé que J, est une
composante irréductible de N;—4 [A-M)]. Ils donnent également un procédé pour
écrire des équations de N;_4 en termes des théta-constantes et de leurs dérivées
secondes.

L’ensemble N;_4 a d’autres composantes que les jacobiennes; une détermina-
tion compléte de ces composantes serait fort utile (cf. §3). J’avais décrit ces
composantes en genre 4 et 5, grace au fait que les éléments de A4 et As sont
des variétés de Prym [B1]. Cette description a été simplifiée par Donagi &
’aide de sa “construction tétragonale” [Do!, puis étendue par Debarre [D1].
Debarre observe qu'il existe un moyen simple d’obtenir des éléments de N;_4:
on part de deux variétés abéliennes A;, Az, munies de polarisations de degré
2; la polarisation produit sur A; x Az se descend en une polarisation principale
sur (A; x A2)/K, ou K est un sous-groupe de A; x A2 convenablement choisi,
isomorphe a (Z/2)%. Si dimA; =t, dim A; = g — ¢, on obtient ainsi une sous-
variété irréductible de 4,4, notée At(,zg)_t; pour 2 <t < g/2, c’est une composante
de .Ng_4.

Debarre définit encore deux autres composantes de N;_4, appelées &, ¢ et
&s,1, et formées de variétés de Prym (on a &,; C ﬂ{?g_l). 11 montre que toute
variété de Prym irréductible appartenant & N,_4 est dans ’une des composantes

3. Réductibilité de 6 N B, et trisécantes. Cette approche remonte 3
l'article [We], ou A. Weil observe que pour une jacobienne (JC,©) et pour
p,q € C, l'intersection © N O,_, est réductible; plus précisément, on a

quels que soient les points distincts p, g, r, s de C. Ceci conduit & considérer, pour
une variété abélienne principalement polarisée quelconque (A, 8), les conditions
suivantes:

(i) Il existe un élément non nul a de A tel que © NO, ne soit pas intégre.

(ii) Il eziste des éléments distincts non nuls a, z, y de A tels qu’on ait
(schématiquement) 6 N6, C B, UB,.

(iii) Il existe a, 7, y comme ci-dessus, et des scalaires \, p, v non tous nuls,
tels qu’on ait identité!

M(2)0(z—z—y)+pb(z—a)f(z+a—z—y)+vl(z—2z)0(2—y) =0.

Soit ¢: A — P le morphisme associé au systéme linéaire |26|; son image
est la variété de Kummer K(A4,©), isomorphe 4 A/{+1} lorsque (A, ©) est
irréductible. A cause de la formule d’addition de Riemann, la condition (iii) se

1 faut modifier légérement cette condition lorsque a = z + y.
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traduit géométriquement comme suit: pour tout ¢ € A tel que 2¢ = z + y, les
points 1(¢), ¥(¢ — a) et ¥(¢ — ) de PV sont alignés; autrement dit,

(iv) La variété de Kummer K(A,8) admet une trisécante.

11 est facile de voir que les conditions (ii) & (iv) sont équivalentes, et entrainent
(i). Ces conditions sont en fait étroitement reliées & la condition d’Andreotti-
Mayer:

THEOREME [B-D1|. (1) Les conditions équivalentes (ii) d& (iv) entrainent
(A,B) € Ny—4 (c’est-d-dire dimSing® > g — 4);
(2) La condition (i) entraine (A,0) € Ny—q ou (4,0) € A7) _, (cf. §2).

Compte tenu du théoréme d’'Andreotti-Mayer, on obtient aussitot:

COROLLAIRE. J, est une composante de ’ensemble des (A,8) € A, vérifiant
l'une des conditions (i) a (iv).

Ainsi P’existence d’une trisécante pour K(A,8) entraine (4,8) € N;—4. 1l
est intéressant de tester les conditions (i) et (ii) sur les composantes de N;_4
décrites au §2. Pour toutes ces composantes sauf £;0, les variétés abéliennes
correspondantes possédent la propriété (i); par contre elles ne vérifient pas (ii),
au moins génériquement—a ’exception bien sir des jacobiennes. Ceci conduit
4 conjecturer que la condition (ii) caractérise les jacobiennes (conjecture de la
trisécante). Des résultats partiels ont été obtenus dans cette direction, d’abord
par Gunning [G], puis par Welters [W1, W2, W3|: ces auteurs caractérisent
les jacobiennes par ’existence d’une famille assez grande de trisécantes. Citons
par exemple le résultat de [W2]: si K(A,8) admet une famille de dimension
un de trisécantes et si dimSing® = g — 4, alors (A,0) est une jacobienne.
Mentionnons aussi une question voisine: 1’existence d’une sous-variété de A de
classe ©2/2 dans H%(A,Z) entraine-t-elle que (A,6) est une jacobienne? La
réponse n’est connue que pour g =4 [R].

Convenablement énoncées, les conditions (i) & (iv) ci-dessus gardent un sens
lorsque les points a, puis z, puis y deviennent infiniment proches de 0: si par
exemple a est un vecteur tangent & 1’origine, on définit © N6, par les équations
f = D,6 = 0. Le point ultime de cette spécialisation est la condition:

(ii") Il existe un vecteur non nul a € To(A), et deuz sections non nulles de
H®(© N 6,,0(8)) dont le produit (dans H°(6 N6,, 0(26))) est nul.

Lorsque (A,8) est irréductible, G. Welters a remarqué que cette condition
équivaut & dire que la fonction # satisfait une équation aux dérivées partielles
non linéaire, I’équation K —P. On voit ainsi facilement, en spécialisant I’inclusion
BNOBy_g C By_UB,_gq, que la fonction § d'une jacobienne satisfait a I'équation
K — P (cette propriété a été découverte par Fay). Inversement, toute variété
abélienne principalement polarisée irréductible satisfaisant & (ii’) est une jacobi-
enne: c’est la conjecture de Novikov, prouvée par Shiota [Sh]. En s’appuyant sur
les résultats de Gunning et Welters évoqués ci-dessus, Arbarello et De Concini
ont obtenu une démonstration géométrique de cette conjecture (cf. I’exposé
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d’Arbarello dans ce volume). La version infinitésimale de la conjecture de la
trisécante est donc démontrée.

Avant de quitter le probléme de Schottky usuel je voudrais mentionner ’article
[vG-vG], qui est 1ié & ce qui préceéde, et d’autre part I’approche tout-a-fait
différente qui s’appuie sur le fait que le diviseur © d'une jacobienne est double-
ment de translation; je renvoie & [L] pour un exposé complet de ce point de vue
classique.

4. Le probléme de Schottky pour les variétés de Prym. Soient C, C
deux surfaces de Riemann compactes, : C — C un revétement étale double, et o
I'involution correspondante de C. La vari€té de Prym (P, ©) associée & 7 est une
variété abélienne principalement polarisée définie comme suit [M]: P est I'image
de 'endomorphisme 1 — ¢* de JC, et on prouve qu'un translaté convenable du
diviseur théta de JC découpe sur P le diviseur 26.

Les variétés de Prym forment dans A, une sous-variété fermée irréductible 7,
de dimension 3g pour g > 5, contenant J, (il faut pour cela accepter les variétés
de Prym associées & des courbes stables définies dans [B1]). Apres les jacobi-
ennes, les variétés de Prym sont certainement les variétés abéliennes principale-
ment polarisées les mieux connues; il est naturel d’essayer de les caractériser, soit
par des équations dans Ay, soit par des propriétés géométriques. Je ne connais
pas d’équivalent a ’approche analytique évoquée au §1. Par contre I’approche
géométrique décrite aux §2 et 3 s’étend aux variétés de Prym,; le parallélisme est
d’ailleurs extrémement frappant, et reste pour moi assez mystérieux.

Soit (P, 8) une variété de Prym. La définition ci-dessus permet de décrire
assez précisément les singularités du diviseur 6 [M, B1]. Ou en déduit qu’on
a dimSing® > g — 6, avec égalité lorsque (P, 8) est assez générale et g > 6
[W4, D1]. Debarre vient de démontrer 1’équivalent du théoréme d’Andreotti-
Mayer [D2]: pour g > 7, P, est une composante irréductible de N,_g. D’autres
composantes de N,_g sont construites dans [D1].

D’autre part, pour p, g dans C, notons [p, g] 'élément p + ¢ — op — oq de P.
On déduit facilement de la description géométrique du diviseur © 'inclusion

en 9[?41] n 9[,,,,-] - 6[11-81 U elq,f]

pour p, g, r, s distincts dans C, avec op # ¢, r.

Ceci nous améne i considérer, pour une variété abélienne principalement
polarisée (A, ©), les conditions suivantes, calquées sur celles du §3, et qui sont
satisfaites pour les variétés de Prym:

(i) Il eziste des éléments distincts non nuls a, b de A tels que l'intersection
O N6, N, ne soit pas intégre.

(ii) Il existe des éléments distincts non nuls a, b, z, y de A tels qu’on ait
(schématiquement) N6, N, C B, U By.
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(iii) Il existe a, b, z, y comme ci-dessus, et des scalaires A, u, v, p non tous
nuls, tels qu’on ait lidentité? (en posant s = z + y):

M(2)0(z—8)+ud(z—a)i(z+a—s)+v8(z—b)0(z+b—3)+pl(z—z)0(z—y) =0.

(iv) La variété de Kummer K(A, ©) admet un plan quadrisécant (i.e. coupant
K (A, 8) en quatre points distincts).

PROPOSITION [B-D2]. Pour g > 7, Pg est une composante irréductible de
lensemble des (A, 8) € A, vérifiant l'une des conditions (i) a (iv).

Le résultat est en fait un peu plus précis: nous montrons que lorsque A est sim-
ple et a d’ordre infini, chacune des conditions (i) & (iv) entraine (A4,8) € N;_g.
On prouve ensuite que sur une variété de Prym générique (P, 8) I'intersection
O N6, N O, est toujours integre lorsque a et b sont de torsion; la proposition en
résulte.

L’existence d'un plan quadrisécant ne suffit pas ici & caractériser les variétés

de Prym: les éléments (A, 8) de A {?3_1 possedent aussi cette propriété.

Contrairement au cas des jacobiennes, on ne peut spécialiser & la fois [p, g],
[p,7], [p,s] et [g,r] en O lorsque la courbe C est lisse. Cela devient possible
lorsque C est singuliere. Avec G. Welters, nous avons observé que I’on obtient
ainsi, pour la fonction ¢ d’une variété de Prym associée & des courbes stables
singuliéres, une équation aux dérivées partielles non linéaire, dite équation BK P
(cf. par exemple [J-M]). Novikov a conjecturé que cette équation caractérise les
variétés de Prym de courbes singuli¢res; une démonstration de cette conjecture a
été annoncée par Shiota. Nous espérons que la méthode des plans quadrisécants
permettra de comprendre géométriquement cette conjecture.
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