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Variétés stablement rationnelles
non rationnelles

Par ARNAUD BEAUVILLE, JEAN-Louis CoLLIOT-THELENE,
JEAN-JACQUES SaNsuc, S1R PETER SWINNERTON-DYER

Introduction

La question qui nous intéresse ici est souvent appelée probléme de Zariski.
Son expression algébrique est trés simple. Une extension F d’un corps k est dite
pure si elle est k-isomorphe a un corps de fractions rationnelles k(¢,,...,¢,), et
stablement pure si elle devient pure par addition d'un nombre fini de variables:
F(u,,...,u,) =k(v,,...,v,). En ces termes, la question est la suivante: une
extension stablement pure est-elle pure?

De fait cette question est de nature géométrique et il vaut mieux I'exprimer
comme suit. Soit X une k-variété algébrique géométriquement intégre, de
dimension d: on dit qu’elle est k-rationnelle si elle est k-birationnelle a I'espace
affine A4, et stablement k-rationnelle si, pour m convenable, le produit X x A
est une variété k-rationnelle. En ces termes, la question devient: une k-variété
stablement k-rationnelle est-elle une variété k-rationnelle? On retrouve I'expres-
sion initiale en considérant le corps des fonctions rationnelles F = k(X) de la
variété X, auquel cas n = m + d.

Cette question a été posée par Zariski pour k = C (voir [22]). Elle lui est
encore attribuée, pour k quelconque, par plusieurs auteurs, dont Voskresenskii
qui s’est particuliérement intéressé au cas ou X est un tore algébrique [26], [27].

Ce probléme est évidemment trés naturel du point de vue de la géométrie
birationnelle: c’est le probleme de la simplification par I'espace affine. Mais il
intervient aussi sous d’autres formes et en d’autres occasions. Comme I’a montré
Demazure [10], il est étroitement lié a I'étude des tores maximaux du groupe de
Cremona Cr, , en n variables sur le corps k: une réponse négative signifie
I'existence de sous-tores déployés maximaux de dimension < n. Il se pose aussi
tout naturellement dans le cas de variétés algébriques dont on parvient a établir
qu’elles sont stablement k-rationnelles sans savoir si elles sont k-rationnelles. C’est
le cas sur C des variétés de modules # ¢ des courbes de genre g pour 3 < g < 6
(voir [17]). C’est aussi le cas, si C est une courbe algébrique complexe projective
et lisse de genre > 2, des variétés de modules % (r,d) des fibrés vectoriels
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stables sur C, de rang r et déterminant, de degré d, donnés, pour (r,d) =1
(implicite dans [21]). C’est encore le cas, pour k quelconque, de certains tores
algébriques (on dispose d’un critére algébrique trés simple [26], [27] pour décider
si un tore est stablement k-rationnel): on sait, par exemple, que, pour les tores
déployés par une extension cyclique K/k de degré n, la question de Zariski a,
d’aprés [12], une réponse positive si n = p’, mais, pour n quelconque, la réponse
n’est déja plus connue pour le tore dont le module des caracteres est Z[{, ].

Les théorémes de Liiroth et de Castelnuovo donnent une réponse affirmative
au probléme de Liiroth pour d =1 et k quelconque, et pour d = 2 et k
algébriquement clos. Il en est de méme a fortiori de la question de Zariski dans
ces cas-la.

L’objet de cet article est de montrer que le probleme de Zariski a une
réponse négative pour d = 2 et k non algébriquement clos convenable, e.g.
k = Q, et qu'il a aussi une réponse négative pour k = C et d = 3.

De facon précise, soit k un corps parfait de caractéristique # 2. Si k admet
une extension galoisienne de groupe & ;, nous construisons une k-surface stable-
ment k-rationnelle, qui n’est pas k-rationnelle. Si k est algébriquement clos, nous
construisons une k-varieté de dimension 3 stablement rationnelle, mais non
rationnelle. En termes algébriques, nous exhibons successivement une extension
non pure F de k telle que F(u,,uy, u;) = k(v,,...,05) et une extension non
pure F de C telle que F(u,, u,, u3) = C(vy,...,vs). On déduit alors de [10], p.
524, I’existence d’un tore déployé maximal de dimension 3 dans Cry ; et Crg
respectivement.

A l'inverse de ce qui s’est passé pour le probleme de Liiroth (voir [4]), nous
n’avons pas besoin de nouveau test de non-rationalité. Les techniques nécessaires
existent déja depuis plusieurs années. Pour k non algébriquement clos, il s’agit de
travaux d’Iskovskih [15], [16] fondés sur la méthode des systémes linéaires a
points-bases, méthode qui remonte 2 Max Noether et qui fut utilisée pour la
premiere fois sur un corps non algébriquement clos par B. Segre ([23], voir aussi
[18] et [25]). Pour k algébriquement clos, les résultats utilisés sont dus a I'un des
auteurs [2], [3]: le test d’irrationalité repose, dans son principe, sur les jacobiennes
intermédiaires, et a été introduit par Clemens et Griffiths pour le probleme de
Liiroth [6], mais sa mise en oeuvre passe par une traduction en termes de variétés
de Prym, selon une méthode inaugurée par Mumford dans le méme contexte
[19]. Dans tous les cas, ces diverses techniques sont fort élaborées.

Ce qui manquait, c’étaient des exemples de variétés stablement rationnelles
auxquelles on puisse appliquer les tests de non-rationalité évoqués ci-dessus. Or
de tels exemples, trés simples comme on le verra, sont apparus dans une étude
sur certaines surfaces fibrées en coniques [8], ou trois des auteurs généralisent et
précisent un travail bien antérieur de F. Chatelet ([5], voir aussi [18] et [7]).
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Le plan de I'article est le suivant. On commence, au §0, par des rappels qu’il
vaut mieux éviter en premiére lecture. Au §1, on construit des exemples de
k-surfaces stablement k-rationnelles, dans le cas d’'un corps k non algébriquement
clos admettant une extension galoisienne de groupe & ;. Ces exemples dérivent
de [8], mais nous avons adopté une présentation directe. Celle-ci donne lieu a des
calculs certes trés simples, mais assez peu lumineux. Il nous a donc semblé bon
de décrire briévement au §2 les motivations sous-jacentes. Le §2 contient
également la démonstration, fondée sur les travaux d’Iskovskih, de la non-k-
rationalité des exemples du §1, résultat que Coray et Tsfasman [9] savent aussi
déduire de [25]. Au §3 enfin, on considére les surfaces du §1 dans le cas ou k est
le corps ky(t) des fractions rationnelles d’'une variable 4 coefficients dans un
corps algébriquement clos k. Une telle surface apparait comme la fibre générique
d’'une fibration X — P ou X est une kg variété de dimension 3 qui est
stablement k ,-rationnelle. Quitte 4 bien choisir les “coefficients”, les techniques
développées dans [2], [3] s’appliquent & une telle situation et permettent d’établir
la non-k y-rationalité de X.

0. Rappels et notations

Dans tout ce paragraphe, k désigne un corps, k, une cloture séparable de k
et ¢ = Gal(k,/k) le groupe de Galois de k_/k. Si X est une k-variété algébrique
et A une k-algébre commutative, on note X, = X x, A et X(A) I'ensemble des
points de X a valeurs dans A.

a) Notions birationnelles

Soient X et Y deux k-variétés algébriques intégres. On dit qu’elles sont
k-birationnellement équivalentes, et on écrit X ~ Y, si leurs corps de fonctions
rationnelles k(X) et k(Y) sont k-isomorphes, autrement dit s’il existe un
k-isomorphisme U = V d’un ouvert non vide U de X sur un ouvert V de Y.

Une k-variété intégre X est dite k-rationnelle si elle est k-birationnelle a
I'espace affine A%-ou a I'espace projectif P¢-de méme dimension, autrement dit si
k(X) est k-isomorphe au corps de fractions rationnelles k(t,, ..., t,). Elle est dite
stablement k-rationnelle si, pour m et n convenables, X x , A} ~ A"}, autrement
dit si k(X)(u,,...,u,,) est k-isomorphe & k(v,,...,v,). Une k-variété géomeétri-
quement intégre X est dite rationnelle si X, est krationnelle, et stablement
rationnelle si X, est stablement k -rationnelle.

b) La descente a la Weil

Soit K/k une extension de corps, finie et séparable. Le groupe g opére
a gauche sur I'ensemble (fini) = des plongements de K/k dans k /k et le
choix d'un plongement détermine une bijection g-équivariante = = q/h ou
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b = Gal(k,/K). Soit X une K-variété algébrique. On note Ry X la k-variété
algébrique obtenue a partir de X par descente a la Weil de K a k. Elle est
caractérisée par I’égalité fonctorielle en A:

(1) (Rx 1 X)(A) = X(A ®,K),

ou A est une k-algébre commutative quelconque. En particulier:
(RxX)(k) = X(K),

(@) (RgxX)(k,) = I;IX(ks)~

L’action de g sur ce dernier produit est I'action naturelle compatible aux actions
sur = et X(k,), a savoir, avec des notations évidentes: (yx),, = v(x,), et le
plongement naturel de X(K) dans ce produit est donné par les divers plonge-
ments 0 € 2. De plus, si Y est une k-variété:

(1) Hom,(Y, Ry ,X) = Hom (Y, X).

Si X est une k-variété, on note encore Ry , X la k-variété Ry , Xy et on a un
plongement naturel:

(3) X <= Ry X

correspondant par (1) a lidentité de X: c’est une k-immersion fermée qui
s’interpreéte via (2) comme le plongement diagonal sur les points a valeurs dans
k,. Le choix d'une base {«;},_; ., de K sur k détermine un élément

alt) =t + -+ +t,a, €k[t,,....t,] ®,K
(ou t;a; désigne ¢, ® a;) et définit ainsi, d’apres (1)(1’), un k-isomorphisme
(4) a: A} > Ry Al

Un point rationnel (a,) € k" a pour image a(a;) = a,a; + --- +a,a, € K. Le
foncteur Ry , commute au produit et transforme une immersion ouverte en une
autre. On en déduit aussitot: si X est une variété K-rationnelle, Ry , X est une
variété k-rationnelle.

Soit K’/k une autre extension finie et séparable de corps et soit 2’
I'ensemble de ses plongements dans k /k. Si X est une k-variété, tout
k-morphisme y: K — K’ induit un k-morphisme

(3') v: Ry 1 X = Ry X,

et un isomorphisme donne un isomorphisme. Sur les points rationnels, c’est le
morphisme naturel X(K) <4 X(K’), et sur les points a valeurs dans k_, c’est le
morphisme [TsX(k,) = [T X(k,) déduit de la surjection 2 — 3 définie par
6’ — o’ovy. Par exemple, si K/k est galoisienne de groupe G, tout y € G
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définit un k-automorphisme de Ry , X, encore noté y: sur les points rationnels,
c’est I'action naturelle sur X(K), et sur les points a valeurs dans k, c’est 'action
sur [13X(k,) déduite de l'action a droite de G sur 2. Soit I' I'ensemble des
k-plongements de K dans K'. Tout w =X .rn.y, avec n, € N, définit un
k-morphisme

(5) w: RK/,(Al - RK,/kAl,

qui prolonge multiplicativement (3’) et donne sur les points rationnels I'applica-
tion x — [Ty(x)"™ et sur les points a valeurs dans k l'application x — x’ ou
x, =Tlpx}y. Si K /k est une sous-extension de K’/k, on a un k-morphisme

(6) Ng sk RK’/kAl - RK/kAl’

qui induit la norme usuelle K’ — K sur les points rationnels et qui s’interprete
sur les points a valeurs dans k, comme l'application x’— x donnée par
x, =11, _ ,x,.Si aest le k-isomorphisme (4) défini par une base de K sur k,le

k-morphisme composé w ° a sera noté
(7) “a: A} — RK,/kAl.

Si y € T, le k-morphisme Ya n’est autre que le morphisme associé a { y(«;)} dela
méme maniére que « est associé a { a;}.

c) Les tores

On note G,, , le groupe multiplicatif sur k: la variété sous-jacente est
T'ouvert t # 0 de la droite affine A% (par un abus qui sera constant par la suite,
lécriture t + O signifie “t inversible”). Un k-tore algébrique est un k-groupe
algébrique qui devient isomorphe sur k, 4 un produit (fini) de groupes multi-
plicatifs. Avec les notations de lalinéa précédent, Ry ,G, est un k-tore
algébrique: la variété sous-jacente est I'ouvert Ny ,(x)+ 0 de la k-variéte
Ry /kAl =~ A" (comme il est clair sur k). Un caractéere d'un k-tore algébrique T
est un homomorphisme T — G,, , de k-tores algébriques. L’étude des k-tores
algébriques s’appuie de facon essentielle sur I'existence d'une antiéquivalence de
catégories, souvent appelée “dualité”:

k-tores <> g-modules continus discrets Z-libres de type fini
T T
D(M) < M.

A un k-tore T on associe le g-module T des caracteres de Ty. Au g-module
Zlibre de type fini M on associe le k-tore D(M) dont le groupe des points a
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valeurs dans une k-algébre commutative A est
D(M)(A) = Hom (M, (A ® k,)*).

Cette dualité transforme une suite exacte courte de g-modules Z-libres de type
fini0 - M’ - M - M” — 0 en une suite exacte de k-tores algébriques

1 - D(M”) - D(M) - D(M’) - 1.
Il est immédiat que, dans cette dualité:
Ri /G, © Z[Z] =Z[g/]

ou Z[Z] et Z[g/h] désignent respectivement les g-modules admettant pour
Z-base les g-ensembles = et g/b, et ou § = Gal(k,/K) pour I'un quelconque
des plongements de K/k dans k_/k. Plus généralement, on appelle g-module de
permutation un g-module Z-libre de type fini qui posséde une Z-base permutée
par g. Il s’écrit donc:

M = 'E_BIZ[g/b,.]

ou les b, sont des sous-groupes ouverts de g. Le dual D(M) d’un tel g-module
est appelé tore quasi-trivial. 1l est donc de la forme:

T = llek,./ka

ou k, = ki est le corps des invariants de k, sous b,. On en déduit (cf. b)): un
tore quasi-trivial est une variété k-rationnelle. Un g-module Z-ibre de type fini M
est dit stablement de permutation s’il existe deux g-modules de permutation P,
et P, et un g-isomorphisme M ® P, = P,.

Si T est, avec les mémes hypothéses qu’en b), 'ensemble des plongements
d’une extension K/k dans une autre K’/k, tout w = Y, ern,y, avec n, € Z,
définit, de facon analogue a (5), un k-morphisme

(51) w: RK/ka - RK’/ka’
qu'on notera x — w(x) ou “x. Par exemple, si K/k est galoisienne finie de

groupe G, tout w € Z[G] définit ainsi un k-endomorphisme de Ry ,G,,, dont on
voit aisément que c’est le dual de 'endomorphisme de Z[G] défini par 1 — w.

LEMME 1. Si K/k est une extension finie et séparable, le k-tore Ry ,,G,,/G,,
est une variété k-rationnelle.

Le tore Rg /,G,,/G,, est le quotient du tore Ry ,G,, par le sous-tore G,, ;
plongé diagonalement via (3). Avec les notations introduites plus haut, son
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module des caracteres est le module Iy = I ,, défini par la suite exacte:
01> Z[S] SZ -0

ou & est I'augmentation. Si 'on considére les plongements naturels et I'isomor-
phisme (4) défini par une base de K sur k:

G,k = Ri /G, = R Al = A},

m,

on voit que l'action de G,, , par translations sur Ry ,G,, est induite par I'action
diagonale naturelle sur A}. Le tore Ry G, /G, sidentifie donc ainsi a un
ouvert de P 1.

Pour rendre plus directement compréhensible la lecture des diagrammes
figurant au §1, nous désignerons souvent un k-tore T par le groupe T(k) de ses
points rationnels. Cet abus de notation est a éviter en général (un épimorphisme
de tores n’induit pas en général une surjection sur les groupes des points
rationnels), mais ici il n'y aura pas d’inconvénient. Voici quelques exemples de

traductions:
Cm,k k*
Ry G, K*
RK/ka/Cm ~— K*/k*.
d) Torseurs

Soient X une k-variété algébrique et S un k-groupe algébrique. On appelle
torseur sur X sous S un espace principal homogéne .7 — X sous 'action de S,
localement trivial pour la topologie étale sur X. Toute suite exacte de k-tores

1T >T->T"->1
fait de T un torseur sur T” sous I'action de T’ par translations. Si S — S’ est un
morphisme de k-groupes algébriques, on note .7 x5S’ le torseur sur X sous S’
déduit de 7 par le changement de groupe structural S — S’, et obtenu par
produit contracté.

1. Construction de k-surfaces stablement k-rationnelles

La méthode utilisée pour établir la k-rationalité stable des surfaces X
considérées dans ce paragraphe est la suivante. On construit un certain torseur
J — X dont le groupe structural est un tore S, et on établit successivement les
résultats suivants:

S est une variété k-rationnelle;

le torseur  — X admet une section, a fortiori 7~ - X xS,
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J est un ouvert d’'une intersection de deux quadriques dont on prouve que
c’est une variété k-rationnelle.

Le torseur 7 — X est obtenu par changement de base a partir d’'un
torseur-type défini par une certaine suite exacte de tores qui fait 'objet d’une
étude préliminaire.

a) Constructions préparatoires

On consideére dans cet alinéa une extension galoisienne de corps K’/k, de
groupe de Galois G = ©; = (0,7) avec 0> = 7> = 1 et 076 = 72 On a alors le
diagramme suivant:

’

(8) K\
N

ou K=K'’et k" =K'

LEMME 2. Avec ces hypotheses et notations, on a une suite exacte de
k-tores, définissant le tore S:

(9) 1- S{L"/Cm,k x kRK’/ka\%RK/ka - 1.
n X

Cette suite est scindée, et elle se traduit sur les points rationnels par la suite
exacte:

(9') 1 - S(k) > k* x K™* 5> K* - 1.
La projection n, la section N et la rétraction p associée sont données par:
n(t,x)=t""- NK'/K(x)
AMy) = (NK/k(y)*l,T(y)*l)

w(t, x) = (tﬁz ) NK'/k(x)’tilx ) T(NK'/K(x)))'
En résume, les applications «- N et (p,m) définissent des isomorphismes
réciproques:
(10) S *x Rg G, = G,, ; X kR G

La vérification est immédiate par dualité. On peut définir la suite (9) comme
la suite duale de la suite exacte de G-modules Z-libres de type fini:

(11) 0> Z[G/o] > Z & Z[G] 5§ > 0
j
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ou i et j sont définies par:
i(l)=(-1,1+0),
j(l,O) = — (1 + 7+ 72),
j(0,1) = — 7.
On vérifie aussitot que joi est I'identité de Z[G/o]. On obtient ainsi, par
dualité, n = D(i) et A = D(j). Explicitons par exemple 7: pour toute k-algébre
commutative A, le morphisme
n(A): A* x(A ®,K')* > (A ®,K)*
est donné par:
(t,x) >t 1o =171 N oye(x).
LeEMME 3. On garde les mémes hypotheses et notations et on consideére le
k-tore

S/ = RK/]((RK'/KC";/Gm,K)'

(i) On a une suite exacte de k-tores:

(12) 15G, 5858 -1,
soit, sur les points rationnels:
(12') 1 - k* 5 (k) 5 kR > 1.

Via : S G, xRy /G, les applications B et y sont données par les
formules (ott ’on pose B’ = 1B et v = ky't):
B'(t) = (t2,1),
y(t,x) = 7).
(ii) Les tores S et S’ sont des variétés k-rationnelles, de dimension 4 et 3
respectivement.

La suite exacte (12’) est définie par le diagramme commutatif suivant:

1 1
V) N
K* K*
A o{
(13) 1 - k* g X K ———K*——1
R
1 - k*———S(k) K% /K* - 1
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dans lequel A, p et y’ sont les applications définies plus haut, a et k sont
I'injection et la surjection naturelles, et B8”(t) = (¢!, 1). Ceci définit les deux
premiéres lignes du diagramme, et la derniére ligne en résulte par passage au
quotient. On calcule alors 8’ via 8 = (uB”.

La définition et la vérification de (13) se font par dualité et résultent de

I'existence du diagramme commutatif suivant, formé de suites exactes de G-mo-
dules Z-libres de type fini:

0 0
l )
0—§ §$—"—7 -0
| D]
(13) 0—Z[Gl———Z ® Z[G] 5 Z — 0
i’l jDi
Z[G/a] Z[G /o]
l !
0 0
ou
i'(1) =1,
i’(1) = (0, — 72),
7(a,b) =—a,

ou j a été définie plus haut et ou w est caractérisée par wo f=id — i ° j, soit:
we f(1,0) = (—2,(1 + o)(1 + 7 + 72)),
we f(0,1)=(—1,1+ 7+ 10).

Le fait que S’ est une variété k-rationnelle résulte du §0, b) et ¢), lemme 1.
Le théoréme 90 de Hilbert assure que le torseur défini par (12) est localement
trivial pour la topologie de Zariski sur S’, en particulier S - § x, G, i

Remarque 1. On peut dire, avec quelques abus de notations, que S est le
sous-tore de K'* formé des x tels que Ny. x(x) € k*. Autrement dit, en utilisant
les notations introduites ci-aprés dans la démonstration du théoréme 1, le tore S
apparait comme la sous-variété de I'espace affine AS, de coordonnées (U, V,),
i = 1,2,3, définie par:

.%‘2 - a@z = Q(an’ljz"};) = Gm,k i RK/ka'
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C’est donc un ouvert de la sous-variété définie par le systéme:
0:(0,0;U,,V;) = 0

(14)
Qs(o>0; U,,Vl) = 0.

Quant 4 S’ c’est un ouvert de l'intersection de deux quadriques définie dans P?
par ce systéme homogéne. On pourrait donc établir la k-rationalité de S’ et de S
comme pour les torseurs 7’ et J ci-apres, en utilisant la proposition 1 de I'alinéa
suivant.

b) Le résultat principal
Nous avons ainsi mis en place le matériel préparatoire pour la démonstration
du théoréme suivant:

TaEOREME 1. Soit k un corps de caractéristique # 2. On considére la
k-surface affine X définie dans A3 de coordonnées x, y, z par 1’ équation

(15) y> —az?=P(x) # 0,
ot P € k[x] est un polynome séparable et irréductible de degré 3, et ou
a = disc(P) € k*

est le discriminant de P. Sous ces hypothéses, la k-variété X x A} est
k-birationnelle a A5,

La démonstration occupe le reste de ce paragraphe. Si a est un carré dans
k*, il est immédiat que X est k-birationnelle 2 A%. On supposera donc pour la
suite que a n’est pas un carré dans k.

On note c le coeflicient dominant de P (on pourrait en fait supposer ¢ = 1).
On note K = k[x]/(P) et 0 la classe de x dans K. On note k' = k[x]/(x% — a)
et Va la classe de x dans k’. Les hypothéses sur a entrainent que la cloture
galoisienne de K est le corps composé K’ = K ®,k’. On retrouve ainsi exacte-
ment la situation décrite par le diagramme (8) de l'alinéa précédent, et on en
reprend toutes les notations: G,0,7,S,S’,... . La démonstration comporte trois
étapes.

1. Construction des torseurs I et J'. Soit A = H(X, 0,) l'algebre affine
de X. Un k-morphisme de X dans Ry ,G,, n’est autre qu'un point de Ry ,G,, a
valeurs dans A, i.e. un élément de (A ® ,K)* (cf. §0 b) (1)«(1’)). L’élément
x®1—1® 6, noté abusivement
x—0€(A®K)*,
définit donc un k-morphisme
(16) ¢: X - RK/ka
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qui n’est autre, sur les points rationnels, que le morphisme donné par:
o(x,y,z) =x — 0 € K*.

La suite exacte de k-tores
9) 185G, %Ry ,G, > Ry G, = 1

fait du tore médian un torseur sur la variété Ry ,G,, sous le tore S. De plus, ce
torseur admet, d’aprés le lemme 2, une section A.

Par changement de base via ¢, on en déduit un torseur  sur X sous S.
C’est le produit fibré de ¢ et de 7:

(17) T =X x Rg iGp (Gm,k x kRK’/ka)‘

Autrement dit, avec des notations évidentes, c’est la sous-variété du produit
A3 x A% x, Ry /kAl, de coordonnées (x, y, z; t; §), définie par les équations:
(15) y2—az®>=P(x)# 0

(18) t(x—0) = NK’/K(é) # 0.

Le tore S agit sur J via le facteur de droite G,, ; x Ry 4G,, sur lequel il opere
par translations via «. Un point de S est un point (¢,; £,) de A} x Ry, A’ tel
que:

NK'/K(&O) =t,#0,
et il agit sur J par:
(to; o) *(x,y, 2585 8) = (%, 9, 256585 §06).
Le torseur .7 admet une section v, déduite de A et donnée par:
(19) v(x,y,z)=(x,y,z;NK/k(x—0)‘1;T(x—0)—1).
On peut voir directement que »(x, y, z) vérifie (18); ceci équivaut en effet a:
(x _ 0) .Al—f—fz(x _ 0) - —(1+0)‘r(x _ 0)’

ce qui résulte des égalités: (1 + o)7 =7 + 720 et (x — 8) = x — 6. On a donc
un k-isomorphisme X x,S = .7 et, par suite, d’apres le lemme 3 (ii):

XxkA‘;:g-.

On considére ensuite le torseur 7’ déduit de J par le changement de
y b
groupe structural S — S’ défini au lemme 3. C’est donc le torseur obtenu par

passage au quotient a partir de 7 sous l'action de G,, ; opérant via 8 comme
sous-groupe de S. D’apres le lemme 3 qui décrit B et d’apres la description
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ci-dessus de I'action de S sur 7, cette action de G,, « est donnée par:
(20) to(x,9,2:t:8) = (%, y, 25 t3t; t,8).

Ce torseur 7" admet pour section I'application induite par la section » de .7". On
obtient ainsi un k-isomorphisme:

Xx,§8=9
(équivariant pour I'action de S’, mais cela n’importe pas ici). Comme, d’aprés le
lemme 3 (ii), le tore S’ est une variété k-rationnelle de dimension 3, on a donc:

(21) X x A}~ T,

Pour établir le théoreme, il suffit donc de prouver que 7’ est une variété
k-rationnelle.

2. Les variétés I et J' comme intersections de deux quadriques. Le
torseur 7 est la sous-variété de l'espace A% xR, ,«Al, de coordonnées
(x,y, z;t; £), définie par les équations (15) et (18). Avec les notations du §0 b),
ces équations s’écrivent:

(15/) O¢l+o(y+zﬁ)zc'l+f+72(x_0)’
(18) 0+#t(x—0)=""0%,

ou l'on considére y + z/a comme une fonction, définie sur k, a valeurs
dans R, ,A' et x — 6 comme une fonction, définie sur k, a valeurs dans
Ry 1A' = Ry, Al Compte tenu de (18'), I'équation (15) équivaut a:

(15//) 0 :'él+o(y + Z\/E) — Ct—S '(l+o)(l+1+12)£.

Introduisons alors deux nouvelles variables Y et Z, et considérons dans I'espace
AS x R, ,xAl, de coordonnées (x, y, z,Y, Z; t; £), la sous-variété définie par les
équations précédentes et par I’équation supplémentaire:

(22) Y+ ZVa = (y+a/a) t2. 17 7%,

dont les deux membres sont des fonctions, définies sur k, a valeurs dans R v kAL
Comme cette derniére équation détermine Y et Z, une fois les autres coordonnées
connues, il est clair que cette nouvelle variété est k-isomorphe a la précédente par
la projection (x,y,z2,Y,Z;t; &) — (x,y, 2; t; §). Mais, compte tenu de (22),
I’équation (15”) équivaut a:

(23") 0+""(Y + ZVa) = ct.

A ce stade, .~ apparait donc comme la sous-variété de AS x , R, Al définie par
les équations (18'), (22) et (23'), en les inconnues x,y, z,Y, Z,t et £ Comme
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I'équation (22) détermine y et z, une fois les autres coordonnées connues, on
peut oublier y, z et cette équation. Ainsi, J peut étre définie, dans I'espace
A3 x kRK,/kAl, de coordonnées (x,Y, Z; t; £), par les équations:

(18) 0+t(x—0)=""%,
(23) 0 +#ct=Y2— aZ?

On voit aussitdt sur (22) que l'action de G,,  sur  décrite initialement par (20)
est donnée dans ce nouveau systeme de coordonnées par:

(20) to - (x,Y,Zst;8) = (x,8,Y, toZ; t2t; tpk).

Comme nous 'avons indiqué au §0 b), la base {1,46, 62, Va,0Va, 02\/5} de
K’ sur k définit un k-isomorphisme

©: AS = Ry, Al
par:
O(U,V,) = U, + U + U2 +(V, + V,f + V,0>)Va,

ou i = 1,2, 3. Le changement de variables:

¢=0(U,V)
transforme donc I’équation (18’) en I'équation:
(18”) 0+ t(x—0)=""0(U,V,).

Si I'on introduit les formes linéaires:
Z(U,V,) = U, + U8 + U2,
(24) 1 2 3
Y(U,V,) =V, + V,0 + V,02,
définies sur k, a valeurs dans R /kAl, le second membre de (18”) s’écrit:
ItoQ = 2 — a%?2,

On a ainsi réalise 9 comme la sous-variété de Al,f), de coordonnées
(x,Y,Z;t; U, V,), définie par les équations:

0+ct=Y?—aZ?
0#t(x—0)=22—a%?,
ou encore, de fagon équivalente, par:
(25) ct =Y?%— aZ?
(26) ctx = (X2 — a%?) +(Y2 — aZ?)0,
(27) 0+# (Y2—aZ?*)(Z?% - a%?).



VARIETES STABLEMENT RATIONNELLES NON RATIONNELLES 297

Posons:
(24) Q(Y,Z;U,V,) = (&% — a®?) + (Y% — aZ?)6.

D’apres (24), c’est une forme quadratique, définie sur k, a valeurs dans R K /kAl,
et on peut I’écrire:

Q=0,+00+ Q302,

ou les Q; sont trois formes quadratiques ordinaires en les 8 variables Y, Z, U, et
V;» a coefficients dans k (on peut penser au k-isomorphisme A% = R, , A défini
par (W) —» W, + W,0 + W,0?).

Considérons alors la projection A}’ — A% qui consiste a oublier x et ¢. I est
clair qu’elle induit, en conservant (27), un k-isomorphisme de la variété définie
par les équations (25) et (26), sur la sous-variété de A5 définie par:

(28') Q(Y,Z;U,V,) € A} - Ry Al
et cette condition équivaut naturellement au systéme des deux équations:
.Y, Z:U,V,) = 0,

(28)
QS(Y, Z; (Ji’ ‘/;) = 0.

Finalement, J est donc réalisée dans I'espace affine A5 comme I'ouvert de cette
intersection de deux quadriques défini par (27). D’apres (20), et vu la linéarité de
0O(U, V,), I'action de G,, , sur J ainsi plongée dans A% est donnée par:

(20") to '(Y’ Z; Usz) = (toYa toZ; tU,, tovi)-

La k-variété .7, qui est le quotient de 7~ par cette action, est donc k-isomorphe
a la k-variété définie dans I'espace projectif P} par le systéme homogéne (28) et
par l'inégalité (27). C’est donc un ouvert, par construction non vide, lisse et
géométriquement integre de dimension 5, de I'intersection des deux quadriques,
définies sur k, d’équations Q, = 0 et Q, = 0. Quant a 7, c’est le cone affine
projetant épointé de 7.

3. k-rationalité de I et de J'. Pour étudier les propriétés géométriques de
Iintersection de deux quadriques définie par (28), il est commode d’en écrire
d’autres équations sur la cloture algébrique k de k. Soient 6, 6, et 0, les racines
de P dans k, et Va et — Va les racines carrées de a. On note 91' et
0 e k[U,V,], puis Qj € k[Y,Z,U, V)], les images respectives de ©, °® et Q
par 0 — 0]., pour j = 1,2,3. On note enfin L =Y + Za et L' =Y — ZJa.
On a donc en particulier:

Q)= Q,+ Q8+ Q02 =c0,0/ + §,LL".
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Le systéeme (28) équivaut donc, sur k, au systéme:

Ji= Q5 — Q) = — 0,0} + c0,0 + (6, — 6,)LL' = 0,
Vi=QF— Q1 =— ¢c0,0] + c0,0; +(6;, — 6,)LL’ = 0.

(28”)

Les 8 formes linéaires ©;,0;, L et L’ sont indépendantes et peuvent donc
remplacer sur A% le systtme de coordonnées initial (Y, Z;U;,V;). Un calcul
immediat montre alors que toute forme quadratique du pinceau engendré sur k
par Q} et Q4 est une forme quadratique de rang > 6, et en général de rang 8.
Les équations (28) définissent donc une intersection pure, géométriquement
intégre, de deux quadriques, de dimension 5 dans P} (pour ce genre d’énoncé,
voir [8]). En fait, on a mieux: en écrivant la matrice jacobienne de (28”), on voit
que les seuls points singuliers de (28) sur k sont les 8 sommets du nouveau
polyedre de référence. En particulier, la variété définie par (28) n’est pas un
cone.

Par ailleurs, il résulte aussitot de (24), (24') et (28’), que la k-variété définie
par (28) dans P/ contient la droite k-rationnelle définie par:

Y=Z=U,=U;=V,=V;=0.
Or, on a le critére suivant:

ProposiTION 1. Soit X une intersection pure géométriquement integre de
deux quadriques dans P} pour n > 4. Si X contient une droite k-rationnelle qui
n’est pas contenue dans le lieu singulier de X, et si X n’est pas un cone, alors X
est k-birationnelle a I’ espace projectif Pj' 2.

Nous indiquons seulement une esquisse de démonstration (voir [8] pour les
détails algébriques). Tout 2-plan passant par la droite k-rationnelle donnée A
coupe chaque quadrique en A et une droite résiduelle, et ces deux droites
résiduelles se coupent en général en un seul point, ce qui définit une correspon-
dance k-birationnelle entre X et I'espace P2 des 2-plans passant par A.

Ainsi, 7 est k-isomorphe a I'ouvert dense, défini par (27), de I'intersection
géométriquement intégre de deux quadriques définie dans P} par le systéme (28).
Cette intersection vérifie les hypothéses de la proposition 1. Elle est donc
k-birationnelle a P?. Ceci achéve la démonstration du théoréme 1.

Exemples 1. On peut prendre pour k le corps Q des nombres rationnels et
pour X la Q-surface d’équation affine:

(29) y2+ 3z2=x%-2.

2. On peut prendre pour k le corps k(t) des fractions rationnelles d'une
variable ¢ a coefficients dans un corps k, de caractéristique # 2. Le cas
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particuliérement intéressant est celui ol k,, est algébriquement clos, par exemple
le corps C des nombres complexes. Le théoréme 1 prend alors la forme suivante:

TukorEME 1'. Soient k(t) le corps des fractions rationnelles en une varia-
ble t a coefficients dans le corps k,, de caractéristique + 2 et P(t,x) € kolt, x].
On suppose P séparable, irréductible et de degré 3, comme polyndéme en x a
coefficients dans k(t). Soit X la k yvariété de dimension 3 définie par I’ équation

affine
(30) y® —a(t)z®= P(t,x),
en les variables x, y, z,t. On suppose:
a(t) = disc P.
Alors, la kvariété X est stablement k yrationnelle, et de fagon précise:

3 6
X x Ay - AL,
0

Il suffit d’appliquer le théoréme 1 a la fibre générique de la projection
X - Alko définie par t. Cette fibre générique est une k(¢)-surface justiciable du
théoréme 1 pour k = k(t).

Ce théoreme 1’ sera utilisé de facon essentielle au §3.

2. Motivations

L'objet de ce paragraphe est d'indiquer, dans ses grandes lignes, la
problématique qui nous a conduits a la considération et a I'étude des surfaces
du §1. Le §3 est indépendant et peut étre lu directement.

Dans ce paragraphe, k désigne un corps parfait et infini et k une cloture
algébrique de k. On note g = Gal(k/k). Si X est une k-variété algébrique, on
note X = X x k.

a) Un invariant k-birationnel. L’énoncé qui suit fournit un invariant
k-birationnel qui joue un réle important dans I'étude de certaines variétes.

ProposiTiON 2. Soit X une k-variété algébrique, propre, lisse et géométri-
quement intégre. Si X est stablement k-rationnelle, alors le g-module Pic X, qui
est Z-libre de type fini, est stablement de permutation.

Pour le cas d’une surface k-rationnelle, voir Manin [18, chap. IV, 7.3]. Pour
le cas d’'une variété k-rationnelle de dimension arbitraire, voir Voskresenskii (27,
chap. V, §5]. On peut en fait donner une démonstration simple qui n’utilise pas
la résolution des singularités. Pour étendre le résultat au cas ot X est stablement
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k-rationnelle, il suffit d’utiliser I'isomorphisme naturel:
Pic X @ PicY = Pic(X x,Y),

qui vaut si X et Y sont lisses et si Y est k-rationnelle (se ramener a I'invariance
homotopique Pic A = Pic A[t] lorsque A est un anneau régulier).

b) Les torseurs universels. Soit X une k-variété algébrique propre, lisse et
géométriquement intégre. On suppose X rationnelle (mais non nécessairement
k-rationnelle!). Le g-module Pic X est alors Z-libre de type fini. On peut donc
considérer le k-tore dual S, (voir §0 c)). On a alors une application naturelle:

HL(X,S,) —» Hom (&, Pic X),

définie comme suit: soit [77] la classe dans HA(X, S,) d’un torseur J sur X sous
S,; notons x: S, = G,, ; un caractére arbitraire de Sy; T'application ci-dessus
associe & [Z ] I'homomorphisme x — [7] € HLX(X,G,,) = Pic X, ou T, estle
produit contracte 7x%G, de J et de G,, ; sous S, via x. On appelle torseur
universel sur X (voir [7] II C) tout torseur 7 sur X sous S, dont I'image par
I'application ci-dessus est 'application identité de QO = Pic X. Lorsque X possede
un point k-rationnel, il existe sur X des torseurs universels, et il en existe méme
ayant des points k-rationnels (voir [7] II C et D).

La propriété fondamentale de ces torseurs universels, qui, par construction,
sont des k-variétés rationnelles, lisses et géométriquement integres, est la suivante:

THEOREME [7]. Soit X une k-variété rationnelle, propre, lisse et géométrique-
ment intégre. Soient I un torseur universel sur X et I, une k-compactification
lisse de 7. Le g-module Pic ., est un module de permutation.

Autrement dit, le passage de X a un torseur universel 7 a pour effet de
“tuer” I'obstruction a la k-rationalité fournie par la proposition 2.

On est alors amené a se poser les questions suivantes (voir [7]), a propos
d’une k-surface rationnelle X (propre, lisse et géomeétriquement intégre) qui
posséde un point rationnel:

(A) Si Pic X est stablement de permutation, X est-elle k-rationnelle?

(B) Si Pic X est stablement de permutation, X est-elle stablement k-ration-
nelle?

(C) Si . est un torseur universel, sur X, qui posséde un point rationnel,
est-ce une variété k-rationnelle?

On doit noter que, pour dim X = 3, des exemples simples montrent, déja
pour k = R, que la réponse a ces trois questions est négative (voir [7]). En
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revanche, si X est une k-compactification lisse d'un tore algébrique de dimension
d quelconque, la réponse aux questions (B) et (C) est positive, et la question
(A) constitue le probléme de Zariski pour les tores, probléme qui reste ouvert (la
réponse est connue pour d = 2 (Voskresenskii) et d = 3 (Kunjavskil)).

La relation entre les questions (B) et (C) est fournie par la proposition
suivante:

ProposiTION 3. Soit X une k-variété rationnelle, propre, lisse et géométri-
quement intégre. Si X posséde un torseur universel I qui soit une variété
k-rationnelle, et si le g-module Pic X est stablement de permutation, alors X est
stablement k-rationnelle.

Autrement dit, une réponse positive a (C) implique une réponse positive a

(B).

Démonstration. Si le g-module Pic X est stablement de permutation, il
existe deux g-modules de permutation P, et P, et un g-isomorphisme:

PicX ® P, = P,.
On en déduit, par dualité, un k-isomorphisme:
So xx Iy = T,

ou T, et T, sont deux k-tores algébriques quasi-triviaux. Soit 7 = Spec k(X) le
point générique de X. D’apres le théoréeme 90 de Hilbert, H(n,T,) = 0 pour
i = 1,2, et par suite:

Hélt(n’ SO) = 0.

En particulier, le torseur .7~ admet une section au-dessus d’'un ouvert (de Zariski)
non vide de X. On en déduit successivement:

XXkSO‘;.?,
Xka2';g-kal'

Ceci achéve la démonstration, car J est k-rationnelle par hypothese, et T, et T,
sont des variétés k-rationnelles, en tant que k-tores quasi-triviaux (voir §0 c)).

c) Surfaces fibrées en coniques k-irrationnelles. Une classe importante de
k-surfaces rationnelles est constituée par les surfaces fibrées en coniques sur P}.
Suivant la terminologie de Manin et d’Iskovskih, on appelle k-surface rationnelle
fibrée en coniques standard la donnée d’une k-surface X, propre, lisse et
géomeétriquement connexe, et d’'un k-morphisme 7: X — P} qui soit relativement
minimal (autrement dit, on ne peut rien contracter, sur k, dans les fibres de ) et
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dont la fibre générique soit une conique lisse. Une fibre de = sur k est alors, soit
une conique lisse, soit un couple de courbes exceptionnelles de premiere espéce
qui se coupent transversalement en un point. Le nombre de fibres dégénérées sur
k est donné par la formule:

r=8— (wy- wy),

ol w, désigne la classe du fibré inversible canonique sur X (voir [14]).
En utilisant la méthode des systémes linéaires 4 points bases, Iskovskih a
établi le résultat de non-k-rationalité suivant:

TuakorEME (Iskovskih). Soit 7: X — P} une k-surface rationnelle fibrée en
coniques standard. Si X posséde au moins 4 fibres géométriques dégénérées, alors
X n’est pas k-rationnelle.

Dans cet énoncé, “géométrique” signifie “sur k. Ce théoréme a été obtenu
en plusieurs étapes: pour r > 8, voir [14], théoréme 1.6; pour r = 5,6,7, voir
[15]; enfin, pour r = 4, voir [16], proposition 3 et remarque annexe.

On dispose ainsi d’'un test de non-k-rationalité supplémentaire pour ce type
particulier de surface, indépendant de celui que fournit la proposition 2 ci-dessus.
Nous allons I'utiliser pour montrer que la réponse a la question (A) posée en b) a
propos des surfaces rationnelles est négative. 1l suffit de trouver une k-surface
fibrée en coniques standard pour laquelle 7 > 4 et telle que Pic X soit stablement
de permutation.

Si Pic X est stablement de permutation, H(g, Pic X) = 0 d’apres le lemme
de Shapiro. Le théoréme 2.6 de [14] montre qu’une telle situation impose qu’il y
ait au plus 2 points fermés de P} en lesquels la fibre de 7 soit dégénérée. De fait,
on a le résultat suivant:

THEOREME 2. On suppose k de caractéristique # 2. Soit P € k[x] un
polynome irréductible de degré impair p > 1, tel que la cloture galoisienne K’ de
K = k[x]/(P) soit diédrale de groupe D,. Soit k' = k(Va) la sous-extension
quadratique de K’ /k. Soit alors X un k-modéle propre et lisse de la k-surface
affine d’ équation:

(31) y2 — az® = P(x).

Cette variété X est une k-surface rationnelle qui posséde un point rationnel. Le
g-module Pic X est stablement de permutation. Pourtant, X n’est pas k-ration-
nelle.

On peut naturellement se demander si X est stablement k-rationnelle. C’est
précisément ce qu’on a su prouver au §1 pour p = 3.
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Démonstration. Soient o le générateur de Gal(K'/K)=1Z/2 et 7 un
générateur de Gal(K’/k’) = Z/p. On a le diagramme de corps:

K/

(8) 1<< \

kl
k

tout analogue a (8). Le groupe de Galois G = Gal(K’/k) = D, est engendré par
o et T, soumis aux relations 62 = 7? = 1 et 070 = L

Pour établir le théoreme, on a le choix du modéle X. Nous allons prendre
pour X la k-surface obtenue par recollement des deux surfaces X, et X,
suivantes:

X, est la k-surface définie dans I'espace P? x , A%, de coordonnées (y, z, t; A),
par I'équation

y2 — az®> — P(A\)t% = 0;

X, est la ksurface définie dans l'espace P? x A}, de coordonnées
(Y,Z,T; p), par I'équation

Y2 —aZ? - Q(p)T% =0,
ou Q désigne le polynome défini par

Q(p) = pP*t- P(1/p).

Quant au recollement, il est défini comme suit:
X,~ (A=0) > X, ~ {p=0)

(2, 50) = (APTD2y XmCFD R g A,

Les projections de X, et X, sur A} définies respectivement par A et p se
recollent ainsi en un k-morphisme 7: X — P/. On vérifie immédiatement que X
est propre et lisse sur k, et que la fibration 7 est relativement minimale et fait de
X une k-surface rationnelle fibrée en coniques standard. On trouve r =p + 1
fibres géométriques dégénérées, a savoir celles qui correspondent aux p racines
de P et la fibre a I'infini qui correspond & p = 0. Le point singulier de cette fibre
a l'infini, de coordonnées (Y, Z, T; n) = (0,0, 1;0), est un point rationnel de X.
Ainsi, X(k) # & et, comme r = p + 1 > 4, le théoréme d’Iskovskih assure que
X n’est pas k-rationnelle.

1l reste a établir que le g-module Pic X est stablement de permutation. De
facon précise, on va montrer I'existence d’un isomorphisme de g-modules:

(32) PicX ® Z[G /o] = Z ® Z[G] ® Z[G/7].
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Dans cette écriture on a choisi implicitement un plongement de K’ dans k, ce
qui détermine la présentation G = g/h ou g = Gal(k/k) et h) = Gal(k/K’). On
fixe un tel plongement pour la suite. On note ,, pour i = 1,..., p, les racines de
P dans K’ et Ya une racine carrée de a dans k’. On numérote les 0, de telle
sorte que , = 6 € K* et 6,,, = 7/(0,). On considere alors les diviseurs de X
suivants:

D, défini dans la carte X; par A = 6, et y = zVa,

D, défini de méme en remplagant ya par — Va,

D, défini dans la carte X, parp = O et Y = Zya,

D/, défini de méme en remplagant Va par — Va,

F, (=D, + D,) la fibre de X, au point a I'infini u = 0,

2 la section de 7 définie dans la carte X L par A — (\/E ,1,0;N),

2’ la section définie de méme en remplagant Va par — Va.
On note respectivement d;, d/, d_, d/, f, s et s/, les classes de ces diviseurs
dans Pic X. 1l est facile de vérifier que le groupe abélien Pic X est engendré par
les classes d; (pour i = 1,...,p), d_, fet s. Lassertion (32) résulte du fait que
la suite de G-modules définie ci-apres est exacte et scindée:

(33) 0 - Z[G/o]>Z ® Z[G] ® Z[G /7] S PicX — 0
)
v(l) = (1, —-1- 0,0)
k(1,0,0) = £,
k(0,1,0) =d,,
k(0,0,1) = s

j(1>0,0) =147+ -+ +7P L
H0,1,0) = 1+« 4gp-12,
j(0,0,1) = 0.

On peut interpréter le terme du milieu comme le sous-G-module de Div X
engendré par D,, F_ et 2. Le terme de gauche apparait alors comme le
sous-module des diviseurs principaux, engendré par le diviseur de la fonction
A — 6,. Le fait que « soit surjective résulte du calcul de diviseur suivant:

div((y —a/a)/t) =D, + -+ +D,+ D, + = — %' — ((p + 1) /2)F,.

Un calcul immédiat donne: kov = 0 et jov = id. Il reste a vérifier I'exactitude
au centre de la suite (33). Etant donnée une relation de dépendance linéaire:

afd, + - tad, +aidi + - +ayd, + Bs+ B+ yf=0



VARIETES STABLEMENT RATIONNELLES NON RATIONNELLES 305

dans Pic X, avec a;, a;, B, B’ et y € Z, on obtient aussitot:
B =0 par intersection avec d _,
B’ = 0 par intersection avec d/_,
puis: —a; + a, = 0 par intersection avec d,
enfin: a + - ta, +y= 0 par intersection avec s.
Ceci montre qu’en termes de diviseurs le noyau de « est engendré sur Z par les

(D, + D] — F,), ce qui achéve d’établir que la suite (33) est exacte et scindée, et
termine donc la démonstration du théoréme.

Remarque 2. On conserve les hypothéses et notations du théoréme 2. Nous
allons montrer que X,. est k’-rationnelle et que X est K-rationnelle aussi. Pour
X, c’est immédiat sur I'équation

(y + 2/a)(y — z/a) = P(x).

Pour X, on écrit I'équation sous la forme:

v - az* = e(x — 6) ] (x — 7(6))

i=1
(p—1/2

c(x—=8) IT (x—7(8))(x - or'(6))

i=1
c(x — l9)(u(x)2 - av(x)z),
ou @ = 6, est la classe de x dans K = k[x]/(P) et ou u(x),v(x) € K[x] et
¢ € k*. On utilise alors le changement de variables, défini sur K:

Y + Zva = (y + z2va ) /(u(x) + v(x)Va).
On en déduit que Xy est K-birationnelle a la surface d’équation:

Y2 —aZ?=c(x—0),

qui est évidemment K-rationnelle. On voit donc que la surface rationnelle X du
théoreme 2 est un exemple de k-surface qui devient F-rationnelle sur des

extensions finies F/k de degrés premiers entre eux, et qui, pourtant, n’est pas
k-rationnelle.

Remarque 3. On garde les mémes hypotheses. D’aprés la remarque
précédente et la proposition 2, le G-module Pic X = Pic X, est stablement de
permutation a la fois comme ( ¢ )-module et comme ( 7)-module. En particulier:

H'((o),PicX) = H'((7"),PicX) = 0,
pour tout i. Comme les sous-groupes de Sylow de G = D, sont conjugués de (o)
ou d’un (7'), on en déduit:
(34) H'(H,Pic X) = 0 pour tout sous-groupe H de G.
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Comme les sous-groupes de Sylow de G sont cycliques, la condition (34)
implique, d’aprés un théoréme d’Endo et Miyata ([13], théoréme 1.5), que le
G-module Pic X est facteur direct d'un G-module de permutation. Des résultats
plus précis d’Endo et Miyata ([13], théoréme 3.3) montrent que, pour G = D, et
p premier, si le nombre de classes de Z[{ »+ &, '] vaut 1, alors la condition (34)

implique méme que le G-module Pic X est stablement de permutation. En
particulier, pour p = 3, la remarque 2 et les résultats d’Endo et Miyata montrent
a priori que le G-module Pic X est stablement de permutation, sans qu’il soit
nécessaire de faire un calcul explicite comme dans la démonstration du
théoréme 2.

Remarque 4. De fait, pour p = 3, c’est en vue du théoréeme 1 qu'on a
besoin de faire des calculs explicites. La suite exacte scindée (11) qui est a la
source des calculs du §1 n’est autre qu'une simplification de la suite (33): on voit
en effet que dans celleci les applications v et j évitent le facteur Z[G /7] dans le
terme médian. Ainsi, avec les notations du §1:

PicX = S & Z[G /1],
S0 = S xRy G,
et la suite exacte de k-tores duale de (33):
(35) 1-5-G, * By G % Ry G, — Ry /G, — 1

n'est autre que la suite (9) dont on a multiplié¢ les deux premiers termes par
Rk'/ka'

Remarque 5. 1l existe une situation plus large que celle décrite dans le
théoréeme 2 pour laquelle on a encore une suite exacte de g-modules:

(36) 0—- P, > P, PicX - 0,

avec P, et P, de permutation comme dans la suite (33). C’est en effet le cas pour
un modele propre et lisse convenable X de la k-surface affine d’équation:

(37) y> — az® = P(x),

lorsque P est un polyndme non nul de degré impair et a € k*. Pour le vérifier,
on peut se limiter au cas ou a n’est pas un carré dans k* et ou P est sans facteur
carré. On construit alors X exactement comme dans la démonstration du
théoréme 2. Soient n le degré de P et 6,, pour i = 1,..., n, les racines de P dans
k. On prend pour P, le sous-g-module de DivX qui a pour Z-base les diviseurs
D,,...,D,, Di,...,D;, 2, 2’ et F,_, avec les mémes définitions qu’au théoréeme
2. On prend pour P, le sous-g-module de P, formé des diviseurs principaux. On
vérifie qu’il admet pour Z-base les diviseurs D, + D; — F, des fonctions x — 6,.
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On en déduit que P, est aussi un g-module de permutation. Quant a v et k, ce
sont les morphismes naturels évidents.

Dans le cas particulier du théoréme 2, le fait supplémentaire et essentiel est
I'existence d'une rétraction j. De fait, c’est une conséquence a priori, sans calcul
explicite, de la propriété (34) et du fait que G a ses sous-groupes de Sylow
cycliques. Ceci implique en effet la méme propriété (34) pour le G-module
(Pic X)° = Hom ,(Pic X,Z). Autrement dit, Ext (P, (Pic X)) = 0 pour tout
G-module de permutation P, ce qui s’écrit encore:

ExtL(PicX,P) =0,
et assure a priori que la suite exacte (33) est G-scindée.

d) k-rationalité de certains torseurs universels. Pour achever d’expliquer
I'origine de I'exemple du §1, il nous reste a citer le résultat suivant ou k est de
caractéristique # 2:

THEOREME [8]. Soient a € k* et P € k[x] un polynome non nul de degré
< 4. Il existe un modele projectif et lisse X de la k-surface d’équation affine

(38) y> — az? = P(x)

tel que tout torseur universel I sur X qui posséde un point k-rationnel soit une
variété k-rationnelle.

Pour établir ce théoréme, on considére un modeéle X du type indiqué dans la
démonstration du théoréme 2. On écrit alors des équations “explicites” pour les
torseurs universels 7 sur X (voir [7, II C et IV]; voir aussi la remarque 6
ci-apres). Puis, par une méthode semblable a celle du §1 b) 2, on rameéne ces
équations a des systémes quadratiques qui définissent certaines intersections
de deux quadriques. On prouve enfin que cellesci sont k-rationnelles lorsque
J (k) # &, en utilisant un critére plus élaboré que celui de la proposition 1.

La théoréme ci-dessus est, au langage et a la démonstration pres, une
généralisation d’un résultat de F. Chatelet ([5]; voir aussi Manin [18]) portant sur
le cas ou le polyndme P est de la forme

P(x) = (x — e))(x — e,)(x — e3),

ou les e; € k sont supposés distincts. On suppose en outre que a n’est pas un
carré dans k. Sous ces hypothéses (voir [18] ou [7, IV]):

H'(g,PicX) = (2/2)’,
et le g-module PicX ne peut étre stablement de permutation. D’aprés la

proposition 2, la surface X n’est donc pas stablement k-rationnelle dans ce cas-la.

Elle ne peut donc jouer le role de la surface (15) du théoréme 1 pour le probléme
de Zariski.



308 BEAUVILLE, COLLIOT-THELENE, SANSUC, SWINNERTON-DYER

Au contraire, si 'on considére la surface X du théoréme 1, on peut lui
appliquer le théoréme 2 et le théoréme ci-dessus, et par suite la proposition 3, et
cette méthode donne déja le résultat suivant:

9 11
X X kAk "I: Ak .
La méthode directe du théoréme 1 donne mieux: X x ;A3 ~ A3.
k

Il reste enfin 4 expliquer en quoi la méthode du théoréme 1 est une
simplification de la méthode évoquée ci-dessus. Compte tenu des remarques déja
faites, il s’agit de voir qu’a un facteur anodin pres le torseur .7~ du §1 n’est autre
qu’un torseur universel. C’est ce que nous allons voir dans la remarque suivante.

Remarque 6. On revient aux hypothéses et notations de la remarque 5. Soit
W le fermé de X tel que W soit la réunion des fibres géométriques dégénérées,
de = et de 3. Soient U l'ouvert complementalre k[U] lalgebre affine de U et
Divip X le module des diviseurs de X a support dans W. Le diagramme
commutatif de g-modules:

0 >P, P,—PicX -0

I [

1 > k[U]*/k* - Divyy X - PicX -0

donne, par dualité, avec des notations évidentes, S, = D(P,),..., le diagramme
commutatif de k-tores:

(39) 15,8, -8, -1
|
(40) 18 »T, > T, -L

Les fonctions (y — zva)/t et (A — 6,), pour i = 1,..., n, définissent une g-sec-
tion de k[U]* — k[U]* /k* et, par suite, un kmorphisme Y: U - T, dont le
composé ¢ avec p est le k-morphisme U — S, défini sur k par {(A — 0,)}.
D’apres [7] (II C, assertion 1), I'image réciproque par ¢ du torseur sur T, défini
par la suite (40) est la restriction & U d’'un torseur universel sur X. Mais il revient
au méme de prendre I'image réciproque par ¢ du torseur sur S, défini par la
suite (39). On obtient ainsi, dans la situation de 1’équation (37), une description
explicite assez simple d’un torseur universel au-dessus de l'ouvert U: c’est le
produit fibré de S, et de U au-dessus de S, via 7 et ¢.

Dans le cas particulier de I'équation (15), la suite (39) n’est autre que (35),
I'ouvert U s’appelle X, le morphisme ¢, défini sur k par (x,y,z) = x — 0, n’est
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autre que (16), et finalement le torseur universel ainsi obtenu est

To =T * By G-

3. Le probleme de Zariski sur un corps algébriquement clos

Dans ce paragraphe, nous considérons les surfaces du §1 dans le cas ou k est
le corps des fractions rationnelles k() en une variable sur un corps algébrique-
ment clos k,, de caractéristique # 2. L’extension K/k correspond alors a un
revétement triple C — P} , ou C est une courbe lisse sur k. La variété affine X,,,
d’équation

(41) y>—a(t)z®>="P(t,x),

en x,y,z,t, a coeflicients dans k,, devient un fibré en coniques (voir b)
ci-dessous pour une définition précise) sur A> = Speck,[¢, x], dont la courbe
discriminante est réunion de C et des droites définies par a(t) = 0.

Afin de prouver l'irrationalité de X, par la méthode de Clemens-Griffiths,
nous nous proposons d’appliquer la théorie de [3] pour calculer la jacobienne
intermédiaire (ou, plus précisément, le “représentant algébrique du groupe de
Chow”) d’une variété birationnellement équivalente a X,. Il faut pour cela
trouver un modéele birationnel complet S de A? et une variété non singuliere X
birationnellement équivalente a X, fibrée en coniques sur S. On réalise cette
situation en partant de la surface F, dans laquelle la courbe C est plongée
naturellement, et en effectuant quelques modifications birationnelles élémentaires
qui sont décrites dans la partie b) ci-dessous. On obtient ainsi comme ““jacobienne
intermédiaire” de X une variété de Prym £ qui est associée canoniquement a la
courbe trigonale C. Nous montrons alors grace aux résultats de [2] que, pour C
convenable, cette variété de Prym & n’est ni une jacobienne de courbe, ni un
produit de telles jacobiennes, ce qui d’aprés [6] entraine que X n’est pas
rationnelle.

a) La variété de Prym associée a une courbe trigonale. Soit C une courbe
projective et lisse sur k,, de genre g, munie d'un morphisme 1 de degré 3 sur
une droite projective L. Nous supposerons pour simplifier (voir la remarque 8
ci-dessous) que 1 n’a pas de point de ramification d’indice 3. D’apres la formule
de Hurwitz, il existe alors (2g + 4) points de ramification ordinaires Q, ..., Qs 4
sur C. Nous noterons R, I'image de Q, dans L, et P, le second point de 7~ !(R,),
de sorte qu'on a, pour 1 < i < 2g + 4:

7R, = P, + 20,.
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En raison de l'hypothése sur la ramification, le revétement 7 n’est pas
galoisien. Considérons le revétement galoisien 7: C — L de groupe © ; associé a
7. 11 induit un revétement double 7: C — C de facon que # = 7 ° 7. Puisque le
groupe & ; opére transitivement sur la fibre 1 7!(R,), on a nécessairement, pour
1<i<2g+4:

7*R, = 2P, + 2Q; + 20/,

avec 7 Y(P)= (P} et 7 XQ,)={Q;,Q/'). Autrement dit, 7 est ramifié
exactement aux points Py,..., P, ., de C. De plus, le sous-groupe alterné 2 ; de
S, opéere transitivement sur la fibre 7 '(R,). Si I'on désigne par L la courbe
C/%, on a donc un diagramme commutatif:

(42) C\ ’\
! L

ou L > L est le revétement double de L ramifié aux points R,,..., Ry, 4 (de
sorte que L est une courbe hyperelliptique, de genre g + 1). Nous noterons R,
I'unique point de L au-dessus de R,.

On observera que la donnée du diagramme ci-dessus équivaut a celle du
diagramme obtenu par passage aux points génériques:

K’
(43) K< N,

k/
ou k,K,k’, K’ désignent les corps de fonctions respectifs de L,C, L,C, et
celui-ci n’est autre que le diagramme (8) considéré au §1, pour k = k(t).

Soit T" (resp. T') la courbe & croisements normaux obtenue a partir de la
somme disjointe C 1 L (resp. C 1 L) en identifiant P, 3 R, (resp. P, a R;), pour
1 <i<2g+ 4. On dispose d'un morphisme I' = I' de degré 2, qui est un
pseudo-revétement double au sens de [2] et de [3] (cela signifie que T est le
quotient de I' par une involution qui fixe les points doubles, ainsi que chacune
des deux branches d'un tel point double). On peut donc considérer, en suivant
[2], la variété de Prym P(I',T): c’est une variété abélienne principalement
polarisée de dimension 3g + 2, que nous appellerons la variété de Prym associée
a la courbe trigonale C.

ProposiTiON 4. Pour g > 3, la variété de Prym P associée a la courbe
trigonale C n’est isomorphe (comme variété abélienne principalement polarisée)
ni a une jacobienne de courbe, ni a un produit de variétés abéliennes polarisées.
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Nous allons montrer que le lieu singulier du diviseur ® de £ est de
codimension ¢ > 5 dans £: ceci entrainera que (£, ©) n’est isomorphe ni 4 un
produit (on aurait ¢ = 2), ni 4 une jacobienne (on aurait ¢ = 3 ou 4, cf. [0]).
Puisque £ est la variété de Prym (T, T), il suffit de vérifier que la courbe T ne
figure pas dans la liste du théoréme 4.10 de [2]. Puisque g > 3, on a card(C N L)
> 10 et p,(I') = 3g + 3 > 12. Ceci élimine déja une partie du cas ¢ = 2 et les
cas d), e), et g) aj) de ladite liste. Si T était une courbe hyperelliptique, ou si elle
s’obtenait a partir d’'une telle courbe en identifiant deux points, ou deux paires de
points, cette courbe hyperelliptique serait réductible, ses composantes seraient
des courbes rationnelles, 'une d’elles dominerait C qui devrait donc étre ration-
nelle. Ceci élimine définitivement le cas ¢ = 2, puis le cas ¢ = 3 et les cas b)
et f). Dans le cas c), I serait un revétement double d’'une courbe irréductible A
(une courbe stable de genre 1 est irréductible); alors L dominerait A qui serait
rationnelle, et C devrait encore étre rationnelle. Reste le cas a) (I" trigonale), ou
C devrait étre hyperelliptique: mais une courbe hyperelliptique (lisse connexe) de
genre > 3 n’a pas de g} sans point base (voir par exemple [11] lemma 3.2). Ceci
acheéve d’éliminer le cas ¢ = 4.

Remarque 7. Le résultat ci-dessus est encore vrai pour g =1 et g = 2. Il
n’est pas difficile d’éliminer le cas a); il faut une étude plus poussée pour éliminer
le cas e) lorsque g = 1.

Remarque 8. Le cas ou 7 admet des points de ramification d’indice 3 (sans
qu’ils soient tous ainsi) ne présente pas de difficulté supplémentaire—au moins si
la caractéristique de k, est différente de 3, ce que nous supposerons ici. Soient
Q.- -, Q, les points de ramification d’indice 2 (on suppose s > 0); définissons
comme ci-dessus les points P, sur C et R, sur L, pour 1 < i < s. Le revétement
C — C est ramifié le long des P, et le revétement L—->Lle long des R;; on
construit I" et ' comme ci-dessus. La variété de Prym 2(T, I') est alors de
dimension g + s — 2. On montre par la méme méthode que ce n’est pas une
jacobienne, ni un produit, pour g + s > 8 (et s > 0).

b) Modifications des fibrés en coniques. Soit S une surface projective et
lisse sur k,. On appelle fibré en coniques sur S une variété X munie dun
morphisme propre et plat ¢: X — S dont les fibres sont isomorphes a des
coniques dans P? (éventuellement dégénérées). Il existe alors (cf. [3, proposition
1.2]') un fibré vectoriel % de rang 3 sur S, un fibré en droites 4" sur S, et une

'Les résultats de [3] sont énoncés dans le cas S = P2, mais 'extension au cas général est
immédiate. De méme, le calcul de la “jacobienne intermédiaire” de X (représentant algébrique du
groupe de Chow A%(X)), qui est fait dans [3, chap. III], pour S = P2, s’étend trivialement au cas
ou S est une surface rationnelle (lisse et projective) quelconque.
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forme quadratique g € H(S, S2#® "), tels que X s’identifie au diviseur des
zéros de g dans le fibré projectif Py( ).

Notons D la courbe discriminante (lieu des points s de S ou la conique
X, = ¢ !(s) est singuliere). Pour que la variété X soit non singuliere, il faut et il
suffit que les conditions suivantes soient réalisées (ceci résulte dun calcul
jacobien tres simple; voir [3] loc. cit.):

(i) les seules singularités de D sont des points doubles ordinaires;

(ii)) on a 1rg(X,) =2 pour s € D — Sing(D), et rg(X,) =1 pour

s € Sing(D).
On dira alors que le fibré en coniques est non singulier. On peut montrer [28]
que tout fibré en coniques est birationnellement équivalent & un fibré en coniques
non singulier. Nous nous contenterons ici de décrire des modifications biration-
nelles qui permettent d’éliminer des singularités trés simples.

Nous nous placerons dans le cas ou le fibré en coniques X est diagonal: cela
signifie que % est somme directe de 3 fibrés en droites &, (i = 1,2,3), et que la
forme g est donnée par 3 sections b, € H(S, £,®> ® A4"). La courbe discrimi-
nante est alors la réunion des trois diviseurs D, = div(b;). Pour que les conditions
(i) et (ii) soient réalisées, il faut et il suffit que les D, soient lisses, qu’ils se
coupent deux a deux transversalement et que D, " D, N D, = .

Soit s un point de S ou la courbe D ne posséde pas ces propriétés. Notons
e: S” — S I'éclatement de s, et E le diviseur exceptionnel. Nous allons construire,
dans les trois situations qui suivent, un fibré en coniques X’ sur S’, birationnelle-
ment équivalent a X sur S, défini par un fibré %’ et une forme q’, dont la courbe
discriminante D’ est la normalisée de D en s.

1. La courbe D, a un point ordinaire en s, et s & D, U D;. On pose alors
F' =P (— E) ® %, ® %, et on définit la section g’ de S2F' ® e* A"
par les transformés stricts de b, b,, b;. La courbe D’ est alors le transformé
strict de D dans S’

2. D,, D, et D, passent par s; ils sont lisses en s, avec trois directions
tangentes distinctes. On pose alors ' = @ig’:le*afi(— E), et on considére la
section g’ de S2%’ ® e*#"(E) définie par les transformés stricts des b,. La
courbe D’ est le transformé strict de D.

3. D, et D, sont lisses et simplement tangents en s, et s € D,. On pose
F' =P (— E)® e*Ly(— E) ® ¢*%;; la section q’ de S2F’ ® e*A(E) est
définie par les transformés stricts de b, et b,, et par ¢*(b,;) ® e, ou e est une
section non nulle de H(S’, O5(E)). Le diviseur D’ est réunion de E et des
transformés stricts D! de D,. Les courbes Di, Dj et E se coupent transversale-
ment en un point s’ de S’; on est ainsi ramené a la situation précédente. Aprés
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éclatement de s’, on obtient donc un fibré en coniques X" 5 S” dont la courbe
discriminante est réunion de la normalisée D’ de D en s et d'une courbe
rationnelle lisse E, disjointe de D’.

On peut en fait se débarrasser de celle-ci, de la facon suivante. L’image
réciproque de E dans X" est réunion de deux surfaces E, et E,, réglées sur E.
Soit F;, pour i = 1,2, la fibre de E, au-dessus d’un point de E, et soit F une fibre
générale de ¢”. On a alors dans 'anneau de Chow de X”:

E,-(F,+F)=E -F=0,
d’ou:
E, -Ff=—E -F,=—-1.
Ceci entraine ([1, cor. 6.11]; voir aussi, [20, III, théoreme 2]) que 'on peut
contracter E, (ou E,) pour obtenir un espace algébrique (lisse) X"’. Alors X"’

est un fibré en coniques sur S” (donc une variété algébrique), de courbe
discriminante D’.

¢) Non-rationalité de la variété X. Rappelons qu'on désigne par F, la
surface réglée rationnelle Ppi(Op1 & Opi(n)). On note f la classe d’'une fibre et h
celle du fibré tautologique g (1); ces deux classes forment une base de Pic(F,),
avec:

=0, f-h=1, h% =n.

Soit C une courbe trigonale, de genre g. Il est bien connu (voir par exemple
[1, §3]) que C vit dans une surface F, (pour g > 5, c’est 'intersection des
quadriques qui contiennent le modéle canonique de C), de fagon que le
revétement triple n: C — P! soit induit par la projection p: F, - P! De
maniére précise, il existe des entiers positifs n et r, uniquement déterminés, tels
que C soit isomorphe a un élément du systéme linéaire |3h + 7f| sur la surface
F,. Nous supposerons, pour simplifier, comme en a), que 1 n’a que des points de
ramification d’indice 2. Il existe donc (2g + 4) fibres F,,..., F,,, , de p qui sont
tangentes a C.

Choisissons une section L de p telle que:

(i) L € |h + cf|, avec ¢ = r (mod. 2);
(ii) L et C se coupent transversalement, en des points non situés sur

les F,.

Un tel choix est possible puisque le systéme linéaire |h + cf | est trés ample
pour ¢ > 1. Nous identifions L a la base de la surface F, via la projection p.

Soient Z et . les fibrés en droites sur F, de classes respectives (g + 2) f et
2h + L(r + c)f, et soit | (resp. m) une section de #®% (resp. #®2) de
diviseur Y261 *F, (resp. C + L). Considérons le fibré en coniques diagonal X, sur
F, défini par le fibré = 0 ® L& A et par la section (1,1, m) de S2%#. Pour
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écrire une équation affine de X, choisissons une fibre F,, de p, et posons
U=F,—L-F,. La fibration en droites affines p,: U — A' étant triviale,
Iouvert U est isomorphe a A% choisissons des coordonnées (¢, x) sur U de fagon
que p(t,x)=1t. La courbe C est alors définie dans U par une équation
P(t,x) =0, ou P € k[t, x] est un polyndome de degré 3 en x, bien défini a4 une
constante non nulle prés. Soit a(t) € k,[¢] le discriminant de P, considéré
comme polynéme en x a coefficients dans I'anneau k,[¢]. En raison des
hypotheses antérieures, et d’apres [24, chap III], les zéros du polynome a(t) sont
les points R, de A! tels que p~'(R,) = F,, et ils sont de multiplicité 1. A des
constantes non nulles pres, la section (1, [, m) coincide donc au-dessus de U avec
la section (1, a, P). L’équation de X, au-dessus de U peut alors s’écrire:

—a(t)2® = P(t,x)W?2,
ou encore, dans 'ouvert W # 0:
(44) y>—a(t)z? = P(t,x),
avec la condition:
a(t) = disc P(t,x).

On retrouve donc une équation du type (30) considérée au §1, exemple 2.
D’apres le théoreme 1, la variété X, est donc stablement rationnelle.
Cependant, ce fibré en coniques X, est singulier, pour deux raisons:
(a) la courbe C U L a des points doubles ordinaires;
(b) les courbes F; et C sont simplement tangentes en Q,.

D’apres la partie b) de ce paragraphe, on obtient apres éclatement convena-
ble de F, un fibré en coniques non singulier X birationnellement équivalent
a X, dont la courbe discriminante D est réunion de C et des courbes ration-
nelles L, F,,..., Fy,. 4 les seules singularités de D sont les points doubles
{P,} =CNF,et{R,})=LNEF,.

ProposiTiON 5. La jacobienne intermédiaire du fibré en coniques non
singulier X ainsi construit est isomorphe (en tant que variété abélienne principa-
lement polarisée) a la variété de Prym associée a la courbe trigonale C.

Rappelons que nous entendons par “jacobienne intermédiaire” le
“représentant algébrique du groupe de Chow A%(X)” considéré dans [3, chap.
II1].

D’apres [3, théoreme 3.6], la jacobienne intermédiaire de X est isomorphe a
la variété de Prym du pseudo-revétement double D — D, ou les points de D
au-dessus d’'un point s de D correspondent aux composantes de la conique
singuliere X,. On a icii D=CULUF U - LJF?_g .4 La composante C
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au-dessus de C paramétre les deux composantes de la conique y2? — a(t)z% = 0.
Le revétement ramifie C — C est donc le revétement double canonique associé a
la courbe trigonale C (voir a)). Les revétements F, — F, sont ramifiés en deux
points, donc Fi est une courbe rationnelle. Enfin, I. » L est le revétement
double de L ramifié aux points Ry,..., Ry, . i

Puisque chaque courbe F, rencontre le reste de D en deux points, le lemme
(4.11) de [2] entraine que la variété de Prym de la paire (D, D) est isomorphe 2
celle de la paire obtenue en contractant les courbes F, et F;: or celleci n’est autre
que la paire (I', T') définie en a). D’ou la proposition.

Le critére de Clemens-Griffiths ([6]; voir [3, proposition 4.6] pour la situation
présente) affirme que la jacobienne intermédiaire d'une variété rationnelle
(projective et lisse) de dimension 3 est une jacobienne de courbe, ou un produit
de telles jacobiennes. On peut donc conclure des propositions 4 et 5, et du
théoréme 1’, le théoréme suivant, ou le corps de base k est un corps algébrique-
ment clos de caractéristique # 2:

TukoreME 3. Si la courbe trigonale C (projective et lisse sur k,, et sans
point de ramification d’indice 3) est de genre g > 3, la variété X construite
ci-dessus est stablement rationnelle, mais non rationnelle.

Cette variété X, projective et lisse sur k, est de dimension 3. Elle est fibrée
en coniques sur une surface rationnelle et admet un modeéle affine d’équation:

y? —a(t)z® = P(t,x),
ou P(t,x) = 0 est une équation affine de la courbe trigonale C, relativement a la
projection définie par ¢, et ou

a(t) = disc P(t,x).

Exemple 3. Comme exemple directement justiciable du théoréme ci-dessus,
on peut prendre, pour k, = C, la variété affine V définie par I"équation:

(45) y 2+ + D)+t + 1)z% = 2x% + 3t%2 + ¢4 + 1.
En effet, la courbe trigonale (projective et lisse) d’équation affine:

2x3 + 3tAx2+t*+1=0
se plonge dans F, et a 10 points de ramification, tous d’indice 2 et a distance
finie. Ainsi, n = 1 et g = 3. Un calcul d’intersection donne r = 1. On voit alors
qu’on peut prendre pour L la section a I'infini 3 de F,. En effet, £ € |h — f]|,
autrement dit ¢ = — 1, et C et =_ se coupent transversalement en un point de
la fibre a linfini; les hypothéses (i) et (ii) sont donc satisfaites. On peut ainsi
prendre pour U le plan affine initial et, d’aprés I'équation (44), la variété V
s'identifie & I'ouvert de X, au-dessus de U.
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Remarque 9. D’aprés la remarque 7 de la partie a), I'énoncé reste vrai pour
g = 1 et g = 2. D’autre part, on étend sans difficultés I'’énoncé de la proposition
5 au cas ou le revétement triple C — P! a des points de ramification d’indice 3 et
s > 0 points de ramification d’indice 2; d’aprés la remarque 8, on en déduit que
le théoréme reste vrai dans ce cas pourvu que:

g+s=>8.

Remarque 10. Le fibré en coniques non singulier X est construit a partir de
la courbe trigonale C C F, et d’une section L de F, satisfaisant les conditions (i)
et (ii) ci-dessus. Ces hypothéses, introduites pour simplifier la construction, ne
sont pas indispensables. Si '’hypotheése (i) n’est pas satisfaite, on remplace L par
L + F, ou F est une fibre générale de F,, et on applique la méme méthode que
précédemment. Si I’hypothése (ii) n’est pas satisfaite, la courbe discriminante
C + L + X,F, possede des singularités un peu plus compliquées que celles
considérées en b); on peut encore construire X a partir d’éclatements successifs,
par une méthode tout a fait analogue a celle décrite en b). Dans tous les cas on
trouve que la proposition 5, et par conséquent le théoréme 3, restent valables. On
peut encore étendre les hypothéses sur C comme indiqué dans la remarque 9.

Remarque 11. Partons alors inversement d’une variété affine V définie par
une équation:

y2—a(t)z®>=P(t,x),

ou P € k,y[t,x] est un polynome irréductible et de degré 3 en x, dont le
discriminant a(t) € k[t] est sans facteur carré. L’équation:

P(t,x)=0

définit alors une courbe lisse C, dans A® sans point de ramification d’indice 3. On
peut compactifier A% en une surface F, de facon que I'adhérence de C, soit une
courbe trigonale lisse C dans F, (ayant donc au plus un point de ramification
d’indice 3). Considérons alors le fibré en coniques non singulier X construit a
partir de la courbe C et de la section a l'infini de F,. D’apres I'équation (44)
ci-dessus, la variété V s’identifie 4 un ouvert de X. On conclut donc que V est non
rationnelle dés que g(C) > 2, et méme dés que:

dega(t) > 5.
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