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LE PROBLEME DE SCHOTTKYUNE INTRODUCTION

Arnaud Beauville

1. La formulation originale

On désignedansce qui suit par X unesurfacede Riemanrcompactele genreg = 2 .
Topologiguement, X estdoncuntorea g trous(cf. figure); on sedonneen plus unestructure
complexesur X , c'est-a-dir@u'ondisposeauvoisinagedechaquepointde X , d'unecoordonnée
complexe z , aveda conditionde compatibilitéhabituelle:dansun ouvertde X ou deuxtelles
coordonnéesontdéfinies,chacunal'ellesestfonctionholomorphelel'autre.On peutalorsparler
de fonction holomorphesur (un ouvertde) X, de forme holomorphesur X (qui s'écrit
localement f(zdiz , avec f holomorphe), etc...

On seproposedeclassifieraisomorphismeres,|'ensemblele cesstructurecomplexesl
y enabeaucoupcetensembleadmetunestructurenaturellede variétéalgébriquecomplexede
dimension3g-3 (pour g=2) qu'onappelleaujourd’'huil'espacedes modules dessurfacesde
Riemannde genre g, etqu'onnote fmg . Bien que notreconnaissancde cettevariétéait
beaucoumrogressée problémele la décrireexplicitementesteencordargemenbuvert.Je vais

expliquer ici une approche possible, qui remonte a Riemann.

Il estclassiqueguel'espacevectorieldesformesholomorphesur X estde dimensiong.
Choisissonsinebase(w ..., wy) de cetespaceChoisissonsl'autrepartunebasesymplectique
(Y1:--+1Ygs O1,---,0g) du groupe d’homologie KX, Z); cela signifie (voir figure) que l'on a
Y,.& =-9,.y; =1, etque les autres produits d'intersection sont nuls.

On associe a ces données® 2@mbres complexes, legriodes, définis par



], Ja
{l fautobservelque,puisquelesforrlneshoIomorphessontferméesl'intégralesur un lacetd'une
telle forme ne dépend que de la classe d'homologie du lacet.)

Ces nombres dépendent de la structure complexe de X, mais aussi degihasgs (

Oy ,.0g) €t (wy,..., 1) . On sedébarrassde cedernierchoixde la fagonsuivanteon montre
facilemenqu'ilexisteuneuniquebase(q) qui vérifie jyi =0 pour iZj, et IVi w =1.Les
périodegestantest;; formentunematricecarréet L My(C) , qui nedépendjuede X etdela
base(y; , §;), etqu'onappellda matricedespériodes Riemanra montréque cettematriceest
symétriqueet que sa partie imaginaire psisitive non dégénérée'est-a-dire qu'on a

ty Im(t) v > 0 pour tout vecteur non nul i C9).

On appelledemi-espacele Siegel I'ensemble Hy des matricest LI M4(C) qui sont
symétriquest dontla partieimaginaireest positivenon dégénéréeC'estun ouvertde I'espace
vectoriel(complexe)desmatricessymétriquesl'ordre g , dontla dimensionest g(g+1)/2 . La
matrice des périodes associée a X etalabasg,f;) appartientdonca H

Il n‘estpasdifficile d'établicommentarie 1 lorsqu'onchangda basesymplectiquelLe
groupe symplectique ;= Sp(2g,Z) est le groupe des matricgsIM,(Z) satisfaisant a
TyEy: E, avec E :ﬁ?g Ig

élémente 'y, avec ab,c,d dansM(Z) ,etsoit TH, . On posey.T = (at+b)(ct+d)!. On

ﬁ . Ce groupe opére surgHe la fagn suivante: soity = Ebﬁ gg ur

définit ainsiuneactionde Iy sur Hg ; un changemerde basesymplectiquemodifie T parune
transformatiorde Iy . On adoncassocié X unélementduquotient 2, :=Hy/T ;. Autrement
dit, on a défini uneapplicationd : 9, —» 2 , I'applicationdespériodes (rappelongjue 90,
désigne I'ensemble des classes d'isomorphisme de surfaces de Riemann de genre g ).
L'actiondu groupediscret 'y sur Hy estsuffisammenbonnepour que 2 ait une
structureanalytiquequotientde cellede Hy — c'estmémeune varietéalgébrique (avecdes
singularités)On montreaussique M, estalgebriqueainsiquel'application O . Enfait, on sait
que O estunplongemenfthéoremele Torelli). Ladimensionde 2, estcellede Hy , c'est-a-
dire g(g+1)y 2. Nousavonsvuque M, estdedimension3g—3 (pour g = 2); cenombreest
égala g(g+1)/ 2 pourg =2 et 3, maislui eststrictemeninférieurdésque g = 4 . Il doit donc

exister(pour g = 4) desrelationsqui sontsatisfaitearlesmatricesde périodesie surfacege
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Riemannmais paspar n'importequellematricede Hgy . Le problémede Schottkyconsistea
explicitercesrelations.De maniéreun peuplusvaguejl s'agitde donnerdescritéeregpour qu'une

matrice T [J Hy soit la matrice des périodes d'une surface de Riemann.

2. Traduction géométrique

On appellevariétéabélienngorincipalemenpolarisée (v.a.p.penabrégéun couple(A ,0),
ou A estuntorecomplexe(quotientd'unespacevectorielcomplexgrar unréseaugt © une
hypersurface&lans A, définieatranslatiorpres.On exigeen outrequele diviseur @ satisfass&
certainesconditionstechnique§” © estampleet dim HOA , 05(©)) = 1"), quel'on peut
exprimerendisantquela seulemanierededéformer © algébriquemergstdele translateparun
élément (non nul) de Aet qu'une telle translation ne peut lais€erstable.

Onassocieaunematrice TJHy unev.a.p.p(A ,©,) dela manieresuivanteLe Z-module
L, =29 O 129 estun réseawansCY ; on poseA = CY9/ L. . On définit une fonction
holomorphe® sur CY x Hy parlaseérie

.t t
Bz = y MTTE
moz®

(qui convergagraceal'hypothésesur Im(t)). Lorsquet estfixée,on écrit plussimplement(z)
au lieu def(z1) . On a
0(z+p+tq) =6(z) exp(vi(tqtg+2qgz) pour pgdansZ9,

desortequel'hypersurfaced = 0 dansC9 estinvariantesousl'actionde L. . Elle provientdonc
d'unehypersurface®, dans A_ . Lathéoriedesfonctionsthétamontreque (A, ,©,) estune
v.a.p.p.etqu'onobtientainsi,a isomorphismeres,touteslesv.a.p.p.de dimension g; de plus,
deuxmatricest et T de Hy fournissentlesv.a.p.pisomorphesi et seulemens'il existeun
élémenty de 'y telque T =y.T. Ainsilavariete 2, parametrelemanierenaturelle’ensemble
desclassesl'isomorphismale v.a.p.p.dedimension g: on dit quec'estl'espacedes modules
des v.a.p.p. de dimension g

Je voudraism'arréteun instantsur cettecorrespondanc@our soulignerson caractere
remarquableA un objetconcreket calculablgune matricecomplexemodulol'actiond'un groupe
discret) on associain objetgéométriquextrémementiche: nonseulementin torecomplexgqui,

en soi, n'‘aguerede géométrie)mais surtoutune hypersurfaceontenuedanscetore. On peut
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alorsconsidéreles singularitéde cettehypersurfaceson intersectioravecun translatégtc...
Malheureusemerfpu heureusement'estce qui fait l'intérétde cesquestions)pn ne peut
généralement rien dire de cette géométrie a partir de la seule matrice
Si maintenantt est la matrice des périodes d'une surface de Rieana v.a.p.p.

(A,,©,) n'estautrequela jacobienne(JX,0) de X . Ellesedécritgeométriqguemerdommesuit.
On note Div(X) leZ-modulelibre debase X ; un élémentle Div(X) , qu'onappelleun diviseur
sur X, estdoncunesommefinie 3 ny[p] (pUX ,n,0Z).Lenombreentier 3 n, estledegré
du diviseur Si f estunefonctionméromorphesur X, lediviseur div(f) de f estla sommedes
zérosde f moinslasommedesespbles(comptéshacuravecleurmultiplicité). Celaétant)a jaco-
bienne JX parametrées diviseursdedegrézérosur X , modulolesdiviseursdefonctionsméro-
morphes{'hypersurface parametrdesclasseslediviseursdelaforme [p;] +...+[py.4] —A ,0U
A estundiviseurfixeé de degré g-1 sur X . Dansl'espacelesmodules? , les jacobiennes
formentunesous-variétey, , dedimension 3g-3 . Cettesous-variét@'estpasferméemaisellele
devientlorsqu'onconvientde lui incorporetes produitsd'un nombrefini de jacobiennes- ce que
nous ferons désormais. Onjg= 2, pour g< 3, mais l'inclusion est stricte des que 4.

Géométriquemente problemede Schottkyconsistedonc a caractériseles jacobiennes

parmi toutes les v.a.p.p., ou encore a déecrire la sous-vagiedé 2 .

3. L'approche analytique

Le problémede Schottkya d'abordété étudiéd'unpoint de vue analytiqueon cherchea
écriredeséquationsle 3, dans 2 , de préférence l'aidede formesmodulaires. Une forme
modulaire de poids k pour un sous-groupede Iy est une fonction holomorphe f suf, H
satisfaisant a f(y.1) = (det (c|:+d))k f(t) pour tout élémenty = Ebﬁ ZE deA.

La théoriedes fonctionsthétafournit desfonctionsde ce type, par exempleles théta-

constantes

e@@m = Z exp i [ (m+p)t(m+p + 2 (m+Pq]

moz’

= 6(g+tp) exptu(‘ptp + 2pq) pour pqOZz9.

Cesfonctionssontdesformesmodulairesle poids 1/2 pour unsous-groupé'indicefini
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de Iy ,noté 'y(4,8). Igusa[ll] a montréqu'ellesdefinissentdescoordonneeprojectivessur le
quotient Hy /T4(4,8). Il enrésultequetoutesous-variétderméede 2|, peutétredefiniepardes
polynémesenlesthéta-constanted;s'agitde détermineeffectivementespolynémesiansle cas
de Jy -

Le premierrésultatdanscettedirectionestd( a Schottky engenre 4 : en1888,il meten
évidencdS] un polynémede degrél6 enles théta-constantegui estune formemodulairede
poids 8 sousl,, s'annulanidentiquemensur J,; maisnonsur 2, (le polynomede Schottky
S'écrit 1,2 + 1,2 + rg2 —r,r3 — 1,13 — 111, , ol chaquer; estun produitde 8 théta-constantes
convenablemerthoisies).Schottkysembleconsidéreccommeévidentque ce polyndmedéfinit
exactementy, ; enfait, cettepropriétén'aétédémontréejuerécemmenpar Igusa([12], cf. aussi
[FD.

En 1909, Schottkyet Jung [S-J] donnentun procédésystématiqueour écrire des
polyndmesenles théta-constantesannulansur 3y, a partird'identitésatisfaitepar les théta-
constantegénéralegn dimension g—1 (lesrelationsde Schottky-Jungont uneconséquence
facilede la théoriedesvariétésde Prym, cf. [M]). L'ensemblaleséquationobtenuegpar ce
procededéfinit une sous-variétéS, de 2y, quicontient J; . On conjecturegu'ona &y = 3y ;
c'estcequ'onpourraitappelete "vrai" problemede Schottky.Pour g = 4 c'estle résultatd'Igusa
cité plushaut.Van Geemera démontréjue J; esttoujoursunecomposantérréductiblede &g
[VG] : celasignifieque &; estréunionde J, etéventuellemerd'autressous-variétégui ne
contiennenpas J; , autrementlit que &, coincideavec J; auvoisinaged'unpointgénéralde
Jy - D'autrepart,Donagiindiquedans[Do] les grandedignesd'unedémonstratiorde I'egalité
Gs=%.

Malheureusemenéséquationgle §; ne sontpasexplicites;le problemevientde ce qu'on

ne connait pas I'ensemble des identités satisfaites par les théta-constantes générales.

4. L'approche géométrique

Un point de vue un peu différentconsistea cherchemes caractérisationggéometriques
desjacobiennessonduisansi possiblea deséquationgpour 3, . Je signaleau passageue ce
type de caractérisatiojoue un réle importantdansles questiongde rationalitédesvariétésde

dimension 3 (voir par exemple [M-B]).



a) Sinqularités du diviseu®

Soient X unesurfacedeRiemanndegenre g, et (JX, ®) sajacobiennelLa description
explicitede © (82)permetde paramétrefensembleSing@) despointssinguliersde © en
termesde diviseursspéciauxsur X (théoremedessingularitésde Riemann)pn en déduit
facilement'inégalité dim Sing®) = g—4 (plusprécisémentSing@) estde dimensiong—4 si
X n'estpashyperelliptique,g—3 sinon).Désignonsalorspar 91y , lasous-varietéle J, formee
desv.a.p.p.(A,0) pourlesquellesdim Sing@) = g—4 ; AndreottietMayerontprouvéque J,
estunecomposantéreductiblede 91_, . lls donnenteplusun procédéhéoriquemenexplicite
(mais pratiquementres compliqué)pour écriredeséquationgde 9, entermesdes théta-
constantes et de leurs dérivées premiéres.

Malheureusemerensembled, , ad'autrescomposantegue J, . Engenred, 9, est
reunionde 3, etdel'hypersurface8,,, forméedesv.a.p.p.pourlesquellesinethéta-constante
s'annulgB]. Engenreb, 91, a 5 composantegjuel'on saitdécrireexplicitement[Do1], [D1]).
Engenre= 6, on disposed'unelistede composantede 91y_, [D1], maison ignoresi cetteliste

est complete.

b) Réductibilité de® n ©, et trisécantes

Dansl'article[We], Weil démontraite théoremede Torelli (81) a partir de I'observation
suivante Notons commed'habitude X unesurfacede Riemannde genre g , (JX,®) sa
jacobienne,p,q deuxpointsdistinctsde X . Le diviseur[p] —[q] définitun pointde JX, que
nousnoteronssimplementp—q. Alorslintersectiof?) ©n Op.q estreéductible: elleestréunion
de deuxcomposante¥, etW, ou Vpne dépendquede p etWqquedeq. En particulie quels
gue soient,s dans X, on a
Q) OnBpq U Op U 0Ogy

Soit alors(A,©) unev.a.p.pguelconquepour éviterdes complicationsansintérétnous

supposerons que (B®) estindécomposablec'est-a-dire qu'elle n'est pas produit de deux v.a.p.p

Wpour toute v.a.p.p. (@), on note ©, le translatéG+a de©.
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non triviales. Soient a,x,y des éléments distincts non nuls de A. Considérons la condition
Q) ©nO, 0O 06,00,

Ecrivonsnotrev.a.p.psouslaforme (A ,©,), avec T[] Hg . La condition(2) se traduit
alorsanalytiquemenparune équationaux différencegour la fonction 6 : il existedesnombres
complexes non nuls |, m,tels gu'on ait l'identité
3) | 8(z) 6(z—x-y) +m 6(z—a)6(z+a—x—-y) +n B(z—x)6(z—y) = 0

(On noteabusivemerparla mémeettreun pointde A_ etun antécédenarbitrairede ce point
dansC9.)

Il estclairque(3) implique(2) :si zO©n O4,0na 6(z) = 6(z—a)= 0, desorteque(3)
entraine 8(z—x) = 0 ou 8(z-y) = 0, c'est-a-direz J ©, U ©, . L'implicationopposedait
intervenir quelques suites exactes.

Nous allons maintenantetraduiregéométriquemen() a l'aide des fonctionsthétadu
secondordre.Ce sontles fonctionsholomorphesf sur C9tellesque f /82 soit périodique par
rapportau réseau_T ; ellesformentun espaceectorielde dimension29 surC. Il existeunebase
(Wo »--.-,Py) de cetespaceN = 29-1) satisfaisané la formulesuivante(formule d'addition de
Riemani : pour z,u dan€9, ona

B(z+u) B(z-u) = 3 Wi(2) Y;(u)

On définit un morphismep de Adans I'espace projecBN en posant Y(z) =
(Wo(2): ... WN(2)) - L'imagedeu estlavariétédeKummer K(A, ©), isomorphex A/{x1} . Soit
z unpointdeA telque 2z = x+y . En exprimani3) al'aidede laformuled'additionde Riemann,
on obtient la condition équivalente
(4) les points Y(z) , P(z—a)et Y(z—x)de PN sont alignés.

L'inclusion(1) entrainajue cettepropriétéestvérifiéepourla jacobiennel'unesurfacede
RiemanrX, lorsquea= p—q, X = p—r,2z= p—qg—r+s,ave,q,r,s dansX. Lavariétéde Kummer
d'unejacobiennedmetdoncunefamille dedimensior4 de trisécanteslepenseenfait, ala suite
de G.Welters, que l'existence d'une seule trisécante devrait suffire a caractériser les jacobiennes

Conjecturede la trisécante Soit (A,©) unev.a.p.p.indécomposableila variétéde Kummer

K(A, ©) admet une trisécantdA, ©) est une jacobienne.
Voici quelquesargument®n faveurde ceténoncéJ'ai prouvéavecO.Debarre [B-D] que

I'existenceal'unetrisécantea K(A,©) entraine dim Sing@) = g—4; comptetenudu théoreme
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d'Andreotti-Mayeril enrésulteaumoinsque J; estunecomposantele I'ensembledesv.a.p.p.
admettantunetrisécanteEn s'appuyansur ce résultat,Debarrea démontrd'énoncéci-dessus
lorsqu'onsupposele plusque (A,©) estunevariétédePrym [D2] (lesvariétéde Prymsontdes
v.a.p.p.définiesgéométriguemerd l'aide d'unesurfacede RiemannX et d'un revétemenétale
doublede X; ellesformentune famille plus généraleque les jacobiennes)Cela entraineen

particulierla conjecturdorsquela dimensiordeA est < 5 (toutev.a.p.pdedimensiore 5 estune

variété de Prym).

D'autrepart,on peutaffaiblir la conjectureen essayantle caractériseles jacobiennegpar
I'existenced'unefamille assezyrandede trisécantesDes résultatgde ce type ont été obtenus
d'abordparGunning[G], puisraffinésparWelterdW1,W2] . Jevaismecontentedeciterle plus
facilea énoncerd( a WeltergW1] :si  K(A,®) admetunefamille continuedetrisécanteset si
dim Sing(® ) = g—4,alors (A,0) est une jacobiennénécessairement non hyperelliptique).

Enfin, I'analogueinfinitésimal de la conjectureest démontré:c'estl'ex-conjecturele

Novikov, que je vais maintenant discuter

c) L'ex-conjecture de Novikov

A conditionde prendrequelquesprécautionsles conditions(2) a (4) ci-dessusggardentun
senslorsqu'onfait tendreles pointsa,x,y vers0. Le point a devientun vecteurtangenta l'origine,
qu'on peutidentifiera un champde vecteursconstantD; surCY. La variété © n @, , définiepar
leséquationsB(z) = B(z—a)= 0,sespécialisenlavariété © n ©p, définiepar 8(z)=D,6(z) =0.
L'inclusion (2), qui signifie qué(z—x)8(z—y) s'annule su®n O , devient
(2") il existe un champ de vecteurs constait sur CY tel que la fonction

(D,%6 + D,0) (D ;%6 —D,0) s'annule sur ©n0Op, .

De la méme facon qu'on prouve I'équivalence de (2) et (3), on montre que (2') équivaut a
(3" il existe des champs de vecteurs consténtsD, , Dy sur CYtels que la fonction

u=D ;%log 6 satisfasse a I'équation aux dérivées partielles
(K-P) J@;3u+uDu+ Du)=D%u .
Cetteéquationnon linéaire,dite de Kadomtsev-Petviashvila été d'abordintroduiteen

physiquecommeequatiord'ondegc'estunegenéralisatiore I'équationde Korteweg-devries, a
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laquelleelle seréduitlorsqueDs estnul). Elle joue un role clédansles travauxrécentse I'école
japonaisecf. parexemple[V] . Novikov avaitconjecturéet Shiotaa démontrgSh], que la
condition(3') caractériséesjacobiennedJne démonstratiomplus géométrique étédonnéepar
Arbarello-DeConcin{A-D] . Trés schématiquemerlgur idée est d'utiliserla condition (4")
obtenueen spécialisan{4) et de montrerqu'elleentraind'existencal'unefamille de trisécantes
(plusprécisémentiedroitesd'inflexion)assegrandepourqu'onpuisseappliquede critere[W2]
de Welters.Pourplus de détailsie ne peux querenvoyelle lecteura [A-D] , ou a[B] pour un

résumé.

d) Autres approches

Un lien entreles approchesnalytiqueet géométriquea étédéveloppéans[vGvG] et
perfectionnépar Donagi [Do] . En particulier Donagi proposeune conjecturequi décrit
exactemeritadhérencele &, (83)dansunecompactificatiorconvenablele®, . Cetteconjecture
entrainenon seulementa solutiondu "vrai" problémede Schottky( &, = J ), maisaussila
conjecturede Novikov (et mémeun résultatplusfort, qui n'estpasconnual'heureactuelle) ainsi
qgue les conjecturesle [vGvG] . Disonstout de suite que cetteconjectureparait tout-a-fait
inaccessible a I'heure actuelle...

Enfin,fautedeplace je doismecontentedeciteren vraclesréférenceqdl], [R], [M-P], qui

considéerent d'autres approches du probleme de Schottky.
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