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Introduction 

Le probl6me de Schottky est la question de caract6riser les jacobiennes parmi 
toutes les vari6t6s ab61iennes. Plus pr6cis6ment, soit dg l'espace des modules 
des vari6t6s ab61iennes principalement polaris6es de dimension g. Les jacobien- 
nes forment une sous-vari6t6 Jg de rig, et il s'agit de trouver des 6quations de 
Jg (ou de son adh6rence ~ )  dans rig. 

Parmi les approches g6om6triques de ce probl6me, deux m6thodes se sont 
r6v616es particuli6rement fructueuses: 

1) E approche d'Andreotti-Mayer, qui utilise les singularit6s du diviseur O. Ces 
auteurs prouvent que Jg est une composante irr6ductible de la sous-vari6t6 
4 - 4  de dg form6e des vari6t6s ab61iennes principalement polaris6es (A, O) 
telles que dim S i n g ( O ) > g - 4  [A-M]. 

2) L' approehe basOe sur la rOductibilitk de O n  O a. Elle repose sur l'observation, 
d6ja utilis6e par Weil, que pour la jacobienne (J C, O) d'une courbe C l'inter- 
section O n O  a est r6ductible lorsque a est de la forme p - q ,  avec p, qeC.  Plus 
pr~cis6ment, pour p, q, r, s distincts dans C, on a O n O p _ q C O v _ r w O s _  q. Ceci 
conduit h consid6rer, pour une vari6t6 ab61ienne principalement polaris6e 
(A, O), un certain nombre de conditions, qui sont satisfaites lorsque (A, 6)) est 
une jacobienne: 

(i) I1 existe un 616ment non nul a de A tel que O n Oa soit r6ductible. 
(ii) I1 existe trois 616ments distincts non nuls a, x, y de A tels qu'on ait 

O n O ~ c  OxuOy. 
(iii) La vari6t6 de Kummer de (A, O) admet une tris6cante. 
(iv) La fonction thSta associ6e h (A, O) verifie une certaine 6quation aux 

d6riv6es partielles non lin6aire, dite 6quation K-P (voir (2.9) pour une formu- 
lation pr6cise). 

Ces conditions et leurs relations mutuelles ont 6t6 beaucoup 6tudi6es 
r6cemment, notamment dans [W2, W3, A-C] (plus exactement, ces auteurs 
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renforcent les conditions (ii) et (iii) en imposant l'existence de families de 
dimension un de tris6cantes ou de triplets (a, x, y) satisfaisant A (ii)). 

Le but de cet article est de mettre en 6vidence un lien entre les deux 
approches que nous venons d'6voquer. Nous d6montrons en effet que chacune 
des conditions (ii), (iii) et (iv) ci-dessus entraine la condition d'Andreotti-Mayer 
d i m S i n g ( 6 1 ) ~ g - 4 .  De plus, une variktd abklienne principalement polarisOe 
(A, 61) qui v~rifie (i) satisfait d la condition d'Andreotti-Mayer ou contient une 
courbe elliptique E avec (61 - E) = 2. On d6duit imm6diatement de ces r6sultats et 
du th6or+me d 'Andreot t i -Mayer que ~g est une composante de l'ensemble des 
vari~t~s ab~liennes principalement polaris~es satisfaisant d rune des conditions (i) 
d (iv). 

Le point de d6part de la d6monstration consiste A remarquer que la 
condition dim S i n g ( 6 1 ) < g - 4  implique que la vari6t6 61 est localement facto- 
rielle; la r6ductibilit6 de 61r se traduit alors par une d6composition de O,[ o 
en somme de diviseurs de Cartier effectifs dans O. A cause de l ' isomorphisme 
P i c ( A ) ~  Pic(61), l'existence d'une telle d6composition est tr6s contraignante: 
on montre au w 1 qu'elle 6quivaut A dire que A contient une courbe elliptique E 
avec (61. E ) = 2  et a~E. On en d6duit au w les r6sultats ~nonc6s ci-dessus. 

Remerciement. Nous remercions E. Arbarello de nous avoir signal6 que la condition (iv) ci-dessus 
entrainait une forme de (i) et btait donc justiciable de notre m6thode. 

w O. Notations et conventions 

(0.1) Les vari6tbs que nous consid6rons sont d6finies sur un corps 
alg6briquement clos k (de caract6ristique quelconque). Si D est un diviseur sur 
une vari6t6 X, on pose Hi(X,D)=HI(X,  Cx(D)) pour i>0 .  Le signe - d6note 
l'6quivalence lin6aire des diviseurs. 

(0.2) Soit A une vari6t6 ab61ienne. Pour toute sous-vari6t6 Z de A et tout 
point a de A, on note Z ,  la sous-vari6t6 Z + a. Soient D un diviseur sur A et L 
=(94(D ). On note ~PD ou q~L l 'homomorphisme de A dans la vari6t6 duale 
d6fini par r  Son noyau est not6 K(D) ou K(L). Ces donn6es ne 
d6pendent que de la classe d'6quivalence alg6brique de D (ou de L). 

Une polarisation sur A est la classe d'6quivalence alg6brique d'un diviseur 
ample 61. Par abus de langage on notera encore O la polarisation d6finie par 
la classe de 61. Le morphisme ~oo: A---,~] est alors une isog6nie de degr6 d 2, 

61g 
avec d=dimH~ 0 ) =  3 (on a pos6 g = d i m A ) .  Le hombre d est appel6 le 

degr6 de la polarisation; une polarisation principale est une polarisation de 
degr6 un. 

(0.3) Soient V une vari6t6 alg6brique, Z une sous-vari6t6 de V, L un faisceau 
inversible sur V; supposons donn6s un champ de vecteurs X sur V et une 
section s de H~ L) s'annulant sur Z. I1 existe alors une unique section Xs  de 
H~ LIz ) poss6dant la propri6t6 suivante: pour tout ouvert U de V e t  tout 
isomorphisme 2: 6 v ~ L w, on a X s = 2 (X 2-1 (S))lZ dans Z c~ U. 
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Soit maintenant (A, 6)) une vari6t6 ab61ienne principalement polaris6e, et 
soit 0 une section de H~ 6)) de diviseur 6); on d6duit de ce qui pr6c+de un 
isomorphisme ~: H~ Ta)~H~ d6fini par v(X)=XO. Via l'iden- 
tification To(A)=H~ TA), on associe ainsi /t tout vecteur non nul a de T~ 
une section de H~ (90(6))); par abus de langage on notera 6)n6) ,  le sch6ma 
des z6ros de cette section dans 6). 

Si a est un 616ment non nul de A ou de To(A), la sous-vari6t6 6)c~6), d6finit 
un diviseur (de Cartier) de 6), que l 'on notera 6)- 6)~. 

w 1. R6ductibilit~ de 0 n O.  dans Pic 0 

(1.1) Soit (A, O) une vari6t6 ab61ienne principalement polaris6e, et soit E une 
sous-vari6t6 ab61ienne de A. Notons K le noyau de l 'homomorphisme compos6 

A ~o/~___,/~; c'est une sous-vari6t6 ab61ienne de A, qui s'identifie ~ (ALE)". 
Soit r c : E x K ~ A  l'isog6nie d6finie par 7t(e,k)=e+k. Notons O E et O K les 
restrictions de O / t  E et K respectivement. On d6duit du th6or6me du carr6 la 
relation 

~* 6)=pr* 6)E+pr~ OK; 

l 'image r6ciproque sur E x K de la polarisation de A est donc la polarisation 
produit. On a 

K(6)E)=K(6)K)=E~K, 

tandis que Ker ~z est l 'ensemble des 616ments (e, - e )  pour eeEc~K. Les polari- 
sations induites 6)~ et O K ont donc m6me degr6 d. Le lemme suivant, d6montr6 
dans [D], r6sulte facilement de la th6orie des groupes th6ta de Mumford:  

Lemme 1.1. Soit 0 une section non nuUe de H~ 6)). I1 existe des bases 
(s 1, ...,sd) et (t 1, ..., te) de H~ 6)~) et H~ OK) respectivement telles qu'on 

d 

ait Tz*O= ~ s i |  i. [] 
i = 1  

(1.2) Le cas d im(E)=  1 jouera un r61e particulier dans la suite. Posons (6). E) 
=d ;  alors la polarisation induite sur E est la polarisation de degr6 d. Le 
groupe Ec~K est le groupe E e des points d 'ordre d de E; le noyau de n e s t  
donc isomorphe ~ (Z/d) 2. 

Si par exemple (A, O) est la jacobienne d'une courbe C, on d6duit du 
plongement C c J C  et de l 'homomorphisme A ~ E = E  un morphisme r: C ~ E ;  
on a (C.  K ) = d e g  r=d. Inversement, si E est une courbe elliptique et r: C ~ E  
un morphisme de degr6 d, on d6duit de r u n  homomorphisme ~-: E ~ J C  et on 
a deg (f* 6)) = d. 

Proposition 1.3. Soit (A, 6)) une variktO abklienne prineipalement polariske, et E 
une sous-vari~tk abklienne de A telle que la polarisation induite 6)E soit de degrk 
2. Soit e un ~lOment non nul de E ou de To(E ). II existe alors des diviseurs de 
Well effectifs C et C' dans 6) tels qu'on ait O. 6)e = C + C'. Si de plus dim (E) = 1, 
C et C' sont des diviseurs de Cartier dans 6). 
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(La notation 6). 6)~ est expliqu6e en (0.3)). 
Traitons d'abord le cas e~E. Nous utilisons les notations de (1.1). D'apr6s 

le lemme 1.1 il existe des bases (s 1, s2) de H~ 6)E) et (t 1, t2) de H~ 6)K) 
telles que n*6) soit le diviseur de la section (x, y)~--~sl(x)tl(y)+s2(x)t2(y). La 
sous-vari6t6 n-x  (6)c~ 6)e) est dbfinie dans E x K par les 6quations 

(,) sl(x)t l(y)+s2(x)t2(y)= 0 

s l (x--e) t l (y)+s2(x-e) t2(Y)=O.  

Elle est donc r6union des sous-vari6t6s de codimension 2 

C = E x  B, off B e s t  le lieu fixe du systbme lin6aire IOKl(d6fini par t t = t 2 = 0 )  

{C d6finie par les 6quations (.) et sl(x ) s : ( x - e ) - s 2 ( x )  s l (x -e )=O.  

Ces sous-vari6t6s sont stables par Ker n; il existe donc des diviseurs de Weil 
effectifs C et C' dans O tels qu'on ait C = n* C, ~7' = n* C' et O. O e = C + C'. 

Supposons maintenant dim(E)-- 1. L'6quation sl (x ) s2(x -e )  -s2(x)  sl (x - e )  
= 0  d6finit un diviseur ~ e  i sur E lin6airement 6quivalent ~ OE+(OE) e, donc 

4- 
de degr6 4. On a C ' =  ~ {el}xA i, off A i est le diviseur de la section 

i = l  
sl(ei)tl+s2(ei)t: de H~ 6)K). Ainsi C' est l'image r~ciproque par la pro- 
jection n-l(6))---,E du diviseur ~e i ;  c'est donc un diviseur de Cartier dans 
n - l (O) .  Par suite C' est un diviseur de Cartier dans 6), et il en est de m6me 
de C = 6). 6 ) e  - -  Ct" 

Le cas off e est un vecteur tangent /t E se traite de faqon identique: la 
seconde 6quation de (,) est remplacbe par 

S' 1 (X) t i (Y) -[- $2 (X) t 2 (Y) ~--- 0, 

off le signe ' indique la d6rivation par rapport ~t un param6tre local. Alors 
n-1(6)c~6)e) est r6union de C = E  x B e t  de C' d6finie par les 6quations (*) et 
sl(x)s'2(x)-s2(x)s'l(x)=O. On en d6duit comme ci-dessus la d6composition 
6). 6)~= C +  C'. Si d im(E)=  1, C est un diviseur de Cartier dans 6) d'apr6s le 
cas pr6c6dent, et il enes t  donc de mame de C'. [] 

(1.4) Pr6cisons la structure de 6). 6)~ lorsque d im (E)= l .  D6signons par 
s: E ~ P  1 le morphisme x~--~(s I (x), s2(x)), L'6quation s 1 (x)s2(x - e) - s2(x)s I (x - e) 
= 0  (resp. Sl(X)S'z(x)-s2(x)s'l(x)=O) s'6crit s ( x )=s (x - e )  (resp. s'(x)=O), 
soit [ x ] + [ x - e ] = O E  (resp. 2[x]=6)E).  Si 6 ) E = [ 0 ] + [ f ] ,  avec f e E ,  cette 
6quation 6quivaut ~ 2 x = e + f  (resp. 2 x = f ) .  Ainsi les points e~ . . . .  ,~4 sont 
permut6s par Faction de E 2. Par suite les sous-vari6t6s {ei} x Ai de C' sont 
permutaes par Kern .  Posant ~ = ~  et A=A~, on a donc C'=n({~} x A)=A~, et 
6). 6) ~=n(E x B) + A~. 

(1.5) Avant d'6noncer la r6ciproque de la proposition 1.3 il nous faut rappeler 
les r6sultats de Mumford et Kempf [M2] sur la cohomologie des faisceaux 
inversibles sur une vari6t6 ab61ienne A. On dit qu'un faisceau inversible L sur 
A est non ddgdn~rd si le groupe K(L) (0.2) est fini. I1 existe dans ce cas un 
unique entier i tel que Hi(A, L)4:0: c'est l'indice de L, que l'on note i(L). 
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Soit maintenant  L un faisceau inversible quelconque sur A; notons K la 
composante  neutre de K(L), et p: A ~ A / K  la projection canonique.  I1 existe 
alors un faisceau inversible non d6g6n6r6 M sur A/K, bien d6fini ~t translation 
pr6s, tel que L soit algdbriquement 6quivalent/ t  p* M. On pose 

i_(L)=i(M); i+(L)=i(M)+dim(K). 

Si la cohomologie  de L n'est pas nulle, on peut choisir M de fa~on que L 
=p*  M. On a alors pour  tout  entier i un isomorphisme canonique 

Hi(A, L) ~ ,  HiIM)(A/K, M) @ Hi-i(M)(K, (gr). 

En particulier, on a 

Hi(A, L)=# O.*~ i_ (L) <=i <=i + (L). 

Il r6sulte de la d6finition que i ( L )  et i+(L) ne d6pendent que de la classe 
d'6quivalence alg6brique de L. Par ailleurs, si L et E sont deux faisceaux 
inversibles sur A, on a i (L| (L)+i (E). En effet le ra isonnement  de 
[M1, p. 159, step C], qui 6tablit cette in6galit6 dans le cas Oil L e t  E sont non 
d6g6n6r6s, s '6tend imm6diatement  au cas g~n6ral. 

(1.6) La proposi t ion 1.3 admet  la r6ciproque suivante. Nous  6carterons le cas 
des vari6t6s produits,  pour  lesquelles le diviseur O lui-mame est r6ductible. 
Nous  dirons qu 'une vari6t6 ab61ienne polaris6e est irrOductible si elle n'est pas 
isomorphe au produit  de deux vari6t6s ab61iennes polaris6es non triviales. 

Proposition 1.6. Soit (A, O) une vari~t~ ab~lienne principalement polaris~e 
irrOductible, de dimension >=4. On suppose qu'il existe un OlOment non nul a de A 
(resp. de To(A) ) et des diviseurs de Cartier effectifs C, C' dans 0 tels qu'on ait 
O. 0 , =  C+ C'. Alors A contient une courbe elliptique E telle que (0 .  E ) = 2 ,  et 
on a aeE (resp. aeTo(E)). 

Traitons d ' abord  le cas aeA. D'apr6s le th6or6me de Lefschetz version 
Grothendieck [Gr,  Exp. XII, cor. 3.6] 1, il existe des diviseurs D et D' sur A tels 
que D i o - C ,  Dio-C',  et D + D ' - 0 , .  Consid6rons la suite exacte de cohomolo-  
gie associ6e/L la suite exacte 

0--~ (-g A(D --0)--, (g A(D)--* (9o( C)---> 0; 

puisque C est effectif, on  en d6duit que l 'un des espaces H~ ou 
H~(A, D - O )  n'est pas nul. On  a la mame alternative pour  D'. 

Si H~ D) et H~ D') sont non nuls, O a est r6ductible, ce qui contredit  
l 'hypoth6se. Si ces deux espaces sont nuls, on a i ( D - O ) < I  et i (D ' -O)<I  
(1.5); mais (ga(D+D'-20)=(gA(O,)  -1 est un faisceau non d6g6n6r6 d' indice 
g=>4, ce qui contredit  l'in6galit6 i_ (D+D'-20)<=i_(D-O)+i_(D' -O)  (1.5). 

Nous  supposerons donc d6sormais que HI(A ,D ' -O )  est non nul, tandis 
que H I ( A , D - O )  est nul; on peut alors supposer  que D est effectif et que 
sa restriction ~t O est 6gale ~ C. Par dualit6, on a Hg-I(A, O-D')+O, ou 

1 L'annulation de H~(O, -nO) pour i=1,2 et n>l,  n6cessaire pour appliquer loc. cit., r~sulte 
imm6diatement du fait qu'on a H+(A, -nO)=0 pour 1-<i<3 (puisque la dimension de A est >4) 
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encore, en notan t  d le diviseur a lg6briquement  6quivalent /t z6ro O a - O ,  
Hg-I(A,D-~)4=O. On d6duit alors de (1.5) qu 'on  a 

i_(D)=i_(D-d)=O et i+(D)=i+(D-d)=g-1;  

de plus, posons K = K ( D ) ~  ~ E=A/K,  et notons  p : A ~ E  l ' homo-  
m o r p h i s m e  canonique.  On a d im K = i+ (D) - i (D) = g - 1 et d im (E) = 1 ; il exis- 
te des diviseurs b e t  e sur E tels que D - p * b  et d-p*e .  Identif ions E h une 
sous-vari6t6 ab61ienne de A gt l 'aide de l ' h o m o m o r p h i s m e  i6 et des polar isat ions 
principales sur A et E;  le diviseur de degr6 z6ro e sur E c o r r e s p o n d / l  un point  
e de E, et l'6galit6 d = p * e  s'6crit s implement  a=e (d'ofi acE). 

On est main tenant  dans la si tuation de (1.1), dont  nous reprenons  les 
notat ions.  I1 r e s t e / t  d6terminer  le degr6 d des polar isat ions induites O E et O K. 
Soit 0 une section non nulle de H~ 0). Consid6rons sur E •  K la suite 
exacte 

0--~ X* (g A(D' -- 6)) ~*o IZ* (g A(D')-~ X* (-9o( C')--~ O. 

C o m m e  aucun diviseur a lg6briquement  6quivalent ~t D' n 'est  effectif (sans 
quoi  O serait  r6ductible), on a H~ x K, 7z* CA(D'))=0. Puisque C' est effectif, 
on en d6duit que l ' h o m o m o r p h i s m e  

H 10z* 0): H I(E x K, ~z* (9 A(D'- 6 ) ) ) ~  H I(E x K, ~* C A (D')) 

n'est  pas injectif. 
N o tons  tp la restr ict ion ~t E de p: A-~ E (~o n'est autre  que la mult ipl icat ion 

pa r  d dans E); posons  A =q~*(b -e ) .  
On  a alors 

x*(O'-6))=-~*(d-D)-~ * p * ( e - b ) =  -pr~;(A), 

d'ofl des i somorphismes  

HI(E x K, ~z* (9A(D'-6)))=HI(E x K, -prT(A))~-HI(E, -A )  

Ha(E x K, ~* (gA(D'))=HI(E x K, pr*(6) E --A) + pr*(6)K) ) 

~-Ht(E, 6)E-A)|176 OK). 

Soient (s 1 . . . . .  se) et (t I . . . . .  te) des bases de H~ 6)E) et H~ OK) respecti- 
d 

vement  telles qu 'on  ait ~* 0 = ~ s i | t i ( lemme 1.1). L ' h o m o m o r p h i s m e  H t (re* 0) 
i = l  

s'identifie via les i somorphismes  pr6c6dents / t  l ' appl icat ion 

u: Hi(E, -A)---~ Hi(E, OE-A) |176  Or) 

d 
d6finie pa r  u (x )=  ~ (s i �9 x) |  v 

i=1 
Pour  que u(x) soit nul, il faut et il suffit qu 'on  ait s .  x = 0  pour  toute  section 

s de H~ 6)E). Par  dualit6, cela signifie que l ' image de l 'appl icat ion naturelle 

v: N~ A - 6)E) |176 6)E)---~ N~ A) 
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est contenue dans le noyau de x (consid6r6e comme forme lin6aire sur 
H~ A)). Ainsi l'injectivit6 de u 6quivaut fi la surjectivit6 de v. Or on a 

deg(Oe)=d,  

deg(A)=dZ degb>d 2, d'ofl deg(A-O~)>dZ-d .  

On a d > 2  puisque (A, O) est suppos6e irr6ductible. Mais il est bien connu 
que si L e t  M sont deux faisceaux inversibles de degr6 >3  sur E, la fl6che 
H~174176176174  est surjective [M2, thm. 6]. On conclut 
qu'on a d = 2, d'ofl la proposition dans ce cas. 

Traitons enfin le cas a ~ To(A). La d6monstration pr6c6dente s'applique iden- 
tiquement en remplaqant a par 0; on obtient encore que A contient une courbe 
elliptique E avec deg(OE)=2, d'ofl une isog6nie g: E • K-+A. Reste fi prouver 
que a est tangent ~t E. Notons encore a le champ de vecteurs sur A qui 
prolonge a, et consid6rons les applications 

HO(A, TA)~  + Ho(O, (9o(0)) o) HI(A, (gA), 

off �9 est l 'homomorphisme d6fini en (0.3), et off ~ est le cobord de la suite 
exacte de cohomologie d6duite de la suite exacte 

0-+ (gA--+ (gA(O)-+ (9O(0)--+ 0. 

D'apr6s [G, 2.10], le compos6 0r est le cup-produit avec la classe 
cl(O)~HI(A,D~). Comme u*O-pr*O~+pr*O,<, on a un diagramme 
commutat i f  

HO(A ' TA ) c1(0) ) Hi( A, (gA) 

HO(E ' TE)OHO(K ' TK ) c,(o~l*cl(o~)+ HX(E ' (9~)OHI(K, (gK); 

il s'agit donc de prouver que l'image de Or(a) par l ' isomorphisme canonique 
HI(~)  appar t ient / t  HI(E, (gE). Soit t u n e  section de H~ D) de diviseur D, et 
soit [ sa restriction h O; soit d 'autre part V une section de H~ C') de 
diviseur C'. Quitte ~ multiplier t par un scalaire, on a t .  V= z(a). Le diagramme 
commutat i f  de suites exactes 

O - -  , ( 9 ~ ( - D )  , (gA(O--D) ' @o(C') , 0  

0 ) (gA - - +  (gA(O) -~ (90(0) -- ' 0 

donne lieu & un carr6 commutat i f  

H~ (9o(C')) , H~(A, (gA(--D)) 

Ho(o ' (9o(0)) o , Hi( A, (gA) 
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d'ofl l'on d6duit que Oz(a) appartient ~t l'image de H I ( A , ( g A ( - D ) ) . t  
HI(A,  O A). On a D=p*b,  et les homomorphismes p* de H~ dans 
H~ et de H ~ ( E , - b )  dans H ~ ( A , - D )  sont bijectifs (1.5). I1 existe donc 
une section ueH~ b) telle que p*u=t .  L'application �9 t ci-dessus s'identifie ~t 
l'application (-2u, 0) de Hi(E,  (Pg(-b)) dans Ha(E, CE)OHI(K, (fK), d'ofl notre 
assertion. [] 

w 2. Application au probl~me de Schottky 

Th6or6me 2.1. Soit (A, @) une vari~tk ab~lienne principalement polaris~e de 
dimension g. On suppose qu'il existe un ~lkment non nul a de A (resp. de To(A)) 
tel que la vari~t~ 0c~6) a ne soit pas int~gre. On est alors dans l'un des cas 
suivants : 

(i) dim S i n g ( O ) > g - 4 ;  
(ii) A contient une courbe elliptique E telle que (69. E)=2,  et a appartient ~ E 

(resp. d To(E)). 

Par hypoth~se on a une d6composition O.  O a= C+  C', off C et C' sont des 
diviseurs de Weil effectifs dans e .  Supposons dim S ing (6 ) )<g -4 .  Les anneaux 
locaux de la vari&6 6) sont alors r6guliers en codimension < 3; un th6or6me de 
Grothendieck (<~conjecture de Samuel>>, [Gr, Exp. XI, Cor. 3.14]) entraine 
qu'ils sont factoriels. Par suite C et C' sont des diviseurs de Cartier, et le 
th6or~me r6sulte de la proposition 1.6. []  

(2.2) Remarques. 1) On peut remplacer la conclusion (i) par l'assertion plus 
forte suivante: si @. 6)a= C +  C', off C et C' sont des cycles effectifs non nuls, 
alors d i m ( C n C ' c ~ S i n g 6 ) ) > g - 4 .  En effet, posons Z = C n C ' n S i n g 6 ) .  Dans 
6 ) - Z ,  C et C' sont des diviseurs de Cartier; pour prouver qu'il en est de 
m~me dans O, il suffit de montrer que les anneaux locaux du sch6ma 6) aux 
points de Z sont parafactoriels [Gr, Exp. XI, n ~ 3]. Or si d i m ( Z ) < g - 5 ,  cela 
r6sulte du th6or~me 3.13 (ii) de loc. cit. 

En particulier si dim S i n g ( 6 ) ) = g - 4 ,  on conclut que C n C '  contient une 
composante de Sing (6)). 

2) On a vu (proposition 1.3) qu'inversement dans la situation (ii) du 
th6or~me, la vari~t60c~6) a est r6ductible. L'article [D] d6crit les composantes 
de Jff~-4 connues ~ ce jour (cf. Introduction): outre ,,~g, toutes ces composantes 
sauf une sont form6es de vari6t6s (A, 6)) contenant une sous-vari6t6 ab61ienne 
dont la polarisation induite est de degr6 2. D'apr6s la proposition (1.3), ces 
vari6t6s admettent effectivement des intersections 6)n 6)a r6ductibles. 

3) On prouve dans [D]  que pour une vari6t6 (A, 6)) assez g6n6rale satisfai- 
sant ~t (ii), le diviseur 6) est lisse. On ne peut donc pas 61iminer le cas (ii). Par 
contre, si (A, 6)) contient une sous-vari6t6 ab61ienne E dont la polarisation 
induite est de degr6 2, avec 1 < d i m ( E ) < g -  1, on a dim S i n g ( 6 ) ) > g - 4  (loc. cit.). 

Th~or~me 2.3. Soit (A, 6)) une vari~t~ ab~lienne principalement polaris~e de 
dimension g. On suppose qu'il existe trois ~l~ments distincts non nuls a, x, y de A 
tels que 6 )n6 ) a c  6)xu6)r. On a alors dim S ing (6 ) )>g -4 .  



Une relation entre deux approches du probl6me de Schottky 203 

L'hypoth6se entraine que O n O ,  n'est pas int6gre; il suffit donc d'61iminer 
le cas (ii) du th6or6me 2.1. Nous  supposons d6sormais que nous sommes 
dans ce cas, et de plus que d i m S i n g ( O ) < g - 5 .  No tan t  comme  d 'habi tude 
rt: E x K--*A l'isog6nie de degr6 4, on a (1.4) 

O . Oa=n(E x B)+ A ~, 

off B est le lieu de base du syst6me IOKI, A est un diviseur de IOKI et eeE. Plus 
pr6cis6ment, si n*O admet  pour  6quation sl(x)t l(y)+s2(x)tz(y)=O, B est 
d6fini par t l = t 2 = 0  et A par sl(e)tl+S2(e)tz=O; de plus e satisfait /l 
s i (e) s2 (e - a) - s 2 (e) s 1 (e - a) = 0. 

Lemme 2.4. Les sous-vari&~s B et A de K sont irr~ductibles. 

Nous  allons montrer ,  plus pr6cis6ment, que ces vari6t6s sont lisses en 
codimension un. No tons  A' le diviseur de la section s'l(e)tl+s'2(e)t z de 
H~ OK). Pour  yeA'c~Sing(A), le crit6re jacobien montre  que e+y  est un 
point  singulier de O. On  a donc 

dim Sing (A) - 1 =< dim A' c~ Sing (A) __< dim Sing (O) __< g - 5, 

d'ofi notre assertion. On  proc6de de mame pour  B. [ ]  

(2.5) Revenons ~ la d6monstra t ion du thr  2.3. Puisque A~ est 
irr6ductible, on peut supposer  A~c 0 x. Si x=n(e,  k), ceci s'6crit 

sl(E - e )  tl(y -k )+s2(e  - e )  t2(y -k)=0 pour  tout  yeA. 

Observons que cette 6quation n'est pas triviale car s 1 et s 2 ne s 'annulent  
pas simultan6ment. Elle entraine que A k est lin6airement 6quivalent fi A, donc  
que k appar t ien t / t  K(OK)=Ec~K; ainsi on a xeE.  L'6quat ion ci-dessus montre  
alors qu 'on  a 

( s l ( e - x ) :  s2(~-x))=(sl(e): s2(e))eP 1. 

Mais le morphisme s: E--*P 1 d6fini par (s~,s2) est de degr6 2, et on a d6jfi 
s(e-a)=s(e)  (1.4). On conclut  qu 'on  a x = 0  ou x=a,  ce qui contredit  
l 'hypoth~se. [ ]  

(2.6) Le th6or6me 2.3 s '&end au cas o6 certains des points a, x, y sont  
infiniment proches de 0. Pour  l '6noncer commod6ment ,  introduisons la vari6t6 
.~ obtenue en 6clatant 0 dans A: les points de .,t sont les points 4:0 de A et les 
directions tangentes fi l 'origine. 

Proposition 2.6. Soient a, x, y trois points distincts de ~t; la relation 
O n O,  c (O c~ O~) w (O c~ Or) entra ine dim Sing (O) > g - 4. 

On  arrive comme pr6c6demment / t  A,cOcaO~.  Si x est un point  de A et a 
une direction tangente g l'origine, on  obtient comme ci-dessus s(e-x)=s(e) ,  
alors que e est un point  de ramification de s, d'ofl une contradict ion.  

Supposons donc  que x soit une direction tangente /~ l'origine, correspon-  
d 

dant  ~ un vecteur e+k, avec eeTo(E) et keTo(K ). Notons  ~-e et ~ les champs 
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de vecteurs associ6s. La condition d ~  O n  O x se traduit par 

~S 1 ~S 2 ~ t  1 (~t 2 
~e (e)t i (y)+-~e- e (e)t2(y)+sl(e) - ~  (y)+s2(e) ~ (y)=O pour tout yeA. 

Posons t=st(e)t l+s2(e)tEeH~ OK). Soit t' une section de H~ OK) non 
proportionnelle ~ t, et soit (~1 . . . . .  ~g-1) une base de H~ Tr). L'argument de 
[G, p. 9 2 - 9 3 ]  montre que les images dans H~ de t ' ,~lt, ...,Og_lt 
forment une base de cet espace. On d6duit alors de l '6quation pr6c6dente qu'on 

(0s  0s2 ) 
a k = 0  et \ ~ e  (e): ~ (~) =(sl(e): s2(e))" Ainsi e dolt ~tre un point de ramifica- 

tion de s, ce qui n'est possible que si a est la direction tangente fi E en 0; on 
conclut qu'on a a = x, ce qui contredit l'hypoth6se. [] 

(2.7) On peut prouver de m6me certaines variantes du th6orbme 2.3. Soient 
par exemple a et v des 616ments non nuls de A et To(A ) respectivement. Alors 
la relation O n O ,  c (OnO~)u (OnO~) ,  entraine dim Sing(O)__>g-4. En effet, en 
supposant la conclusion non satisfaite, on obtient d 'abord que A contient une 
courbe elliptique E, avec ( O - E ) = 2  et aeE, puis qu 'on a A~cOnO~ ou 
A~_, ~ O n  O~. Le raisonnement de (2.6) conduit alors h une contradiction. 

(2.8) Soit (A, O) une variht6 ab61ienne principalement polarishe irrkductible. 
Soit 6 : A ~ P  u le morphisme associ6 au syst6me linhaire ]2OI; il induit un 
isomorphisme de A/{ +_ 1} sur une sous-vari6t6 W de pN, la variOt~ de Kummer 
associhe ft (A, O). Nous appellerons tris~cante de W toute droite l de pN 
vhrifiant l 'une des conditions suivantes: 

(i) 1 contient (au moins) trois points distincts de W; 
(ii) I est tangente a W e n  un point lisse, et contient un autre point de W; 

(iii) I est tangente ~t W e n  un point singulier (c'est-h-dire contenue dans le 
c6ne tangent de W e n  ce point), et contient un autre point de W; 

(iv) l a un contact d 'ordre 3 avec W en un point lisse. 

Th6or6me 2.8. Soit (A, O) une vari(t~ ab~lienne principalement polaris~e 
irr~ductible de dimension g, dont la vari(t~ de Kummer admet une tris(cante. On 
a alors dim S i n g ( O ) > g - 4 .  

L'existence d'une tris6cante entraine des conditions du type (2.3) (cf. par 
exemple [W3] ou [M3]). Plus pr6cis6ment: 

(i) Si l contient les points distincts @(a), @(b), ~b(c), on a 

OC~Ob_~ ~ O~_o~O . . . .  �9 

(ii) Si l e s t  tangente ~ W en r (avec 2a#O)  et passe par ~(b), on a 
Oc~0 2 ~  O~+b UOa_b. 

(iii) Si I e s t  tangente ~ W e n  ~(0) suivant le vecteur veTo(A), et passe par 
~,(b), on a O n O ~ O b L J O  b. 

(iv) Si l a un contact d 'ordre 3 en ~(a), suivant le vecteur veT~(A), on a 
O c~ O 2, ~ (O c~ O~) w (O n O~) 2 a (via l'identification T~ (A) = T O (A)). 

La conclusion r6sulte alors du th6or6me 2.3, de la proposition 2.6 et de 
(2.7). 
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(2.9) Bien que ce ne soit pas strictement n6cessaire, nous supposons dans cette 
section k = C .  Soit (A, O) une vari6t6 ab61ienne principalement polaris6e; nous 
supposons O sym6trique. Soit r: V ~ A  le rev~tement universel de A, et 0 la 
fonction thata sur V de diviseur r* O. Nous dirons que (A, O) satisfait ~ la 
propriOt~ de Novikov s'il existe des champs de vecteurs constants x, y, z sur V, 

avec x + 0 ,  et une constante ceC,  tels que la fonction u=~Sx2 l o g 0 + c  v6rifie 
l '6quation de Kadomtsev-Petviashvili  

8 
(K-P) 8~ (U~xx+ 12uux-4ut)+ 3uyy=O; 

on a pos6 comme d'habitude ux=~x-x, etc .... 

Un calcul sans difficult6s [Du] montre que lorsque (A, O) est irr6ductible, 
cette 6quation 6quivaut fi la suivante, off d d6signe une autre constante: 

(K-P') Ox~O-40x~,O,, + 30~x + 40~, O,-40xtO + 30yy O-  302 

+ 12c(Ox~ 0 - 0  2) + dO 2 =0.  

Novikov a conjectur6 que les jacobiennes sont les seules vari6t6s ab61iennes 
principalement polaris6es irr6ductibles satisfaisant fi la propri6t6 de Novikov. 
Cette conjecture vient d'atre d6montr6e par T. Shiota [S]. Nous obtenons 
l'aide du th6or6me 2.1 un r6sultat plus faible: 

Th6or~me 2.9. Soit (A, O) une vari~t~ ab~lienne principalement polaris~e 
irrOductible satisfaisant ~ la propriOtO de Novikov. On a alors dim Sing(O)>__ g - 4 .  

Sur la sous-vari6t6 Oc~O x de A, l '6quation (K-P') se r6duit/t  

0 -- O~x2 _ oyz=(ox~+oy)(G~-G). 

Posons X =  O nOx.  Les fonctions Oxx+_Oy sur V d6finissent deux sections de 
H~ (gx(O)) dont le produit est nul. Nous montrons ci-dessous (lemme 2.10) 
que ces sections ne sont pas identiquement nulles; on en d6duit que X est 
r6union de deux sous-vari6t6s 6chang6es par l 'involution a~--~-a. En particulier 
X n'est pas int+gre; si d i m S i n g ( O ) < g - 4 ,  on est donc dans le cas (ii) du 
th6or6me 2.1. Or dans ce cas il r6sulte de (1.4) et du lemme 2.4 que X a deux 
composantes irr6ductibles, qui sont stables par l 'involution a~--~-a, ce qui 
contredit la description pr6c6dente. 

Le th6or6me r6sultera donc du lemme suivant: 

Lemme 2.10. La section 0~ + Oy de H ~ (gx(O)) n'est pas identiquement nulle. 

La suite exacte 

o ~  (~o2~ (~o(o)--, (~x(O)--, o 

fournit en cohomologie une suite exacte 

H~ (90(0))--, H~ (_gx(O)) ~-~-~ Hi(o, (90). 
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Puisque 0r d6finit une section de H~ (9o(0)) , on a 0(0r)=0. Nous allons 
prouver que 0(0~x ) n'est pas nul. Nous noterons D la d6rivation par rapport ~t 
X. 

Spit (U,),d un recouvrement de A par des ouverts au-dessus desquels (ga(o) 
est trivial, et soient (~,p) les fonctions de transition associ6es. La section 0 de 
H~ (ga(o)) correspond ~t des fonctions 0, sur U, satisfaisant ~t 0 ,= ~ p 0 p  sur 
U,c~ Up. Sur cet ouvert on a donc 

DO~ =D~t~. Op + ~p.  DOp 

D 2 0o~ ---- D 2 ~ .  O# a t- 2D ~p.  D Op + ~,p. D 20p, 

et la section Oxx de H~ correspond aux fonctions D20,. Par 
construction l'image de cette section dans HX(O, (90) est la classe du cocycle 

(6, fl)~--'* Cap = (D 2 0~ - ~ap D 20p)/D O,; 

mais les formules ci-dessus entrainent dans O n  U,n Up l'6galit6 

c ,p=2O~/~,a=2<D,  ~ P > .  
~P 

Ainsi on a d(Ox~)=4nir(D.cl(19)), o~ r d6signe l 'homomorphisme de restric- 
tion H~(A, (ga)~H~(19, (90). Celui-ci est injectif pour g>2,  et le cup-produit 

HO(A ' TA ) .r HI(A ' (.ga) est bijectif, d'ofi le lemme. [] 

Nous terminerons en appliquant les r6sultats qui pr6c6dent au probl6me de 
Schottky (cf. Introduction). Nous revenons au cas d'un corps alg6briquement 
clos quelconque k, mais nous supposons car(k)4:2. Si A est une vari6t6 
ab61ienne, nous noterons comme en (2.6) A l'ensemble des points # 0  de A et 
des directions tangentes h A en 0. 

Th6or~me 2.11. Dans l'espace des modules ~r des vari~t~s ab~liennes principale- 
ment polarisOes de dimension g, la vari~t~ ~ des jacobiennes est une composante 
irrOductible de l'ensemble des varikt~s (A, 19) irrOductibles poss~dant l'une des 
propriOt~s suivantes : 

(i) Il existe ae_4 tel que la variOtO 0n19 ,  ne spit pas intdgfe. 
(ii) Il existe trois ~l~ments distincts a, x, y de A tels qu'on ait 

19nO, c (19n19Dw(enO) .  
(iii) La vari~t~ de Kummer de (A, 6)) admet une triskcante. 
(iv) (A, 69) satisfait & la propriOt~ de Novil~ov (lorsque k = C). 

I1 suffit de traiter le cas (i), puisque chacune des autres conditions entraine 
(i). Spit Jffgg-4 (resp. gg) la sous-vari6t6 de ~g form6e des (A, 19) irr6ductibles 
telles que dim Sing(O)__>g-4 (resp. contenant une courbe elliptique E avec 
(19. E)= 2). Le th6or6me 2.1 implique que les (A, 19) v6rifiant (i) sont dans ~gg_~ 
ou ~ .  On sait par [A-M] (e t [Wl ]  en caract6ristique positive) que Jg est une 
composante irr6ductible de ~1~_ 4. Comme ~ n'est pas contenue dans gg (1.2), le 
th6or6me en r6sulte. [] 



Une relation entre deux approches du probl6me de Schottky 207 

La condition (i) ne semble pas beaucoup plus forte que la condition 
d'Andreotti-Mayer (cf. remarque (2.2.2)). Par contre nous ne connaissons aucun 
exemple de vari6t6 ab61ienne principalement polaris6e irr6ductible satisfaisant/~ 
(ii) ou (iii) qui ne soit pas une jacobienne; il est tentant de conjecturer que 
chacune de ces conditions caract6rise les jacobiennes. 
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