| [l RESOLUTION ANALYTIQUE DES EQUATIONS LINEAIRES DU 2éme ORDRE |

1 Introduction La plus simple de ces équations y" = 0 équivaut ay = C;x+ C, oll C; et C,
sont 2 réels arbitraires . De fagon plus générale, les solutions de R[x,y,y,y"] = 0 (1) dépendent (sauf
cas particuliers) de 2 constantes réelles arbitraires et leur détermination analytique n'est pas toujours
possible, méme dans le cas d'équations linéaires. On peut parfois se ramener au ler ordre

_ y‘: z
xy'+y'=0 (1) < y=z o C, <©y=Cnx+C, avecC,;etC, eR
xz2'+z=0 Z=7

2 Equations linéaires (du ler degréeny.v', v")

Définition Equation qui peut se ramener a I écriture a(x)y"+b(X)y'+c(x)y=d(x) (1)
La resolution fait intervenir : a(x) Y" + b(X) Y' + c(x) Y =0 (2), équation dite homogéne (ou sans
second membre) associée a (1).

Théoreme 1 : Forme générale de la solution de (1) : La solution y générale de (1), s'obtient en
ajoutant a lI'une de ses solutions particuliéres y, la solution Y générale de (2) :y =yo + Y

La resolution de (1) n'est simple que si on connait des solutions particuliéres de (2)

Théoreme 2 : Recherche de la solution Y générale de (2): La solution générale de (2) est I'ensemble
des combinaisons linéaires de 2 solutions particulieres Y; et Y, linéairement indépendantes (non
nulles et non proportionnelles) : Y=CiY1+C,Yo ouC,;etCy €R

Par exemple e* et e sont 2 solutions de Y" - 3Y' + 2Y = 0, qui admet pour solution générale
Y=C,e* + C,e** ol (Cy,C,) eR?

Théoréme 3 : Recherche d'une solution y, particuliére de (1) : Si Y; et Y, sont 2 solutions particuliéres
linéairement indépendantes de (2), il existe une solution particuliére de (1) de la forme
Yo = Ci(X)Y1 + C, (X)Y2 ; ou les fonctions Cy(X) et C,(x) vérifient le systeme du ler ordre:

Y]_ C']_ + Y2 Clz =0
Y'1Ch + Y5C's = d(x)/a(x)

Par exemple, en tenant compte des résultats de c), la recherche par le théoréme 3 d’une solution
particuliére de y" -3y' +2y = xe* (1) conduit au systeme

e*C, +e*C, =0 o1 Co = xe™
e*Cy + 2e%C', = xe* C, = -x

En choisissant : C, =-(1+x)e™ et C; = -x%/2, on obtient
pour solution particuliére de (1) Yo = (-1-x-x*/2)e* et

pour solution générale de (1): y=yo +Y = - (1+x+x?/2)e* +C.e* + C,e**
(C1,C)eR?



3) Equations linéaires a coéfficients constants

Définition: ay" +by'+cy=d(Xx) (1) a,b,ceR
Il est toujours possible de trouver Y et souvent de deviner la forme de y,

Recherche de la solution Y générale de aY" +bY'+cY =0 (2)

En cherchant des solutions de la forme e™ on trouve les résultats resumés dans le tableau

Racines de I'équation caractéristique | Solutions particuliéres Solution générale de
ar’+br+c=0 (3) réelles de (2) aY” +bY’ +cY=0 (2)
s et t réelles distinctes e et e C.e%+ C,e¥
d=-b/2a réelle double e™ et xe™ e (C1+C,X)
e” (C1cosmx+C,sinmx)
atio complexes conjuguées | e™cosox et e™sinmx ou Ae® cos(wx-¢)

Exemples : Les équations Y"-4Y'+3Y =0 ; Y'-4Y'+Y =0 ;Y"-2Y'+2Y=0; Y"+0’Y =0
ont des équations caractéristiques admettant pour racines : (s,t) = (3,1) ; d = 2 ; atio=1+i ; oatio=0tio
et pour solutions générales : C;e* + C,e* ; e (C1x + Cy) ; € (C1c0sX + Cysinx) ; C1cosmx + C,Sinmx

Quelgues cas simples de recherche de y,

¢ Si y; estsolution de (1) associée au 2ieme membre d; (X), Z a; y; est solution de (1)
associée au 2ieme membre X a; d; (X)

Par exemple, -y" +y = 1+2x admet pour sol. part. 1+2x
-y" +y = cosx admet pour sol. part. cosx/2
y" +y = 1+2X - cOSX admet pour sol. part. 1+2x - cosx/2

¢ Pour d(x) polyndme, il existe une solution particuliere polynémiale

Par exemple, une sol. part. de y" - 4y'+ 3y = 6x+1 (1) est a chercher sous la forme y = Ax + B
pour laquelley'=Aety"=0. (1) s'écritalors : 3Ax + (3B-4A) =6x +1; 2x+3 estsol. part. de (1)

¢ Pour d(x) = e™f(x), le changement de fonctiony ->z ou z =e™y permet de ramener (1) a une
équation ayant pour second membre f(x)

Notons qu'alors : z' = e™ (my+y’) et z" = e™ (m’y+2my'+ y")

Par exemple, le changement de fonction défini par z = ey dans I'équation (1) y" - y = (6x+1)e™

conduit & e (z"- 4z'+ 3z) = e (6x+1) soit & z"- 4z'+ 3z =6x+1 qui admet z=2x+ 3 pour solution

particuliére; y=(2x+ 3) e est solution particuliére de (1)

¢ Pour d(x) = Acoswox + Bsinex , fonction de pulsation o ; si sinox n'est pas solution de (2) il
existe une sol. part. de (1) Ccosmx+Dsinox de méme pulsation ®; sinon il existe une sol.

part. de (1) la forme x(Ccoswx + Dsinwx) ,les réels C et D étant a déterminer

Par exemple y" +y = coswx admet pour sol. part. (cosox)/(1-0%) si o #+1 et (xsinx)/2 si » =+1.



