Continuité en un point

Soit f une fonction de

ov

aleurs dans R et a un réel flément de [
= @Ja'_
f est continne en a si ok senloment i r{imo Ha+ h} = fla).

S .

. est contiime en a si et spdement.si Km fix)

Continuité sur un intervalle

Soit f une fonetion définie sur un intervalle I 4 valenrs dans B.

- Fest contintie sur ] si e ;ewi«._g,@m 81 Fesh continte ®hthaque réel-a det

Exemples de fonctions continues
Presque toutes les fonctions de terminale sont continues sur tont intervalle contenu dans leur domsine de définition :

« Jes fonetions polyndmes sont continues sur R ;
e les fonetions rationnelles sont coniires sur tont intervalle contenu dans e domaine de définicion i

» les fonetions exponentielles sont continney sur |®;
» les fonctions logarithie népérien ef logarithme décimal sont continmes sur 10, +ool

@ Jes fonetions racines

n-dmes sont continmes sur {0, ool

e les fonctions sinus et cosinus sont continues sur R, la fonction tangente est continue suv tont intervalle ne contenant

pas un nombre de la forme z ki, k€ Z.

= la fonction valeur absolue est continue sur RB;
* toutes les fonetions obtenues par opérations (somme, produit, quotient) ou composition & partir de ces fonctions
de référance sont aussi continnes sur Iour domainve de définition.

La fonction partic entidre fournit un exeraple de fonction définie sur IR st discontinue en certains réels (et done non coniinue

sur R}.

Théoréme des valeurs intermédiaires

Soit f une forction continue sur un intorvalle T ot solet a ot b deux réels do L.
Peour tout réel k compris entre f{a] et 1{b),
‘il existe an moins an réel ¢ compris entre o e b

tet guetley =k

Solens a et Ir deux réels tels que a < b,
Soit f une fonction continue et strictement monctone sur {a, b].
Pour towt réel k compris entre flal et f{h],

Péguation %! =k o une solution unique dans {o, b,

Ce théoréme se généralise A des intervalles dn type fa, bi, i, b, Ja, b, {a, +oof, | ~ o0, b, ...

»

en remplacant f{a) on f{b)

par la limite de f exn la borne manquante.

Conségquence.

]

Solt { une fonction continue ot strictement monotone sur [a, bi.

St r{e)fib) < 0, U'squation f{x] = 0 a wne solation unique Jdans {a, bl
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Nombre dérivé. Tangente
!

PR S Yo

® Mg(xo, f{xo}} et M{x, f(x}}. Pour x 5% xg.

: A . . f{x} ~ Flx
le cocfficient directeur de Ia droite (MgM) ost J-—}—i—————i—o—}-.
g
{x} ~ f{xga)
» £ ost dérivable en xp o of seulemont si le taux M
x e xo

a une limite Aoie quand x tepd vers xg.

11 revient an méme de dire que le tanx

a une Hmite finie quand h tend veors 0.
» Dans ce cas, le nombre dérivé de £ en xo ost

flxg -+ 1) — f{xg}
h

T TX
fixe) e limi- sz._.?.%__
XiXg X—=Xp -

o '{x5} est le coefficiont directour de Ia tangente 4 47
an point Moaixg, fixa i
e Une équation de la mngenca & %y en Mo(xg, f{xg}} est

A 3
e}
f{xo)
fixg} 1
X X¢ X¢
5 X : o Fle) e £ . oo fxd~f{xol |, . flx} e fixg)
B f{x} o flxp). fi w L X Bty it 3 [T s
X Ko Re=dp X X XXg XX ;v:;';g X Xg

f n'est pas continue en xg.

% admet une tangenie parallile 3

L%y

{Oy}. directions différentes.

Fonctions dérivables sur un intervalle. Fonction dérivée

Soit: f une fonction définie sur uin intervalle 1. £ ost dérivable sur I si et seulement si f ost dérivable on chague réel x de | La

fonetion dérivée de f, notée £, est alors In fonction qui a chaque réel x de I associe le nombre dérive ¥/(x) de la foretion f

BB X

Lien avec la continuité

- '_,:.?. Vs s
dirivabl en a, aloss £ ost coRnfMue on a.

5 f est continne en a, T n'est pas ohligaiotrement dérivable an a.

La fonction valenr absolue est continue sur B mais n'est pas dérivable en 0. La fouction racine earrée est contimie sur
0, +oal mais n'est pas dérivable en 0. On a ainsi deux exetnples de fonctions continues et nen dérivables en un point.

On ne peut pas dire « F est dérivable ot consinne sur I» et encore nofns « Fest continue et done dérivable sur [ ».

Dérivées et sens de variation
Jait £ une fonction dérivable sur un intervalle |

e admet deux demi-tangentes de

BT 2 0 {respontivement, £ < 0). f out<
o Sif7S

ox.&r«..mt;(,k sur | {mem Etivement décroissante’
- O {respectivement 1< OF sanf peéirb-atie en wn nombre fink de poinats i £y anmzlzﬂ ahm I.est strictemaent
sroissante sur I {rmpecm cfnens; strictement déeroissante sur . g

Dérivées et extrema des fonctions

sotent € wne fonction dérwable sur un intervalle ouvert | et xp un réel do I,

- 5F fiXgrost-u-axtreinumdocal de T alors {Xa)

<0, .. -

o 5t " g'ammile en xg . i Shangeant de signe, - admet wn extromum local en xp.

I
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Dérivées des fonctions usuelles

Fonction Dérivée Domaine de définition Domaine de dérivabilite
X", ne N nent ird 5P
1 " —
X x4
] o NM n P-‘r 1%3
o ne ) y 1§
X ng Z* nxh-1 Bsinzl, B sing | Rsinz |, BR*sing 1
JE = 10, ool 10, ool
2/x
e e* 44 B
i .
Infx) ” 10, cof 10, +oxif
sinfx} cos{x} R &
cos{x] ~ sinfx} B R

Dérivées et opérations _,.
» 5i f et g sont deux fonctions dérivables sur 1, T+ g est dérivable sur I ef;]( T yes
® 31 T est dérivable sur T et 5i A est un réel, A est dérivable suz [ ot EAF) = AT
* 5i f et ¢ sont deux fonctions dérivables sur I, f % g est dérivable sur I et|if x g} #E1g 4 fg 'L -

AT
g \
LFIx] € |, gof ost dérivable sur [ 6E[{got)’ = f'xg’ oiq

» Sif et g sent deux fouctions dévivables sur I ot s g ne s'annnle pas sur I, ~ est dérivable sur I of

® Si Fest darivable sur I, si.g est dirtvable sur [ et st pour tont x de

Cette derniére formule fournit en particulier le tableau suivant

Fonction Dérivée Domaine de dérivabilits
™, n e N= nf! o] en tout réel oit T est dérivabsle
f!
1/f - en tont réel ot f est dérivable of non nulle
1 N nf’ ; 7
L E e en tout réel oft F est derivable et non nulle
fa? {1
e g nfrnel
b e e PRy X e ——— i T S
Vi R en tout véel ont f est dérivable et strictement positive
/T
ef fef en tont rael 00 £ est dérivable
f’
n{f} 7 en tout réel on f est dérvivable et strictmnent positive
sin{f} T cus(f) e toud réel ol F est dérivable
cos{f} ~f* sin{f) en tout réel ob I est dérivable




Définition de 'intégrale
Un repére orthonortmé (O, ?, ‘)?) étant fixe, I'unité d'aive est Vaire du carré OIK] on 1{1,0}, K(1,1} ot J{0, 1} {I'aire du

carré OIK] vaut 1 par définition).
3 f est une fonction continue et positive sur un intervalle fq, b

2 est le domaine du plan délimité par les droites d'équations x = a ot x = b,
Vaxe des abscisses et a courbe représentative de f.

2 5 Liintégrale de la fonction f sur Pintervalle {a, bl est Faive & du dowaine 9
| \ : .b *  oXprime en umees d ‘ﬁm\.
o = atre de @ Ce nombre est noté | f{x} dx car il est obtenn e formant les aires des
- J'b f{x} dx rectangles de Icmxm de largeur infinitésimale dx gqnand x varie
o de aab.
1 Si f n'est pas de signe constant sur {a, bj, Pintégrale de f sur {a, b} est ln

différence de la somme des aires des domaines situes av-dessus de (Ox} et de la
//;‘( somme des aires des domaines situés an-dessous de (Ox),
o

I
J () dx == oty 4 oy~ ofy + oy,
d

Valeur moyenne d’une fonction sur un intervalle

D

" . ; . , . 1
Soit f une fouction continue sur un intervalle [a,b] {a < b}, La vadeur moyenne de £ sur fu, b} cst\fjwu J fix} dx
v o

Propriétés de Pintégrale
e Linéarité de Pintégrale

o1y -3

Solent. T et g denx fonctions continnes sur un intervalle {a, bl. Alors (f + g;} X} dx WJ flx) dx+ | gix}ex.

-

43
b
Solent. f une fonction continue sur un iervalle | t, Bl et A un réel. Alors {Af {x]} dx == f {x} dx. j

¢ Positivité de intégrale, croissance de Pintégrale
Soit  une fonction continue sur wn intervalle I Si g of b sonk deny réels de I tels que a < b et i pour tout véel x de [a, b]

b
on af(x) 20 a.!orsj f{x} dx 2 0.
Soient f et g deux Tonerons Lommst sur un intervatle L St a et b sont dews réels de I tels que a € b et
b

x de {a,b] on a f{x) € gix], nlor*,J- f{x) dx s;j gfx) dx.

58

$1 ponr tout réel

o Inégalité de Ja moyenne
Soit T une fonction continue sur un intervalle fa, b (n < b). Sim et M sont deux vécls tels que pour tous réels x de [a, b,

b .
on ait m flx) <M, alorsm € — J fix) dx € M.
- @

»

» Relation de CHASLES

@ < b
Convention : On pose ] Fix} dx =0 ct J f{x) dx = J f(x} dx.
b
a & & h b
soit f une fonction continu® sur un intervalle 1. Pour tous réely a, betecde [, on af flx} dx -FJ fix) dx .».—.1 flx) dx.
[ [N @




Primitives

Solt f une fonction définie sur un intervalle I On appelle priwitive de la fonction f sur Vintervalle I toute fonction F définie
et dexivable sur 1 telle que F’ = f,

Expression d’une primitive A Paide d’une intégrale

Théaréme fondamental

& Si f est continue sur Tintervalle I, alors  admot des primitives sur [.

@ 51 F ost nne primitive de Ia fonction f sur Pintervalle L les primitives de £ sur [ soni los fonctions de la forme
x 3 F(x) -+ C ot C est une constante réelle,

X
e 5i T est continue sur Vintervalle [ alors, pour tout réel a de 1, la fongtion x r-s [ f{t} dt st une primitive de la
«&

fonction f sur Pintervalle 1. Ainsi, pour tout réel x do I,

X AR 4
(j fre) d’t) = Tfx).
0

Phus précisement,
%
fa fonetion x »-3 [ FELy di est la primitive de Fsor | aqui s'annule en a.
fa
» St ost continue sur Pintervalle, pour tous réol xo de I'intervalle I et tout réel Yo, il existe une primitive F de f sur |
et une senle telle que Fixg) = Yo. La primitive de f qui prend la valeur yp en xq est Y fonetion

X
X veb Yo o f 1) dt.
L]

Expression d'une intégrale & Paide d’une primitive
Soit f une fonction continne sur wn intervalle [ Soit F une primitive de f sur {, Pour tous réels a et b de I,

W

f () de o B(b) - Fra),

4

sotation. Le nombre F{b)— F{a) est noté {F(x)}g




Primitives des fonctions usuelles

Fonction Primitives Domaine
Kl’l.-!-l 7
n - N 2 N < I B
Xx*, ne N e FCCER 4
] = REA ] I i i 2 T
;:;;, ne i ‘,{G, ] WW +C,Cel me0,0i o ]0,*!-00(
é Infx}+C, Celr 10, soof
x_mH
n AU -
X" n e Z\{-1} n_i‘]+C,C<-.R
1 .
= 2/5%4+C. CeR 10, -+oo(
e 4+ CCeR 4
cos{x} sinfx}+C, Ce R 4
sinfx) —cos{x}+C, CeR 4

Primitives et opérations

¢ 511 ot g sont continues sur [ et 8i F ot G sont des primitives sur [ de £ et g respectivement,
F+ G est une primitive de £+ g sur L.

o i f est continue sur L, i F est wne primitive de t snr Lot s A est un réel, AF est une primitive de Af sur 1
e Sinon, on a le tablean suivant dans lequel £ désigne systématiquoment une fonction dérivable sur un intervalle [

dont Ia dérivée {7 est continue sur I :

Fouction Primitives Conditions sar T et [
v+ ¥
Pt e N 4ccer
n 41
i 1 . . .
—, & N {0, o e o O C G B ne annule pas sar
o & NY{0, 1} {n~1)fn,u&c CeR f 1 i
T
g B\ -1} - +C CeR
nil

T
% Inf{f}+C CalR f est stxictenent positive sur |
fl
e 2/i+C CeR
i
flef e+ C CeR
' cos{f) sisf}+C, Ce R
' sin{f) weas(T+C, Ce R




