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[. Motivation et objectif
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Motivation premiere

Théoreme (Lohkamp, 1994)

Soit (M, g) une variété riemannienne lisse de dimension n > 3
et go une métrique riemannienne lisse g. sur M. Alors pour
tous o € R et € > 0, il existe une métrique riemannienne lisse
sur M telle que

I’(gG) <a et “ge - g()HCg < €,

oll rig.) désigne la courbure de Ricci de g..
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Théoreme (Lohkamp, 1994)

Soit (M, g) une variété riemannienne lisse de dimension n > 3
et go une métrique riemannienne lisse g. sur M. Alors pour
tous o € R et € > 0, il existe une métrique riemannienne lisse
sur M telle que

I’(gG) <a et “ge - gOHCé) < €,

oll rig.) désigne la courbure de Ricci de g..

Remarque

A cause de la formule de Gauss-Bonnet ce résultat n'est pas
valide en dimension 2.
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Un résultat sur la courbure scalaire

Théoreme (Lohkamp, 1999)

Soit (M, g) une variété riemannienne lisse de dimension n > 3
et go une métrique riemannienne lisse sur M. Alors pour toute
fonction k : M —]0, 00| et tout € > 0, il existe une métrique
riemannienne lisse g. sur M telle que

Scalf® — k — e < Scalfc < ScaP® — k

et

e — goll < .

Les démonstrations par Lohkamp des deux résultats énoncés
reposent sur des techniques de recouvrement de la variété par
différentes métriques obtenues par déformations conformes.
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Relations différentielles partielles

Soit m : E — M un fibré sur une variété lisse M.
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Relations différentielles partielles

Soit 77 : E — M un fibré sur une variété lisse M. Une section
(lisse) s : M — E est une application de classe C* telle que
7(s(x)) = x pour tous x € M.
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Relations différentielles partielles

Soit m : E — M un fibré sur une variété lisse M. Une section
(lisse) s : M — E est une application de classe C* telle que
7(s(x)) = x pour tous x € M. L'espace des jets d'ordre k > 1
de sections du fibré, noté JX(E), est le fibré au dessus de M
dont la fibre au dessus d'un point x € M représente |'ensemble
des développement de Taylor a I'ordre k a équivalence pres.
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7(s(x)) = x pour tous x € M. L'espace des jets d'ordre k > 1
de sections du fibré, noté JX(E), est le fibré au dessus de M
dont la fibre au dessus d'un point x € M représente |'ensemble
des développement de Taylor a I'ordre k a équivalence pres. Si
s est une section donnée, I'application JX : M — J*(E) envoie
chaque point x € M sur le jet de s a I'ordre k en x.

Ludovic Rifford 6/22 -



Relations différentielles partielles

Soit m : E — M un fibré sur une variété lisse M. Une section
(lisse) s : M — E est une application de classe C* telle que
7(s(x)) = x pour tous x € M. L'espace des jets d'ordre k > 1
de sections du fibré, noté JX(E), est le fibré au dessus de M
dont la fibre au dessus d'un point x € M représente |'ensemble
des développement de Taylor a I'ordre k a équivalence pres. Si
s est une section donnée, I'application JX : M — J*(E) envoie
chaque point x € M sur le jet de s a I'ordre k en x.

Définition

Une relation différentielle partielle a /'ordre k > 1 pour le
fibré ™ : E — M correspond a la donnée d’un ensemble

R C JX(E). On dit qu'une section s : M — E est une
solution de R si elle vérifie

J(x)eR  Vxe M.




Exemple 1 : Soit 7: E =R" x R™ — R” le fibré trivial. Une
section de ce fibré est une application lisse de R” dans R™.
L'espace des jets d'ordre 1 de sections de ce fibré est donné par

JHE)=R" x R™ x L(R",R™),

ou L(R",R™) désigne I'ensemble des applications linéaires de
R” dans R™. Si s est une section de E (on la voit comme une
fonction s : R” — R™) alors J! est défini par

JH(x) = (x,s(x),des)  V¥x €R"
Le jet d'ordre 2 de la section s est lui donné par

JZ:x € R"— JX(x) = (x,s(x), dxs, d2s) € J*(E).
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Exemple 2 : Soit 7 : E = M x N — M le fibré trivial avec M
et N deux variétés lisses. Le jet d'ordre 1 d'une section s, vue
comme une application de M dans N, est défini par

JixeMi— JH(x) = (x,s(x), des) € JA(E),

ou chaque d,s est une application linéaire de T, M dans
TS(X)N'
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JixeMi— JH(x) = (x,s(x), des) € JA(E),

ou chaque d,s est une application linéaire de T, M dans
Ts(x)N. On peut considérer la relation différentielle partielle
R C JY(E) dont les éléments sont les (x, y, L) (avec

L e L(T«M, T,N)) tels que L est injective. Ainsi, une section
s est solution R si et seulement si s : M — N est une
immersion.
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Exemple 2 : Soit 7 : E = M x N — M le fibré trivial avec M
et N deux variétés lisses. Le jet d'ordre 1 d'une section s, vue
comme une application de M dans N, est défini par

JixeMi— JH(x) = (x,s(x), des) € JA(E),

ou chaque d,s est une application linéaire de T, M dans
Ts(x)N. On peut considérer la relation différentielle partielle
R C JY(E) dont les éléments sont les (x, y, L) (avec

L e L(T«M, T,N)) tels que L est injective. Ainsi, une section
s est solution R si et seulement si s : M — N est une
immersion.

Exemple 3 : Soit 7 : E — M le fibré vectoriel des formes
bilinéaires symétriques au dessus d'une variété M. Une
métrique riemannienne vérifie une certaine condition de
courbure si son jet d'ordre 2 est a valeurs dans un certain
ensemble R C J?(E).
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Différentes techniques (intégration convexe, approximation
holonome, ...) permettent de résoudre certaines classes de
relations différentielles partielles, c’est a dire de montrer
qu'une section quelconque peut étre approchée pour une
certaine topologie par une section solution de la relation. En
revanche, les relations différentielles partielles considérés par
Lohkamp (propriétés de la courbure de Ricci ou scalaire) ne
rentres dans aucune de ces classes.
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Différentes techniques (intégration convexe, approximation
holonome, ...) permettent de résoudre certaines classes de
relations différentielles partielles, c’est a dire de montrer
qu'une section quelconque peut étre approchée pour une
certaine topologie par une section solution de la relation. En
revanche, les relations différentielles partielles considérés par
Lohkamp (propriétés de la courbure de Ricci ou scalaire) ne
rentres dans aucune de ces classes.

L'objectif de ce travail, réalisé en collaboration avec Fatine
Aliouane (Jijel, Algérie) et Mélanie Theilliere (Rennes, France)
est de montrer que la relation courbure scalaire considée par
Lohkamp appartient a une catégorie de relations qu'on peut
résoudre par une technique d'intégration convexe mixte.
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Partie 1l

[lI. Perturbation de la métrique plate sur le tore
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Enoncé du résultat

L'objectif est ici de démontrer le résultat suivant :

Proposition

Soit n > 3. Pour toute fonction k : T" —]0, +oo| et tout

e > 0, il existe une métrique riemannienne lisse g. sur T" telle
que

—k — € < Scafc < —k

et

18 — gollco < €.

Pour simplifier on va travailler avec des métriques
Z"-périodiques dans R" avec les coordonnées (xi, ..., X,).
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Courbure scalaires des perturbations

On considére une métrique g de la forme
g = dx12 + e2h d><22 + e2hs dx32 + dxf 4o dX?

n?

ou hy, h; : R" — R sont lisses et Z"-périodiques.
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Courbure scalaires des perturbations

On considére une métrique g de la forme
g = dx12 + e2h dx22 + e2hs dx32 + dxf 4o dX?

n?

ou hy, h; : R" — R sont lisses et Z"-périodiques.
La courbure scalaire de g est donnée par

Scale = —2((93/72 + Phs + (01h2)? + (O1hs)? + Ouhy alhg)
— 2672’72 <8§h3 — 82h2 82/73 + (82/73)2)

_De 2 (a§h2 — O3hy O3hy + (83h2)2)

) Z(a,?hz 4 Phy + (9h)? + (9ihs)? — B;hy a,-hg).

i=4
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La relation différentielle partielle concernée

On cherche donc une fonction F = (hy, h3) : R" — R?
(Z"-périodique) vérifiant

L- 83, F(x) + R(x,00F(x), %) + k(x) € (—€,¢€),
ou L est une forme linéaire sur R? et
R (x,01F(x),*) =

_ 2(05/72 + 02hy + (81hs)? + (Duhs)? + Duh 81h3>
+ .
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La relation différentielle partielle concernée

On cherche donc une fonction F = (hy, h3) : R" — R?
(Z"-périodique) vérifiant

L- 83, F(x) + R(x,00F(x), %) + k(x) € (—€,¢€),
ou L est une forme linéaire sur R? et
R (x,01F(x),*) =

_ 2(05/72 + 02hy + (81hs)? + (Duhs)? + Duh 81h3>
+ .

On dira que le 2-jet de F vérifie

J2eR., VYxeR"
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Résolution de relations qualinéaires

Proposition

Supposons qu'il existe deux familles de boucles lisses {7y }xern
et {0y }xern & valeurs dans R? (Z"-périodiques) vérifiant les
propriétés suivantes :

(L1) Pour tout x € R", 7, = 5, = 0;

(L2) Pour tous x € R" et t € R, -yx(t) = 0.

(L3) Pour tous x € R" et t € R,

L-6,(t) + R (x,7(t), *) + k(x) = 0.

Alors, pour tout € > 0, la fonction F donnée par intégration
mixte de {7y }xern €t {0x }xern Vérifie :

(@) [[Fllco <€

(b) pour tout x € R", J2(x) € R..
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Intégration mixte |

On note par Cy5 (R, R?) I'ensemble des applications lisses

1-périodiques de R dans R? et on définit I'opérateur

Int : C22(R,R?) — C2 (R, R?)

per per

par

Int(7)(t) = /0 (v(s) —7) dt avec 7 — /0 +(t) dt.

Ludovic Rifford 15/22 i



Intégration mixte |

On note par Cy5 (R, R?) I'ensemble des applications lisses

1-périodiques de R dans R? et on définit I'opérateur

Int : C22(R,R?) — C2 (R, R?)

per per

par
Int(7)(t) = /0 (v(s) —7) dt avec 7 — /0 +(t) dt.

Etant donné deux familles de boucles lisses {Vx}xern €t
{0} xern @ valeurs dans C35, (R, R?), on définit F par
intégration mixte via la formule :

F(x) := /il Int () (Nxq) + I\:;z Int? (6,) (Nx) .
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Intégration mixte |l

Proposition

Les propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) IFllco = O(1/N).

(it) Pour tout j € {1,...,n}\ {i}, ||0jF||co = O(1/N).
(iii) Pour tous j, k € {1,...,n} \ {i}, [|05F|lco = O(1/N).
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Intégration mixte |l

Proposition

Les propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) IFllco = O(L/N).

(it) Pour tout j € {1,...,n}\ {i}, ||0jF||co = O(1/N).

(iii) Pour tous j, k € {1,...,n} \ {i}, [|05F|lco = O(1/N).

De plus, on a pour tout x

(iv) 0iF (x) = 1x(Nx;) — 7x + O(1/N).

(v) B2F(x) = 2 (D Vo) — () ) + N (o) +
0x(Nx;) = b + O(1/N).

(vi) Pour toutj e {1,...,n}\ {i},
O2F (x) = 92F(x) + Oy 1x(Nx;) — (957x) + O(L/N).
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Partie Il

[1l. Démonstration du résultat général
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Démonstration du résultat général

Théoreme (Lohkamp, 1999)

Soit (M, g) une variété riemannienne lisse de dimension n > 3
et go une métrique riemannienne lisse sur M. Alors pour toute
fonction k : M —]0, +o0| et tout € > 0, il existe une métrique
riemannienne lisse g. sur M telle que

Scalf® — k — e < Scalfs < ScaP® — k

et

e — ollcp < .

Ludovic Rifford 18/22 i



I\V. Perspectives
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Perspectives |

A-t-on le résultat suivant ?

Théoreme

Soit (M, g) une variété riemannienne lisse de dimension n > 3
et go une métrique riemannienne lisse sur M. Alors pour toute
fonction k : M —]0, +oo| et tout € > 0, il existe une métrique
riemannienne lisse g, sur M telle que

ScalFc = Scalf® — k

et

e — goll < c.
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Perspectives ||

Peut-on étendre le résultat démontré (avec éventuellement des
hypotheses sur n) au cas lorentzien ou pseudoriemannien ?
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Merci pour votre attention !!
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