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But : Etudier le probléme d’estimation non paramétrique
minimax pour des processus stochastiques a observations
dépendantes.

@ Estimation minimax non adaptative (régularité 8 est connue)

inf sup n?/CFOR (5 S)
Sn ScHP

@ Estimation minimax adaptative (régularité 8 est inconnue).

B
n \ -
inf  su sup (— Rn(Sn, S
S pelpnie] sens (In n) n(Sn, S)

Estimateurs séquentiels adaptatifs pour les modéles autorégressifs



Modéle autorégressif

yk:S(Xk)ykf'l_'_gka k:1a"'an7 (01)

@ S(°) : R — R une fonction inconnue.

@ xx = k/n, pourtoutk =1,...,n.
® (&k)1<k<n SONt des variables aléatoires i.i.d. gaussiennes
standard.

But : Estimer la fonction autorégressive S en un point fixe zp €]0; 1] &
partir des observations y.

— fonctions héldériennes
— perte liée a I'erreur absolue
— approche minimax asymptotique

Estimateurs séquentiels adaptatifs pour les modéles autorégressifs



Motivations

Motivations

Lintérét des séries temporelles peut apparaitre dans différents
domaines

@ Finance : par exemple, Embrechts, Kluppelberg and Milkosch,
(1997)

@ Econométrie : par exemple, Goldfeld, S.M. et Quandt, R.E.(1972)
@ Biologie : par exemple, Julien Guyon, (2007)
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Approche minimax adaptative

Notons #(?) la classe fonctionnelle, ou 8 € B, B étant un intervalle
quelconque et

Rs(Sn, Nn(B3)) = Sup Nn(8) Es|Sn(20) — S(20)|,
€ B8

avec S, un estimateur et (N,(3))nen~ Une suite tendant vers +oc.
Définition 2.1

La famille (N,(8))nen~ est dite vitesse de convergence minimax
adaptative des estimateurs sur la famille de classes (H(?)zcp si

@ pour un certain estimateur S}, et une constante C > 0,o0n a :

|

limsupsupRs(S;, Nn(B8)) < C

n—oo BeB
@ il existe une constante ¢ > 0 telle que :

I|m|nf|nfsupR@(S,,, h(B)) > c.

—>DOS
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Approche minimax adaptative

Cas adaptatif

— Régularité 3 € [3.; 1] avec 3. > 0 supposée inconnue.
— Bruits gaussiens standard.
— Classes héldériennes :

On dit que le modele (0.1) est stable si

lim sup E|ykl? < cc.
n—>oo1§k§n

Pour tout 0 < ¢ < 1 fixé la fonction inconnue S appartient a

M. ={SeC,0,1]: S| <1-¢}.
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Approche minimax adaptative

Pour K > 0 fixé et 0 < 8 < 1 on définit la classe de Holder stable
associée au point z, par

HO(zy,K,e)={SeTl, : sup M <K\.
xel01] X — 2l

Risque adaptatif d’'un estimateur S,:

Rp(Sn.S) = sup wn(ﬁ)Es|8(zo) S(20)|,

BE[B,:1
n \B/@B+D »
Yn(B) = (W) : vitesse de convergence minimax
adaptative.
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Borne inférieure du risque minimax

Borne inférieure du risque minimax

Theorem 3.1

Le risque adaptatif minimax admet la borne inférieure asymptotique
suivante : 3Ky > 0 telle que VK > Ky

. : 2 1
lim,,_, ., inf sup Rn(Sn, S) > —.
8n SeHB)(29,K,c) 4

ou l'infimum est pris sur tous les estimateurs S,.
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Borne inférieure du risque minimax

Estimateur a noyau

@ Lestimateur a noyau s’écrit sous la forme suivante

5,(20) = ZQUk}/kﬂ’k (A,>a")’

Ay k=1
ou Q() est la fonction noyau,

Xk — 20

n
A= Quyiy avec Uy = hn

k=1
@ Lerreur de 'estimateur a noyau est

84(20) = S(20) = ~S(20) 14, <ay + (Bn +

1
\/77%) Ta,2a)
avec

o _ Sohet QUui)Yk—1 &k
! VA,
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Estimation adaptative séquentielle

Estimateur séquentiel

Lestimateur séquentiel s’écrit sous la forme suivante

Ty—1
Sp(20) = H Z Quy) Yi—1Y; + ay QU ) Y, 1 Yr, | 1ia >h)-
j=1
Pour 0 < oy < 1 tel que Z}gﬁ Q(u,-)yj{1 +ay Q(uTH)yf ,=H.
H
ou 1, est le temps d’arrét défini comme suit
k
TH=inf{0<k<n:> Qu)yr,>H}
j=1

On note
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Estimation adaptative séquentielle

@ Propriété de I'intégrale stochastique :

VH >0 ]
TH
v £ dW; ~ N(0, 1
) e

t
TH:inf(tZO:/ f2ds > H)
0

avec
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Estimation adaptative séquentielle

@ Propriété de I'intégrale stochastique :

1 [
L[ f W, ~ A0, 1
m/o tdWi~ N(0.1)

t
TH:inf(tzo:/ f2ds > H)
0

VH >0

avec

Pour tout z > 2,

Ps(ICu(h)| > 2) <2 g2 /8

avec

Ty—1
1 H
=75 (Z Q) Y1+ ay QL) ¥, 57”) e

j=1
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Estimation adaptative séquentielle

Puisque g est inconnu on utilise la grille sur l'intervalle [3., 1] définie
par :
k
Be=B.+-(1-5), m=[nd]+1 et d,=n/nn.

On note

et

S A
()= o (1% -5/ ).

puis on définit I'indice optimal de la fenétre comme
~ A
k=inf{0<j<m:wh)>-—5—-1.
in {0_j_m w(hy) > N,}
Lestimateur adaptatif est défini comme
S, = S; avec h=h;.
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Estimation adaptative séquentielle

Theorem 4.2

VK>0 et 0<e<1,0na

[[Tris sup  R,(S,,S) < 0,
SeH(P)(z,,K )

donc I'estimateur S, est adaptatif en vitesse de convergence.
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Simulations numériques

Simulation numérique

On se propose d’estimer en z la fonction S définie sur [0; 1] par
S(x) = |x — z|? pour  =0.7 et zp=1/v2.

M
1 a(k)
Rn:M kz;l n (20)_S(ZO)|'

Pour M = 15000, on obtient

n 100 | 1000 | 5000 | 10000
R, | 0.284 | 0.154 | 0.101 | 0.087

En prenant 8 = 1, on obtient

n 100 | 1000 | 5000 | 10000
R, | 0.201 | 0.097 | 0.058 | 0.047
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Perspectives

@ Régresseurs non uniformément répartis
@ Adaptation avec distribution de bruit inconnue

@ Modeéle multidimensionnel
® Yk = S1(Xk)Vk—1 + -+ Sp(Xk)Yk—p + &
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Perspectives

@ Régresseurs non uniformément répartis
@ Adaptation avec distribution de bruit inconnue

@ Modeéle multidimensionnel
® Yk = S1(Xk)Vk—1 + -+ Sp(Xk)Yk—p + &

@ Considérer les modeles AR en temps continu
e dy: = (a(t) + S(t)y:)dt + dW;
o dy: = (a(t) + S(t)y:)dt + d&;
avec (&t)r>o est un processus de Lévy
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