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Entropie et divergen
e L'entropie : une mesure de l'in
ertitudeL'entropie de Shannon : une mesure de l'in
ertitudeNotation : M1(E ) est l'ensemble des probabilités sur l'ensemble �ni E .Shannon (1948) introduit l'entropie d'une probabilité pour mesurer l'in
ertituded'une sour
e d'information.Dé�nitionÉtant donnée une probabilité P ∈ M1(E ), l'entropie S(P) de P est
S(P) = −

∑i∈E P(i) logP(i),ave
 la 
onvention 0 log 0 = 0.
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Entropie et divergen
e L'entropie : une mesure de l'in
ertitudel'entropie de Shannon : une mesure de l'in
ertitudeL'entropie d'une loi P sur un ensemble �ni est
◮ maximale, et vaut log |E |, lorsque P est laloi uniforme U ,
◮ minimale, et vaut 0, lorsque P est unemesure de Dira
.
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Dé�nitionSoient P ,Q ∈ M1(E ). L'information de Kullba
k-Leibler de Q par rapport à Pest
K(Q|P) =

∑i∈E Q(i) log Q(i)P(i) ,ave
 les 
onventions 0 log 0/0 = 0, 0 log(0/x) = 0 et x log(x/0) = +∞, x ∈]0, 1[.En parti
ulier, K(Q|U) = log |E | − S(Q).Philippe Regnault (LMNO-UCBN) PGD pour l'entropie d'une loi CJPS 2012 - 17/04/2012 4 / 17
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Entropie et divergen
e L'entropie : une mesure de l'in
ertitudeQuelques domaines d'appli
ation de l'entropie
◮ Statistique : Les estimateurs d'une loi maximisant l'entropie sous
ontraintes de moments possèdent de bonnes propriétés asymptotiques, enlien ave
 le maximum de vraisemblan
e, la méthode de Bayes,...
◮ Grandes déviations : La divergen
e de Kullba
k-Leibler est impliquée dansle prin
ipe de grandes déviations (PGD) de Sanov.
◮ Preuves alternatives de théorèmes limites : Le PGD de Sanov impliquela loi des grands nombres ; le théorème de la limite 
entrée dé
oule de la
onvergen
e en loi sous 
ontrainte de 
ovarian
e vers le maximum d'entropie(la loi normale).
◮ Théorie de l'information : Shannon et son entropie en posent les bases.L'entropie est la borne inférieure pour le taux de 
ompression des 
odesirrédu
tibles.
◮ É
onomie : L'entropie de Theil mesure les inégalités de répartition desri
hesses.Philippe Regnault (LMNO-UCBN) PGD pour l'entropie d'une loi CJPS 2012 - 17/04/2012 5 / 17



Entropie et divergen
e L'entropie : une mesure de l'in
ertitudeEstimation de l'entropie ; 
as indépendantSoit (X1, . . . ,Xn) un n-é
hantillon de loi P ∈ M1(E ).Soit P̂n la probabilité empirique asso
iée à (X1, . . . ,Xn) dé�nie parP̂n(i) =
1n n∑k=1 11{Xk=i}, i ∈ E .Soit Ŝn = S(P̂n) l'estimateur par plug-in de S(P).

◮ Basharin (1959) prouve que Ŝn 
onverge presque sûrement vers S(P),lorsque n tend vers l'in�ni.
◮ Zubkov (1973) et Harris (1977) prouvent que

◮ si P 6= U , alors √n(Ŝn − S(P)) est asymptotiquement normal devarian
e asymptotique expli
ite ;
◮ si P = U , alors 2n(S(U) − Ŝn) 
onverge en loi vers une 
ombinaisonlinéaire de variables indépendantes de loi χ2(1).

◮ Girardin et Regnault (2011) établissent un prin
ipe de grandes déviationspour la suite (Ŝn)n∈N∗ .Philippe Regnault (LMNO-UCBN) PGD pour l'entropie d'une loi CJPS 2012 - 17/04/2012 6 / 17
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1n n∑k=1 11{Xk=i}, i ∈ E .Soit Ŝn = S(P̂n) l'estimateur par plug-in de S(P).

◮ Basharin (1959) prouve que Ŝn 
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Grandes deviationsQu'est-
e qu'un prin
ipe de grandes déviations ?Un exemple : Soient X1, . . . ,Xn indépendantes, de même loi P , d'espéran
e m,de varian
e σ2.
◮ LGN : Sn = 1n ∑ni=1 Xi 
onverge presque sûrement vers m.
◮ TLC : Pour tout δ > 0, P

(√n
σ

|Sn −m|≥δ

)
≃ 2√2π∫ +∞

δ

exp(−x2/2)dx .Si P est une loi gaussienne, on a
P (|Sn −m| ≥ δ) =

2√2π ∫ +∞

δ
√n exp(−x2/2σ2)dx ,de sorte que (PGD) limn→∞
1n logP (|Sn −m| ≥ δ) = − δ22σ2 ,soit, de manière heuristique, P (|Sn −m| ≥ δ)

n→∞≃ exp(−nδ2/2σ2).Si P n'est pas gaussienne, un PGD subsiste (Cramér, 1936), de la formelimn→∞
1n logP (|Sn −m| ≥ δ) = − inf{IP(x), x : |x −m| ≥ δ},où IP est une fon
tion réelle dépendant de P , appelée fon
tion de taux.Philippe Regnault (LMNO-UCBN) PGD pour l'entropie d'une loi CJPS 2012 - 17/04/2012 7 / 17
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Grandes deviationsLe PGD de Sanov et le prin
ipe de 
ontra
tionSoit (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires à valeurs dans E �ni,indépendantes, de loi P .Soit P̂n la loi empirique asso
iée à X1, . . . ,Xn.Théorème (Sanov, 1961)Pour toute partie B de M1(E ) d'intérieur non vide, on alimn→∞
1n logP(P̂n ∈ B) = − infQ∈B K(Q|P).Prin
ipe de 
ontra
tion : Si f est une fon
tion 
ontinue de M1(E ) dans R,alors pour tout borélien A de R, d'intérieur non vide, on alimn→∞

1n logP(f (P̂n) ∈ I ) = − infx∈I inf{K(Q|P) : f (Q) = x}.Le prin
ipe de 
ontra
tion, appliqué pour f = S, fournit un prin
ipe de grandesdéviations pour la suite des estimateurs par plug-in Ŝn = S(P̂n) de S(P).Philippe Regnault (LMNO-UCBN) PGD pour l'entropie d'une loi CJPS 2012 - 17/04/2012 8 / 17
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Grandes deviationsLe PGD pour l'estimateur par plug-in de l'entropieThéorème (Girardin et Regnault, 2011)Pour tout borélien A de R,
P

(Ŝn ∈ A)
≤ (n + 1)|E |+1 exp(

−n infs∈A IS(P , s)) ;de plus, si A est d'intérieur non vide,limn→+∞
1n logP

(Ŝn ∈ A)
= − infs∈A IS(P , s),ave
 IS(P , s) =

{ inf{K(Q|P) : S(Q) = s} si s ∈ [0, log |E |],
+∞ sinon.En parti
ulier, pour s ∈ [0 log |E |],IS(P , s) = inf{K(Q|P) : K(Q|U) = log |E | − s} est la distan
e, au sens de ladivergen
e de Kullba
k-Leibler, de P à la sphère 
entrée en U , de rayonlog |E | − s.Philippe Regnault (LMNO-UCBN) PGD pour l'entropie d'une loi CJPS 2012 - 17/04/2012 9 / 17



Géométrie de l'informationLa transformation es
orteDé�nitionLa transformation es
orte est l'appli
ation
E : R ×M1(E ) → M1(E )

(k ,P) 7→ E kP : i 7→ P(i)k/ ∑j∈E P(j)k ,Étant donnée P ∈ M1(E ), les k-transformations E kP de P sont appelées loises
ortes de P .Les lois es
ortes sont introduites par Be
k et S
hlögl (1993), indépendamment detoute 
onsidération géometrique, en théorie du 
haos, a�n d'étudier les propriétésthermodynamiques de systèmes mi
ros
opiques.Nouveau point de vue : Les lois es
ortes de P sont les homothétiques de Pdans la géométrie de l'information.Elles donnent la dire
tion de la plus grande variation d'information pour P .Philippe Regnault (LMNO-UCBN) PGD pour l'entropie d'une loi CJPS 2012 - 17/04/2012 10 / 17



Géométrie de l'informationProje
tion au sens de Kullba
k-LeiblerSoit P ∈ M∗1(E ).Soient p∗ = maxi∈E P(i) etm = |{i ∈ E : P(i) = p∗}| le nombre de modesde P .Soient S(P) l'entropie de P et s ∈ R.Théorème (Girardin et Regnault, 2011)IS(P , s) =





K(E kP |P) si s ∈] logm, log |E |],
− log p∗ − s si s ∈ [0, logm],
+∞ sinon,ave
 k > 0 tel que S(E kP) = s.
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Géométrie de l'informationComparaison entre géométries eu
lidienne et de l'informationGéométrie eu
lidienneSoit x ∈ (X , 〈., .〉) non nul.Soit r > 0. On aargmin{‖y − x‖| :‖y‖= r}=k .x ,ave
 k = r
‖x‖ .

O

x

Géométrie de l'informationSoit P ∈ M1(E ), P 6= U .Soit s ∈]0, log(|E |)[. On aargmin{K(Q|P) :S(Q)=s}=E kP ,ave
 k > 0 tel que S(E kP) = s.
P1
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Géométrie de l'informationSoit P ∈ M1(E ), P 6= U .Soit s ∈]0, log(|E |)[. On aargmin{K(Q|P) :S(Q)=s}=E kP ,ave
 k > 0 tel que S(E kP) = s.
P1

EP
1

k
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lidienneSoit x ∈ (X , 〈., .〉) non nul.Soit r > 0. On aargmin{‖y − x‖| :‖y‖= r}=k .x ,ave
 k = r
‖x‖ .

O

x

y

x´'

y´'

En parti
ulier, k ne dépend de x qu'àtravers ‖x‖.

Géométrie de l'informationSoit P ∈ M1(E ), P 6= U .Soit s ∈]0, log(|E |)[. On aargmin{K(Q|P) :S(Q)=s}=E kP ,ave
 k > 0 tel que S(E kP) = s.
P2

EP
2

k

P1

EP
1

k

k = k(P , s) dépend de la dire
tion dela proje
tion (k 6= s/S(P)).Philippe Regnault (LMNO-UCBN) PGD pour l'entropie d'une loi CJPS 2012 - 17/04/2012 12 / 17



Approximation numérique de la fon
tion de tauxQuelques propriétés de la transformation es
orteDéterminer une expression analytique pour IS(P , .) ne semble pas faisable.Construire une approximation numérique de IS(P , .) né
essite quelques propriétésde la transformation es
orte.Soit P ∈ M∗1(E ), P 6= U . Soient α1, . . . , αm lesmodes de P .Propriétés
◮ E kP 
onverge vers ∑ml=1 δαl /m lorsque ktend vers l'in�ni.
◮ E kP 
onverge vers la probabilité uniforme surE lorsque k tend vers 0 ;
◮ La fon
tion ΦP : k ∈ R+ 7→ S(E kP ) est deuxfois 
ontinûment dérivable et Φ′P(k) < 0,pour tout k > 0. 0.
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Fig.: Loi Binomiale B(15, 1/2)IS(P , s) = K(E(P , Φ−1P (s)|P), s ∈] log(m), log |E |[ est dérivable par rapport à s.Philippe Regnault (LMNO-UCBN) PGD pour l'entropie d'une loi CJPS 2012 - 17/04/2012 13 / 17
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tion de tauxQuelques propriétés de la transformation es
orteDéterminer une expression analytique pour IS(P , .) ne semble pas faisable.Construire une approximation numérique de IS(P , .) né
essite quelques propriétésde la transformation es
orte.Soit P ∈ M∗1(E ), P 6= U . Soient α1, . . . , αm lesmodes de P .Propriétés
◮ E kP 
onverge vers ∑ml=1 δαl /m lorsque ktend vers l'in�ni.
◮ E kP 
onverge vers la probabilité uniforme surE lorsque k tend vers 0 ;
◮ La fon
tion ΦP : k ∈ R+ 7→ S(E kP ) est deuxfois 
ontinûment dérivable et Φ′P(k) < 0,pour tout k > 0. 0.
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Fig.: 2-es
orte de B(15, 1/2)IS(P , s) = K(E(P , Φ−1P (s)|P), s ∈] log(m), log |E |[ est dérivable par rapport à s.Philippe Regnault (LMNO-UCBN) PGD pour l'entropie d'une loi CJPS 2012 - 17/04/2012 13 / 17



Approximation numérique de la fon
tion de tauxQuelques propriétés de la transformation es
orteDéterminer une expression analytique pour IS(P , .) ne semble pas faisable.Construire une approximation numérique de IS(P , .) né
essite quelques propriétésde la transformation es
orte.Soit P ∈ M∗1(E ), P 6= U . Soient α1, . . . , αm lesmodes de P .Propriétés
◮ E kP 
onverge vers ∑ml=1 δαl /m lorsque ktend vers l'in�ni.
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tion de tauxQuelques propriétés de la transformation es
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onverge vers ∑ml=1 δαl /m lorsque ktend vers l'in�ni.
◮ E kP 
onverge vers la probabilité uniforme surE lorsque k tend vers 0 ;
◮ La fon
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ontinûment dérivable et Φ′P(k) < 0,pour tout k > 0. 0.
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Fig.: 100-es
orte de B(15, 1/2)IS(P , s) = K(E(P , Φ−1P (s)|P), s ∈] log(m), log |E |[ est dérivable par rapport à s.Philippe Regnault (LMNO-UCBN) PGD pour l'entropie d'une loi CJPS 2012 - 17/04/2012 13 / 17



Approximation numérique de la fon
tion de tauxQuelques propriétés de la transformation es
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Approximation numérique de la fon
tion de tauxQuelques propriétés de la transformation es
orteDéterminer une expression analytique pour IS(P , .) ne semble pas faisable.Construire une approximation numérique de IS(P , .) né
essite quelques propriétésde la transformation es
orte.Soit P ∈ M∗1(E ), P 6= U . Soient α1, . . . , αm lesmodes de P .Propriétés
◮ E kP 
onverge vers ∑ml=1 δαl /m lorsque ktend vers l'in�ni.
◮ E kP 
onverge vers la probabilité uniforme surE lorsque k tend vers 0 ;
◮ La fon
tion ΦP : k ∈ R+ 7→ S(E kP ) est deuxfois 
ontinûment dérivable et Φ′P(k) < 0,pour tout k > 0. 0.
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Fig.: 0, 5-es
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Approximation numérique de la fon
tion de tauxQuelques propriétés de la transformation es
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Fig.: 0, 1-es
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Approximation numérique de la fon
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Approximation numérique de la fon
tion de tauxQuelques propriétés de la transformation es
orteDéterminer une expression analytique pour IS(P , .) ne semble pas faisable.Construire une approximation numérique de IS(P , .) né
essite quelques propriétésde la transformation es
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Approximation numérique de la fon
tion de tauxApproximation numérique de la fon
tion de tauxIS(P , .) peut être approximée par la fon
tion 
ontinue, a�ne par mor
eaux dé�niepar IM(s) =





αĨS(s1) +(1−α)(−logmaxi∈E {P(i)} − logm), s=αs1 + (1− α) logm,

αĨS(sl ) + (1− α)ĨS(sl−1), s=αsl + (1− αsl−1).
α( − log(|E |) − 1

|E | ∑i∈E logP(i)) + (1− α)ĨS(sM−1), s=αlog |E |+(1− α)sM−1,pour
◮ un ensemble de points équidistribués {s1, . . . , sM−1} ∈] logm, log |E |[,
◮ des solutions appro
hées k̃l des vraies solutions kl des équations

K(E klP | P) = sl ,
◮ des approximations de IS(P , sl ) obtenues en posant ĨS(sl ) = K(EeklP |P).Philippe Regnault (LMNO-UCBN) PGD pour l'entropie d'une loi CJPS 2012 - 17/04/2012 14 / 17



Approximation numérique de la fon
tion de tauxProposition (Girardin et Regnault, 2011)Pour tout 
ompa
t K ⊆] logm, log |E |[ et tout s ∈ K , on a
|IM(s) − IS(P , s)| ≤ 2M ,dès que M ≥ (log |E | − logm)max{sups∈K |I ′′

S
(s)|/8, 1}.
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Fig.: Approximation de IS(P, .)pour P = [0.2, 0.3, 0.22, 0.28].Philippe Regnault (LMNO-UCBN) PGD pour l'entropie d'une loi CJPS 2012 - 17/04/2012 15 / 17



Approximation numérique de la fon
tion de taux Appli
ations du PGDAppli
ations du PGDLa fon
tion de taux IS(P , .) peut être rempla
ée par son approximation IM dansles appli
ations impliquant le prin
ipe de grandes déviations, sans pertesigni�
ative de pré
ision.
◮ Majorations exponentielles expli
ites de la probabilité des événements rares,
omme (Ŝn ≥ S(P) + δ) ave
 δ > 0, asymptotiquement aussi pré
ises que
elles fournies par le PGD original.Pré
isément,

P

(
S(P̂n) > S(P) + δ

)
≤ (n + 1)|E | exp(

−n [IM(S(P) + δ) − 2M ])
.De même pour (S(P̂n) ≤ S(P) − δ).

◮ Tests du niveau d'entropie d'une loi, par seuillage de l'approximation IM pardes valeurs appropriées.Philippe Regnault (LMNO-UCBN) PGD pour l'entropie d'une loi CJPS 2012 - 17/04/2012 16 / 17



Et après ?Perspe
tives
◮ Étendre le prin
ipe de grandes déviations, dans le 
as indépendant, auxespa
es d'état dénombrables et 
ontinus, puis aux 
haînes de Markov, auxpro
essus de Markov.
◮ Poursuivre l'exploration de la géométrie de l'information : généralisation dela proje
tion relativement à d'autres divergen
es, sur des ensembles
ontraints autrement.
◮ Poursuivre l'étude des tests du niveau d'entropie d'une loi.
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