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Entropie et divergence L'entropie : une mesure de l'incertitude

L'entropie de Shannon : une mesure de |'incertitude

Notation : M;(E) est I'ensemble des probabilités sur I'ensemble fini E.

Shannon (1948) introduit |'entropie d'une probabilité pour mesurer I'incertitude
d’'une source d'information.

Etant donnée une probabilité P € M;(E), 'entropie S(P) de P est

S(P) = —>_ P(i)log P(i),

i€cE

avec la convention Olog0 = 0.
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Entropie et divergence L'entropie :

une mesure de l'incertitude

I'entropie de Shannon : une mesure de |'incertitude

L'entropie d'une loi P sur un ensemble fini est

» maximale, et vaut log|E|, lorsque P est la
loi uniforme U,

» minimale, et vaut 0, lorsque P est une
mesure de Dirac.
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Entropie et divergence L'entropie : une mesure de l'incertitude

I'entropie de Shannon : une mesure de |'incertitude

0,7 1

L'entropie d'une loi P sur un ensemble fini est .

0,54

» maximale, et vaut log|E|, lorsque P est la
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» minimale, et vaut 0, lorsque P est une 021
mesure de Dirac. on ]
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Soient P, Q € M;(E). L'information de Kullback-Leibler de @ par rapport a P

est
K(QIP) =) Q(i logP

i€cE

avec les conventions 0log0/0 = 0, 0log(0/x) = 0 et x log(x/0) = +o0, x €]0,1].
En particulier, K(Q|U) = log |E| — S(Q).
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Entropie et divergence L'entropie : une mesure de l'incertitude

Quelques domaines d'application de |'entropie

> Statistique : Les estimateurs d’une loi maximisant |'entropie sous
contraintes de moments possédent de bonnes propriétés asymptotiques, en
lien avec le maximum de vraisemblance, la méthode de Bayes,...

» Grandes déviations : La divergence de Kullback-Leibler est impliquée dans
le principe de grandes déviations (PGD) de Sanov.

> Preuves alternatives de théorémes limites : Le PGD de Sanov implique
la loi des grands nombres ; le théoréeme de la limite centrée découle de la
convergence en loi sous contrainte de covariance vers le maximum d’entropie
(la loi normale).

> Théorie de I'information : Shannon et son entropie en posent les bases.
L'entropie est la borne inférieure pour le taux de compression des codes
irréductibles.

» Economie : L'entropie de Theil mesure les inégalités de répartition des
richesses.
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Entropie et divergence L'entropie : une mesure de l'incertitude

Estimation de |'entropie; cas indépendant

Soit (X1, ..., Xy) un n-échantillon de loi P € M;(E).

Soit P, la probabilité empirique associée a (Xu,...,X,) définie par

5o 1g :
Pn(’):;Zl{Xk:i}a i€E.

k=1

Soit S, = S(P,) I'estimateur par plug-in de S(P).
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Entropie et divergence L'entropie : une mesure de l'incertitude

Estimation de |'entropie; cas indépendant

Soit (X1, ..., Xy) un n-échantillon de loi P € M;(E).

Soit P, la probabilité empirique associée a (Xu,...,X,) définie par
50 L :
Pa(i) = . ;l{xk:i}, i€E.

Soit S, = S(P,) I'estimateur par plug-in de S(P).
» Basharin (1959) prouve que Sh converge presque stirement vers S(P),
lorsque n tend vers |'infini.

» Zubkov (1973) et Harris (1977) prouvent que

> si P #£ U, alors \/ﬁ(g,, — S(P)) est asymptotiquement normal de
variance asymptotique explicite ;

» si P = U, alors 2n(S(U) — S,) converge en loi vers une combinaison
linéaire de variables indépendantes de loi x?(1).
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Estimation de |'entropie; cas indépendant

Soit (X1, ..., Xy) un n-échantillon de loi P € M;(E).

Soit P, la probabilité empirique associée a (Xu,...,X,) définie par
50 L :
Pa(i) = . ;l{xk:i}, i€E.

Soit S, = S(P,) I'estimateur par plug-in de S(P).

» Basharin (1959) prouve que Sh converge presque stirement vers S(P),

lorsque n tend vers |'infini.
» Zubkov (1973) et Harris (1977) prouvent que

> si P #£ U, alors \/ﬁ(g,, — S(P)) est asymptotiquement normal de
variance asymptotique explicite ;

» si P = U, alors 2n(S(U) — S,) converge en loi vers une combinaison
linéaire de variables indépendantes de loi x?(1).

> Girardin et Regnault (2011) établissent un principe de grandes déviations

>~

pour la suite (Sp)nen-.
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Grandes deviations

Qu'est-ce qu'un principe de grandes déviations ?

Un exemple : Soient Xi, ..., X, indépendantes, de méme loi P, d'espérance m,
de variance 2.

» LGN : S, = 137 | X; converge presque siirement vers m.

» TLC : Pour tout § >0, P (g|5,, |>5> \/_/ exp(—x2/2)dx
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Qu'est-ce qu'un principe de grandes déviations ?

Un exemple : Soient Xi, ..., X, indépendantes, de méme loi P, d'espérance m,
de variance 2.

» LGN : S, = 137 | X; converge presque siirement vers m.

» TLC : Pour tout § >0, P (\(/j—| |>5> \/_/ exp(—x2/2)dx

Si P est une loi gaussienne, on a

2 +o00
P S,,—mZ(S:—/ exp(—x2/20%)dx
(50 —m 20)= 2 | en(—x/20?)
de sorte que (PGD)
52
202
soit, de maniére heuristique, P (|S, — m| > 6) "~ exp(—nd?/25?).

lim %Iog]P’(|S,, —m|>4)=-
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Qu'est-ce qu'un principe de grandes déviations ?

Un exemple : Soient Xi, ..., X, indépendantes, de méme loi P, d'espérance m,
de variance 2.

» LGN : S, = 137 | X; converge presque siirement vers m.

» TLC : Pour tout § >0, P (\(/j—| |>5> \/_/ exp(—x2/2)dx

Si P est une loi gaussienne, on a

2 +o00

IP’|5,,—m|Z5:—/ exp(—x2/20%)dx

( )= 7= . w20
de sorte que (PGD)
52
202
soit, de maniére heuristique, P (|S, — m| > 8) "~ exp(—nd?/20?).
Si P n'est pas gaussienne, un PGD subsiste (Cramér, 1936), de la forme

lim %Iog]P’(|S,, —m|>4)=-

lim E logP (]S, — m| > 8) = —inf{lp(x),x : [x — m| > 4},
n—oo N

ol Ip est une fonction réelle dépendant de P, appelée fonction de taux.
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Grandes deviations

Le PGD de Sanov et le principe de contraction

Soit (Xp)nen+ une suite de variables aléatoires a valeurs dans E fini,
indépendantes, de loi P.
Soit P, la loi empirique associée 3 Xi,..., X,.

Théoréme (Sanov, 1961)

Pour toute partie B de M;(E) d'intérieur non vide, on a

.1 ~ .
lim = logP(P, € B) = — (\l)réf;K(Q|P).

n—oo N
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Principe de contraction : Si f est une fonction continue de M;(E) dans R,
alors pour tout borélien A de R, d'intérieur non vide, on a
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n—oo N
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n—oo N

Principe de contraction : Si f est une fonction continue de M;(E) dans R,
alors pour tout borélien A de R, d'intérieur non vide, on a

lim 2 log P(f(P,) € 1) = — inf inf{K(Q|P) : £(Q) = x}.

n—oo N

Le principe de contraction, appliqué pour f =S, fournit un principe de grandes
déviations pour la suite des estimateurs par plug-in S, = S(P,) de S(P).

Philippe Regnault (LMNO-UCBN) PGD pour |'entropie d'une loi CJPS 2012 - 17/04/2012 8 /17



Grandes deviations

Le PGD pour |'estimateur par plug-in de |'entropie

Théoréme (Girardin et Regnault, 2011)

Pour tout borélien A de R,

P (/5\‘,, c A) <(n+ 1)‘E‘+:l exp (—n inf Ig(P,S)) 0
sEA
de plus, si A est d'intérieur non vide,

. 1 ~ .
Jlim - 10gP (3, € A) = inf 5(P.),
avec _ .
IS(P,S) = { Inf{K(Q|P) . S(Q) - S} S} S € [07 |0g|E|]7
+o0o sinon.

En particulier, pour s € [0log|E]|],

Is(P,s) = inf{K(Q|P) : K(Q|U) = log |E| — s} est la distance, au sens de la
divergence de Kullback-Leibler, de P a la sphére centrée en U, de rayon

log |E| — s.
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Géométrie de |'information

La transformation escorte

Définition
La transformation escorte est I'application

E : RxMy(E)— My(E)
(k,P) — Ef i P() /" PG,

JjEE

Etant donnée P € M;(E), les k-transformations E5 de P sont appelées lois
escortes de P.

Les lois escortes sont introduites par Beck et Schlogl (1993), indépendamment de
toute considération géometrique, en théorie du chaos, afin d'étudier les propriétés
thermodynamiques de systémes microscopiques.

Nouveau point de vue : Les lois escortes de P sont les homothétiques de P
dans la géométrie de I'information.
Elles donnent la direction de la plus grande variation d’information pour P.
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Géométrie de |'information

Projection au sens de Kullback-Leibler

Soit P € Mi(E).

Soient p* = max;eg P(i) et

m = |{i € E: P(i) = p*}| le nombre de modes
de P.

Soient S(P) I'entropie de P et s € R.

Théoréme (Girardin et Regnault, 2011)

K(EL|P) si s €]logm,log|E|],
Is(P,s) =< —logp*—s sise]0,logm],
+o0o sinon,

avec k > 0 tel que S(ES) = s.
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m = |{i € E: P(i) = p*}| le nombre de modes
de P.

Soient S(P) I'entropie de P et s € R.

Théoréme (Girardin et Regnault, 2011)
K(EL|P) si s €] log m,log |E|],

Is(P,s) =< —logp*—s sise]0,logm],
+o0o sinon,

Fig.: K-projection sur la
shpére Sk(log(3) — s), pour
s > log(2).

avec k > 0 tel que S(ES) = s.
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Géométrie de |'information

Comparaison entre géométries euclidienne et de |'information

Géométrie euclidienne Géomeétrie de I'information
Soit x € (&, (,.)) non nul. Soit P € My(E), P # U.
Soit r >0.On a Soit s €]0, log(|E|)[. On a
argmin{|ly — x| : ly[|=r}=k.x, argmin{K(Q|P):S(Q)=s}=EF,
avec k = 7. avec k > 0 tel que S(Ef) = s.
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Géométrie de |'information

Comparaison entre géométries euclidienne et de |'information

Géomeétrie euclidienne

Soit x € (X, {(.,.)) non nul.
Soit r >0.On a

argmin{|ly — || : |yll =r} = k.x,

avec k = —=-.
[IxT]

»

En particulier, k ne dépend de x qu'a
travers ||x||.

Géométrie de l'information

Soit P € M1(E), P # U.
Soit s €]0, log(|E|)[. On a

argmin{K(Q|P):S(Q)=s}=Ef,
avec k > 0 tel que S(Ef) = s.

A
N,
\
\

L

\
[
\

AERY
=4
[

P

k = k(P, s) dépend de la direction de
la projection (k # s/S(P)).
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Approximation numérique de la fonction de taux

Quelques propriétés de la transformation escorte

Déterminer une expression analytique pour ks(P,.) ne semble pas faisable.
Construire une approximation numérique de ks(P,.) nécessite quelques propriétés
de la transformation escorte.

Soit P € Mj(E), P # U. Soient ay,...,an les
modes de P.

k m
> Ep converge vers > 121 0oy /m lorsque k
tend vers ['infini.

> E’,; converge vers la probabilité uniforme sur : HHHHHH
E lorsque k tend vers 0 ; : = D=

> La fonction ®p : k € R, +— S(Ef) est deux
fois contindment dérivable et (k) < 0,
pour tout k > 0.

Flg Loi Binomiale B(15, 1/2)
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Approximation numérique de la fonction de taux

Quelques propriétés de la transformation escorte

Déterminer une expression analytique pour ks(P,.) ne semble pas faisable.
Construire une approximation numérique de ks(P,.) nécessite quelques propriétés
de la transformation escorte.

Soit P € Mj(E), P # U. Soient ay,...,an les
modes de P.

Propriétés
» EJ converge vers Sy 6a,/m lorsque k
tend vers ['infini.

» EJ converge vers la probabilité uniforme sur : H H
E lorsque k tend vers 0 ; : " 0=

> La fonction ®p : k € R, +— S(Ef) est deux
fois contindment dérivable et (k) < 0,
pour tout k > 0.

Flg 2-escorte de B(15,1/2)
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Approximation numérique de la fonction de taux

Quelques propriétés de la transformation escorte

Déterminer une expression analytique pour ks(P,.) ne semble pas faisable.
Construire une approximation numérique de ks(P,.) nécessite quelques propriétés
de la transformation escorte.

Soit P € Mj(E), P # U. Soient ay,...,an les
modes de P.

Propriétés
» EJ converge vers Sy 6a,/m lorsque k
tend vers ['infini.

» EJ converge vers la probabilité uniforme sur
E lorsque k tend vers 0 ; : [

> La fonction ®p : k € R, +— S(Ef) est deux
fois contindment dérivable et (k) < 0,
pour tout k > 0.
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Approximation numérique de la fonction de taux

Quelques propriétés de la transformation escorte

Déterminer une expression analytique pour ks(P,.) ne semble pas faisable.
Construire une approximation numérique de ks(P,.) nécessite quelques propriétés
de la transformation escorte.

Soit P € Mj(E), P # U. Soient ay,...,an les
modes de P.

Propriétés
» EJ converge vers Sy 6a,/m lorsque k ‘
tend vers ['infini. :

» EJ converge vers la probabilité uniforme sur
E lorsque k tend vers 0;

> La fonction ®p : k € R, +— S(Ef) est deux
fois contindment dérivable et (k) < 0,
pour tout k > 0.

Flg 100-escorte de B(15,1/2)
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Approximation numérique de la fonction de taux

Quelques propriétés de la transformation escorte

Déterminer une expression analytique pour ks(P,.) ne semble pas faisable.
Construire une approximation numérique de ks(P,.) nécessite quelques propriétés
de la transformation escorte.

Soit P € Mj(E), P # U. Soient ay,...,an les
modes de P.

k m
> Ep converge vers > 121 0oy /m lorsque k
tend vers ['infini.

> E’,; converge vers la probabilité uniforme sur : HHHHHH
E lorsque k tend vers 0 ; : = D=

> La fonction ®p : k € R, +— S(Ef) est deux
fois contindment dérivable et (k) < 0,
pour tout k > 0.

Fig.: Loi binomiale B(15,1/2)
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Approximation numérique de la fonction de taux

Quelques propriétés de la transformation escorte

Déterminer une expression analytique pour ks(P,.) ne semble pas faisable.
Construire une approximation numérique de ks(P,.) nécessite quelques propriétés
de la transformation escorte.

Soit P € Mj(E), P # U. Soient ay,...,an les
modes de P.

k m
> Ep converge vers > 121 0oy /m lorsque k
tend vers ['infini.

» EJ converge vers la probabilité uniforme sur : HHHHHH
E lorsque k tend vers 0 ; : =ol] Do

> La fonction ®p : k € R, +— S(Ef) est deux
fois contindment dérivable et (k) < 0,
pour tout k > 0.

Flg 0, 5-escorte de B(15,1/2)
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Approximation numérique de la fonction de taux
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Approximation numérique de la fonction de taux

Quelques propriétés de la transformation escorte

Déterminer une expression analytique pour ks(P,.) ne semble pas faisable.
Construire une approximation numérique de ks(P,.) nécessite quelques propriétés
de la transformation escorte.

Soit P € Mj(E), P # U. Soient ay,...,an les
modes de P.

k m
> Ep converge vers > 121 0oy /m lorsque k
tend vers ['infini.

» EJ converge vers la probabilité uniforme sur
E lorsque k tend vers 0;

> La fonction ®p : k € R, +— S(Ef) est deux
fois contindment dérivable et (k) < 0,
pour tout k > 0.

ls(P,s) = K(E(P,®p(s)|P), s €]log(m),log|E|[ est dérivable par rapport 4 s.

Philippe Regnault (LMNO-UCBN) PGD pour |'entropie d'une loi CJPS 2012 - 17/04/2012 13 / 17



Approximation numérique de la fonction de taux

Approximation numérique de la fonction de taux

Is(P,.) peut étre approximée par la fonction continue, affine par morceaux définie
par Iy(s) =

als(s1) +(1—a)(—log mEaE({P(i)} — log m), s=as; + (1 — a)logm,
a@(s,)+(1—a)@(s, 1), s=as + (1 —asi_1).
a —log(|E]) — 1] ZlogP + (1 —a)k(sm-1), s=alog|E|+(1 — a)sy—1,
i€cE
pour
> un ensemble de points équidistribués {sy,...,sy—1} €] logm, log|E|[,

» des solutions approchées k; des vraies solutions k; des équations
K(Ep' | P) = s

> des approximations de /s(P, s/) obtenues en posant (s;) = K(E£’|P).
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Approximation numérique de la fonction de taux

Proposition (Girardin et Regnault, 2011)

Pour tout compact K C] log m,log |E]|[ et tout s € K, on a

[Im(s) = Is(P, s)| <

S

dés que M > (log |E| — log m) max{supscx | (5)|/8,1}.

\

2,0 |
0,64 \ |
| 1,0
/
027 154 /
! [ 084
/
|
‘ 104 064
0,3 | ’
|
| 04
0.2 |
/ 05
0,14 0,29
//
00 — 00-1== ~ T 0,

Flg Approximation de I5(P,.)

pour P =[0.5,0.1,0.05, 0.35].

Flg Approximation de I5(P,.)

pour P = [0.95, 0.03, 0.01, 0.01].

Flg Approximation de I5(P, .)

pour P =[0.2,0.3,0.22, 0.28].

Philippe Regnault (LMNO-UCBN)

PGD pour I'entropie d'une lo

CJPS 2012 - 17/04/2012 15 / 17



Approximation numérique de la fonction de taux  Applications du PGD

Applications du PGD

La fonction de taux Is(P,.) peut étre remplacée par son approximation Iy, dans
les applications impliquant le principe de grandes déviations, sans perte
significative de précision.

> Majorations exponentielles explicites de la probabilité des événements rares,
comme (S, > S(P) + J) avec 6 > 0, asymptotiquement aussi précises que
celles fournies par le PGD original.

Précisément,

P (S(TD") > S(P) + 5) < (n+1)Elexp (—n [IM(S(P) +0) — %D :

De méme pour (S(P,) < S(P) — 6).

» Tests du niveau d'entropie d'une loi, par seuillage de I'approximation Iy, par
des valeurs appropriées.
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Et aprés?

Perspectives

» Etendre le principe de grandes déviations, dans le cas indépendant, aux
espaces d'état dénombrables et continus, puis aux chaines de Markov, aux
processus de Markov.

» Poursuivre I'exploration de la géométrie de I'information : généralisation de
la projection relativement a d’autres divergences, sur des ensembles
contraints autrement.

» Poursuivre |'étude des tests du niveau d’entropie d'une loi.
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