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Probleme statistique

» On observe (Xi,...,X,) un n-échantillon admettant la densité f
par rapport a Lebesgue.

» On utilise comme modeéle statistique le modele paramétrique de
toutes les lois uniformes sur [0, 6].

» C'est a dire, que I'on définit
F = {0 04, 0 €]0,1]}

et que I'on cherche un estimateur f 3 valeurs dans . " proche”
de f.
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Probleme statistique

On observe (Xi, ..., X,) un n-échantillon admettant la densité f
par rapport a Lebesgue.

On utilise comme modele statistique le modele paramétrique de
toutes les lois uniformes sur [0, 6].

C'est a dire, que I'on définit
F = {0 04, 0 €]0,1]}

et que I'on cherche un estimateur f 3 valeurs dans . " proche”
de f.

On définit la distance de Hellinger H par
H*(f,g) / (\/ -Ve )

et on définit le risque de 7 par Ef [H2()A‘, f)}
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EMV.

» Sif = 9’111[079], I'EMV de 0 est X(n) = maxi<i<, Xi. On estime
donc f par F= X(;)l]l[07x(n)].

» On peut alors montrer que

~ 1
Vfe Z, Es [H2(f, f)] =5

» Que se passe-t-il si f € .%, mais f "proche” de F ?
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My » Sif = 9’111[079], I'EMV de 0 est X(n) = maxi<i<, Xi. On estime
el donc f par f = X(;)l]l[07x(n)].
R » On peut alors montrer que
résultat
B_ornes de o 1
vfeZ, B [H(Ff)] = .
F k S f ( s ) onr1
» Que se passe-t-il si f € .%, mais f "proche” de F ?

v

On suppose que la densité f est

f=10 [(1 — 2n71)]l[071/10] + 2!771]1[9/10)1]]

v

f est proche de .Z: H?(f,101(91/10) < 5/(4n).
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> Sif =0 g, 'EMV de 0 est X(p) = maxi<i<y X;. On estime
Résultat donc f par ? = X(;;1[07X(n)]'

el » On peut alors montrer que

résultat

Bornes de - 1

p—— vie 7, Er [H (f, f)} ~on +1°

v

Que se passe-t-il si f € .%, mais f "proche” de F ?

v

On suppose que la densité f est

f=10 [(1 — 2n71)]l[071/10] + 2!771]1[9/10)1]]

v

f est proche de .Z: H?(f,101(91/10) < 5/(4n).
Pourtant

v

Ef [H2(?, f)} > 0.38
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e » De maniere générale, 'EMV peut étre tres mauvais dans
certaines situations. Par exemple lorsque le modeéle est
légerement faux.

» Cela justifie de chercher des méthodes alternatives.
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S Soient f; et f, deux densités. On note T(f;, >, X) un test a valeurs
Frameworks dans {0,1}.

> T(f, f, X) = 1 signifie que I'on préfere f, a f;.

» T(f,f,X) =0 signifie que I'on préfere f; a f,.

[l vérifie en outre T(f,H,X) =1— T(h, f1,X)
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Soit S un ensemble fini ou dénombrable de densités.
But: choisir I'élément de S le plus proche possible de la vraie densité.
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La procédure.

v

v

v

v

Soit S un ensemble fini (ou dénombrable).

Pour toute densité f € S notons
Preferavie(f) = {f" € S\ {f}, T(f,f',X) =1}
Définissons
D(f) = sup {Hz(f, f'), f' € Preferavie(f)}

avec la convention D(f) = 0 si Preferapie(f) = 0.
Un T estimateur est f € S tel que

D(f) = inf {D(f), f densité }.
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lllustration pour notre probleme.

» Dans notre probléme, on souhaite trouver la fonction f de
F = {0_1]].[07,9]7 0<0< 1}

la plus proche possible de f.
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o » Dans notre probleme, on souhaite trouver la fonction f de
résultat

i F ={0""1pg, 0<60 <1}

Frameworks

la plus proche possible de f.

» Pour ce faire, on discrétise .%, ce qui conduit a un ensemble fini
(ou dénombrable) S.

» On sélectionne alors le meilleur élément de S par la procédure
précédente.
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lllustration pour notre probleme.

Proposition ([Birgé, 2006])

Soient Xy, ..., X,, n variables aléatoires i.i.d de densité f. Il existe un

A

estimateur f € .F tel que
20f 3 2 1
CEy [H (f, f)} <SH(F,7)+—

ol

ZF={11 <1 t  H?>(f,F)= inf H*f
T { [0,9]70< 7} € (7J) glgf (ag)

et ot C > 0 est une constante universelle.
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Proposition ([Birgé, 2006])

EMV . . , . .. ., .
e Soient Xy, ..., X,, n variables aléatoires i.i.d de densité f. Il existe un
) ) ~ )
Résuliat estimateur f € F tel que
Exemple de o ~ 5 1
résultat CEf H-(f.f < H(f. & + =
Bornes de ’ ’
risques. n
Frameworks.
ol

F = {9*11[0,9], 0<0<1} et H(f,F)= in; H?(f,g)
g<

et ot C > 0 est une constante universelle.

> Si f €.% on a bien une vitesse en n~ 1.

» Si par exemple ,
f=10[(1—2n"") 1110 + 20 *Ljo/10,1)]

on garde la vitesse en n7!.
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Vers un théoreme de sélection de modeéle.

Proposition

Soient Xy, ..., Xy, n variables aléatoires i.i.d de densité f, et soit V
une collection d’espaces vectoriels de dimension finie de IL?(R, dx).
Soit A une application positive sur V telle que

Z e 2V <1

vev
Il existe un estimateur f tel que

CE, {H2(f, ?)} < \i/réfv{d2 (\/? \/) + dimv*’A(V)}

n

ot C > 0 est une constante universelle et ot d est la distance de
L2(R, dx).
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Résultats

Cette méthode conduit a un estimateur vérifiant des inégalités oracles
trés générales. On peut en déduire des bornes de risques non
asymptotiques sous des hypothéses

> de régularité sur f

» structurelles sur f
En outre, I'estimateur est adaptatif et robuste par rapport a ces
hypotheses.
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ploe e Cette méthode peut étre utilisée dans différents problemes
statistiques:

Exemple de » Estimation d'une densité. [Birgé, 2006] [Birgé, 2008]

BT » Estimation de I'intensité d'un processus de Poisson.

Frameworks. [Birgé, 2007] [Baraud, 2010]

» Estimation de I'intensité d'un processus de Poisson avec
covariables. [Sart, 2012]

» Estimation de la moyenne de variables aléatoires positives.
[Baraud, 2010]

> Régression non gaussienne. [Birgé, 2006] [Baraud, 2010]

» Estimation de la densité d'un processus déterminental.
[Baraud, 2012]
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